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ALLE RECHTH, BINSCHLILSZLICH DES UBERSETZUNGSRECHTS, VORBEHALTEN, 


VORWORT. 


Der zweite Band umfaBt den dritten und vierten Teil der ersten 
Auflage in einer, wie schon der Umfang zeigt, ziemlich eingreifenden 
Neubearbeitung. 

Bei der Darstellung der mathematischen Statistik sind zwar die 
Grundlinien der ersten Auflage beibehalten worden; im einzelnen aber 
erfuhr das Kapitel vielfache Umgestaltung. Neben den mathematischen 
Entwicklungen wurde auf die Darlegung der leitenden Gedanken bei 
der Bildung und Beurteilung statistischer MaBzahlen und der Reihen’ 
solcher Zahlen gréBerer Nachdruck gelegt; die analytische Darstellung 
derartiger Reihen nach den auf wahrscheinlichkeitstheoretischen Be- 
trachtungen beruhenden Methoden, die in neuerer Zeit von englischen 
Statistikern ausgebildet worden sind, ist als Seitenstiick und Ergin- 
zung der KollektivmaBlehre aufgenommen. Erheblich erweitert ist die 
Behandlung der Sterblichkeitsmessung unter Heranziehung der neueren 
bedeutenden Arbeiten auf diesem Gebiete; der Tafelausgleichung ist 
ein besonderer Paragraph zugewiesen, dessen Inhalt fiber die Grenzen 
des in der ersten Auflage gebotenen hinausftihrt. Ebenso haben die 
auf die Invaliditaét beztiglichen Untersuchungen eingehendere Wiirdi- 
gung gefunden. Zu den friiheren praktischen Belegen fiir die vor- 
gefiihrten theoretischen Entwicklungen sind zahlreiche neue hinzu- 
gekommen; manche der friiheren Beispiele haben unter Benutzung 
der seither gesammelten Beobachtungen Fortfiihrung bis auf die 
Gegenwart erfahren. LHinige Resultate dirften auch selbstandiges 
Interesse in Anspruch nehmen. 

Hingreifender noch sind die Anderungen in dem die mathema- 
tischen Grundlagen der Lebensversicherung betreffenden SchluBteile. 
Den allgemeinen Erwigungen, die der Inangriffnahme versicherungs- 
technischer Aufgaben vorauszugehen haben, ist ein breiterer Raum 
gegeben. Selbstverstiindlich fanden die Rechnungen mit zweifach 
abgestuften Sterbetafeln gebiihrende Beriicksichtigung. Die Ver- 
sicherungswerte, bei welchen die Invaliditat als maBgebendes Element 


 auftritt, sind eingehender dargestellt. Ein besonderer Paragraph ist 


den Durchschnittspramien gewidmet; er bot Gelegenheit, auch auf 
einige der leitenden Gedanken der Sozialversicheruog einzugehen. Auf 
die umstrittene Frage der Bemessung des Deckungskapitals in der 
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IV Vorwort, 


Lebensversicherung und die Vorschlage zur Reform der Primien- 
reserveberechnung ist im Amnschlusse an die noch vorherrschende 
Nettomsthode mit einigen Ausfiihrungen hingewiesen. Beziiglich des 
Risikos in der Lebensversicherang wurde versucht, das Verhialtnis 
zwischen Theorie und Praxis mdglichst scharf zu kennzeichnen; auf 
einige der neneren Gedankenbildungen ist wegen ihres theoretischen 
Interesses in Kirze eingegangen. 

Die Tafeln, dazu bestimmt, in die Konstruktion und den Ge- 
brauch statistischer Tabellen einzuftihren und den Behelf zar ziffer- 
miBigen Verfolgung der abgeleiteten Formeln zu bieten, haben eine 
dem Texte ontsprechende Erganzung erfahren; bei der Auswahl ist 
darauf Bedacht genommen worden, daB typische Formen und die 
gréBeren Arbeiten dieser Richtung vertreten seien. 

Vollatindigkeit wurde nicht angestrebt und ware auch nicht zu 
erreichen; die literarischen Nachweise aber kénnen als eme Ergén- 
gang hingenommen werden, die den Weg fiir weitergehende Studien 
anzeigt. 


GRINDELWALD, 19. Janaar 1910. 
DER VERFASSER. 


BEMERKUNG ZUR DRITTEN AUFLAGE. 


the gegenwiartigen Verhiltnisse haben es nicht gestsitet, weiter- 
gehende Umgestaltungen an dieser Auflage vorzunehmen. Dech ist 
aufer der Berichtigung wahrgenommener Druckversehen, soweit es tech- 
uisch moghch war, manches entsprechend geandert und einiges hinzu 
gefiigt worden. 

So hegt denn nunmehr das Werk in dritter Auflage wieder als ein 
gauzes vor. 


GNicu BEI Sauzrure, 15. Februar 1921. 
DER VERFASSER. 
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Vierter Teil. 
Mathematische Statistik. 


I. Abschnitt. Die menschlichen Massenerscheinungen. 


$1. Mathematische Beschreibung statistischer Massen und Massen- 
erscheinungen. Der Wahrscheinlichkeitsbegriff in der mathematischen 
Statistik. 


233. Statistische Massen und Massenerscheinungen. Vom 
Standpunkte der Statistik erscheint das einzelne Individuum lediglich 
als der Trager gewisser Merkmale, Zustinde, Zustandsinderungen. 
Durch Zusammenfassung einer Vielheit you Individuen, die in einem 
oder mehreren Merkmalen iibereinstimmen, entsteht eine statistische 
Masse. Die Ubereinstimmung wird, sofern es sich uni quantitativ 
darstellbare Merkmale (z. B, Alter, Dauer eines bestimmten Zustandes) 
handelt, nie eine vollkommene sein, sondern nur in der Hinhaltung 
gewisser Grenzen bestehen; bei qualitativen Merkmalen kann sie ab- 
solut oder relativ sein (Geschlecht — Invaliditit). Dadurch, daB man die 
Individuen einer Masse entweder nach dem die Masse zusammen- 
haltenden oder nach einem anderen Merkmal, Zustand, untereinander 
vergleicht und differenziert, tritt eine Gliederung der Masse ein in bezug 
auf ihre innere Struktur. 

Die Verinderungen, die eine statistische Mace durch Zu- und 
Abgang von Individuen ihrem Umfange nach und durch Zustands- 
inderungen ihrer Elemente ihrer Struktur nach erfaihrt, bezeichnet 
man als statistische Massenerschemungen. 

Wie bei allen Naturerscheinungen, so nichtet sich auch bei den 
menschlichen Massenerscheinungen die nachste Frage nach ihrem Ver- 
laufe, also nach ihrer Beschreibung; ihre Erledigung bildet die Voraus- 
setzung fiir die weitergehende Frage nach deren Verursachung. 

Aufgabe der mathematischen Statistik ist es, Methoden zur zahlen- 
maBigen Beschreibung statistischer Massen und Massenerscheinungen 
und die Grundlagen zur Kausalititsforschung im Gebiete der letzteren 
auszubilden. ; 

234. Statistische Zahlen und Zahblenreihen. Bei der zahlen- 
miabigen Darstellung statistischer Massen und Massenerscheinungen ist 
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zwischen absoluten und relativen Zahlen zu unterscheiden. Absolute 
Zahlen driicken die Umfange von Massen und ihrer Teile aus; relative 
Zahlen werden durch Inbeziehungsetzen absoluter Zahlen gewonnen. 
Die einfachste Form relativer Zahlen sind die Verhdltniszahlen von 
Massenumféngen. 

Ein wichtiges Mittel der Forschung bilden Rezhen statistischer 
Zahlen, absoluter oder relativer, deren Glieder untereinander in irgend 
einem organischen Zusammenhange stehen. 

Zur Entstehung statistischer Reihen gibt zunadchst AnlaB die Gliede- 
rung von Massen nach bestimmten quantitativen oder qualitativen Merk- 
malen. Die Gliederung nach einem quantitativen Merkmal und ibre Be- 
schreibung bilden den Gegenstand der Kollektivmaflehre(s.den dritten Teil). 

Eine andere Gattung statistischer Reihen ergibt sich dadurch, 
daB homologe Zahlen, die.sich auf sachlich, zeitlich oder rdumlich ver- 
schiedene Materien beziehen, zusammengefaBt werden. Solche Reihen 
dienen dazu, den Einflu8 sachlicher Momente, der Zeit und der raum- 
lichen Provenienz auf die Beschaffenheit der Massen und den Verlauf 
von Massenerscheinungen zu untersuchen, und werden dadurch zu einer 
Grundlage der Kausalititsforschung. 

Einige Beispiele werden die Entstehung statistischer Zahlen und 
Zahlenreihen am besten beleuchten. 

1. Die Masse der Geburten, die in einem bestimmten Gebiete 
innerhalb eines Zeitraumes erfolgen, kann u. a. nach folgenden Ge- 
sichtspuukten gegliedert werden: a) Ob ehelich oder unehelich; b) ob 
lebend oder tot; c) ob mannlich oder weiblich. Durch Kombination 
dieser drei Disjunktionen entstehen acht Teilmassen, deren Umfange 
die absolute Gliederung ergeben. Diese ist zu Vergleichszwecken 
minder geignet als irgend eine relative Gliederung. Line solche kann 
in der Weise erzielt werden, da® man angibt, wie viele Prozent oder 
Promille o. dgl. der ganzen Masse auf jede Kategorie entfallen. Richtet 
sich die Aufmerksamkeit auf die Geschlechtsgliederung allein, dann 
besteht eine vielfach tibhche Darstellung darin, daB man angibt, wie 
viel Knabengeburten auf 100 Miidchengeburten in jeder der vier 
Kategorien aus a) und b) im Ganzen entfallen, Nachstehend ist die 
Gliederang der 1905 in Osterreich registrierten Geburten in dem eben 
entwickelten Sinne mitgeteilt. 

Absolute Gliederung Relative Gliederung 


‘ auf es entfallen 
M$nnlich Weiblich susammen 1000 Geburien Knsben auf 
entfallen 106 Midchen 


Whelich, lebend. . . 413,667 393,142 806,809 852.9 105,2 


Kategorie 


ahs Roane 11,459 8547 20,006 212 134,0 
Unehelich, lebend . 58,992 55,963 114,955  121,5 105,2 
tot... S860 9.840) | Me80R 44 1275 


Im Ganzen .... . 486,477 459,501 945,978 1000 1059 
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2. Die Bevdlkerungsmasse, die durch eine Volkszihlung erfaBt 
wird, 1&8t eine um so reichere Gliederung mm, je mehr Daten erfragt 
worden sind, und es ist Sache der Bearbeitung einer Volkszahlung, 
die demographisch und verwaltungstechnisch wichtigen Gliederungen 
herauszugreifen und darzustellen. Hier sei als Beispiel die Alters- 
gliederung oder der Altersaufbau der Bevélkerung Osterreichs nach der 
Volkszihlung yom 31. Dezember 1900, getrenni nach dem Geschlecht, 
absolut und relativ, vorgefiihrt. 


Relativer Altersaufbau 


Alter Absoluter Altersaufban SaPecnecicn 
Minnlich Weiblich Minnlich Weiblich 
von Obis 10 3,439,327 3,429,924 26,76 25,79 
iiber 10 ,, 20 2509043  2601,067 19,52 19,56 
» 20, 30 2,077,705  2124,722 16,17 15,98 
» 30 , 40 1,629,506 —_ 1,690,970 12,68 12,71 
» 40, 50 1,319,761 1,373,277 10,27 10,33 
» 50, 60 995590 1,077,344 U14 8,10 
oe ee 603,844 675,258 4,10 5,08 
» 1 , 80 234,044 273,547 1,82 2,06 
80 . 90° 49,146 49,259 0,33 0,37 
» 90 1121 - 2647 0,01 0,02 
Im Ganzen... 12,852,693 13,298,015 100 100 


Diese Zahienreihen geben nur die groBen Ziige des Altersauf- 
baues, da sie die Bevoélkerung nach Altersdezennien zusammenfassen. 
Fiir manche Zwecke ist eine detailliertere Darstellung, nach einzelnen 
Altersjahren fortschreitend, notwendig. 

3. Die Masse der Todesfalle, die in einer Versicherungsanstalt oder 
in den Anstalten eines Versicherungsgebiets wihrend einer Periode, 
z. B. wihrend eines Geschaftsjahres sich ereignen, kénnen aus mannig- 
fachen Gesichtspunkten gegliedert werden. Hine wichtige Gliederung 
ist die nach Sterbealtern und nach Todesursachen, um den EinfluB 
der hauptsichlichsten Todesursachen (vielmehr Gruppen yon solchen) 
tiberhaupt und in den verschiedenen Altern insbesondere kennen zu 
lernen. Als Beispiele solcher Reihen, die also sachlich voneinander 
unterschieden sind, fiihren wir hier die absolute und die prozentische 
Gliederung der Todesfaile aus dem Jahre 1905 bei den in Osterreich 
tatigen privaten Versicherungsanstalten an.) Die mit I bis X bezeich- 
neten Gruppen von Todesursachen beziehen sich auf: 


I. Stoffwechselstérungen und Intoxikationen. 
Il. Infektions- und Invasionskrankheiten. 
1) Die privaten Versicherungsanstalten in den im Reichsrate vertretenen 
Kdnigreichen und Liandern im Jahre 1905. Wien, 1909 S. 78—79. 
d 1* 
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Il. Erkrankungen des Nervensystems. 


TV. ? der Atmungsorgane. 
Ve re , Airkulationsorgane. 
Vi a , Verdauungsorgane. 
Vil. 3 , Harnorgane. 
Vill » Geschlechtsorgane. 


IX. Anderweitige Erkrankungen. 
X. Gewaltsame Ursachen. 


Absolute Gliederung. 


Todesursache ire 
ery ei sim aiTt | VI | Vil | VIII) IX | X || sammen 
30-35 | 18| 21, 49| 966| 54| 33/18/10! 35/ 80|| 584 
35—40 | 13/ 19 96 | 349 79 | 33; 2/ 8) 44| 901) 765 
40—45 | 14| 48, 145 | 324| 189; 741 50) 9) 67; 72] 987 
45—50 | 22| 24! 160| 809 | 171! 91 53) 4/119| 77] 1020 
50-55 | 28) 22| 168| 275 | 212 | 72: 86| 5/181) 484 1082 
55—60 | 39/ 16) 163 | 234] 254} 82 | 81, — 147} 48] 1059 
60—65 ; 54| 15 | 161) 179 | 2261 58; 61 4)155; 17 930 
65—70 | 75; 9| 99| 168| 197| 41/ 88| —|107| 7] 781 
10—75 |153| 17 | 89| 125 | 148| 16; 30) —| 64| 7 644 
7580 1917) 64-47) 8% > 49) 18 ae) — 2 S80n 4 aero 
80—85 |177/ 2| 19} 40] 88) 6] 4) —{°10; @1 -207 
tiber85 | 69; 8) 10!) 65 re Bes oe es ey a) 
Suinmen s | 1596 | 620 


Relative Gliederung. 


: Todesursache 

Sea Cin eerie ay 
ote el = aes ee 

30-25 | 31/36 | 34] 45,5, 92).6,7 1 3,1 | 4,7 | 6,0/18,7! 100 
35-40 | 1.7/2.5 | 12,7| 4621 106444139 | 04) 58/119) 100 
40—45 | 15146 | 15,5 | 346) 148, 79/53) 10| 71) 717! 100 
45-50 | 2.2/2.3 | 147 | 80,8) 168| 89 | 52/04 /11'7) 75. 100 
50—55 | 2.7; 21 | 148) 26,7 | 20,5 | 70 | 88 0.5 \127) 4.7! 100 
55—60 | 37,15 | 154 | 284] 240177! 7,6) — 1138.9! a1" 100 
60—65 | 58/16 | 173 193 | 243 | 62) 66 | 0,416.9) 1.8| 100 
65—70 |10,3/12| 13,5| 216! 2701/66/52] — 146) 1,0] 100 
70—75 |22,8| 2,6 | 138} 194| 222/25] 47/ — 99! 1111 100 
75—80 |449/1.8| 9.7; 180] 160/25/2a7! —! a1! osl 100 
go—ss .j596/ 07! 64 | 185] 1228/17/13) —/. 33! On| 100 
aber 85 | 70,4) 31 | 10.2] 51] 61] 81) 10; —, 10) | 100 
saiae | 10,8; 28 | 138] 274 | 186 | 62 | 54 | 04 10,5 | 6,2 | 100 


_ Die vertikalen Reihen, die sich auf einerlei Todesursache beziehen, 
zeigen sehr verschiedenen Charakter; die Stoffwechselkrankheiten z. B. 
verursachen die meisten Todesfille in den hohen Altern, die Krank- 
heiten der Atmungsorgane (darunter hauptsichlich die Tuberkulose) 
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wirken in allen Altersstufen erheblich, in den jiingeren Jahren stirker 
usw. Die horizontalen Reihen lassen erkennen, wie sich eine be- 
stimmte Altersklasse den verschiedenen Todesursachen gegentiber ver- 
halt; es partizipiert beispielsweise die Altersklasse 30—35 fast mit 
der Halfte threr Todesfalle an der. Erkrankungen der Atmungsorgane, 
wahrend die héchste Altersklasse von den Stoffwechselstérungen am 
starksten betroffen ist usw. 

4. Als Beispiel statistischer Reihen, die durch das Zeitmoment 
von eimander unterschieden sind, sei der relative Altersaufbau der 
reichsdeutschen Bevélkerung in den Jahren 1871 und 1890 angefiihrt.*) 


Alter 1x71 1890 

O—5 12,85 13,01 

5—10 11,25 11,19. 
i0—15 10,39 10,95 
15-—20 9,11 9,32 
20—25 8,63 8,61 
25—30 1,82 7,58 
30—40 13,31 12,76 
40—50 10,64 10,38 
50—60 8,35 7,83 
60—70 5,20 5,20 
70—-80 2,09 2,36 
iiber 80 0,36 0,42 

100 100 


Hiernach erfuhren die Alter von 20 bis 60 eine Verminderung, 
wahrend die Alter bis 5 und jene von 70 aufwiarts eine Verstiirkung 
za verzeichnen haben. 

5. Als Beispiel durch cs raumliche Moment unterschiedener 
statistischer Reihen sind nachstehend die relativen Altersgliederungen 
der in dem Zeitraume 1876—1885 in Osterreich und der 1875—1885 
in Frankreich registrierten Todesfille angefiihrt.*) 


Osterreich. Frankreich 

Alter (1876—1885) (1875 —1885) 
0—1 318,2 186,8 
1—-5 167,9 95,6 
5—10 46,4 26,4 
10—-15 18,6 16,2 
15—20 20,5 23,0 
20—30 48.8 62,4 


L. vy. Mayr, Bevélkerungsstatistik, 1897, 8. 73. 
\ L. v. Mayr, Bevélkerungsstatistik, 1897, S. 235. 
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Osterreich Frankreich 
Alter (1876—1885) (1875— 1885) 
30—40 509 61,8 
40—50 58,6 68,6 
50—60 14,1 90,4 
60—70 92.1 1345 
1—80 742 153,1 
80-—90 26.3 76,6 
tiber 90 2,8 6,6 
1000 1000 


Der Unterschied beider Reiien ist ein sehr erheblicher und auBert 
sich darin, da8 in Frankreich die jugendlichen Alter wesentiich schwicher, 
die hSheren und namentlich die héchsten Alter erheblich starker an 
den Sterbefiillen beteiligt sind als in Osterreich. Doch ware es tibereilt, _ 
wollte man daraus auf den Zusammenhang der Sterblichkeit mit dem 
Alter uamittelbare Schliisse ziehen. 

235. Verhaltniszablen. Statistische Wahrsecheizlichkeiten. 
Aus den vorstehenden Beispielen ist schon zu ersehen, daB relative 
Zahlen zu Vergleichszwecken und zur Gewinnung allgemeiner Hin- 
sichten besser geeignet sind, als absolute Zzhlen. 

Unter den relativer Zahlen sind, wie ebenfalls schon bemerkt 
worden, die Verhdliniszahlet die einfachsten. Man erbhait eine Ver- 
hiliniszahl ganz allgemein durch Division der Umfiange zweier statis- 
tischer Masser; fiir ihre Bedeutung ist die innere Beziehung der beiden 
Massen zu cinander maiigebend. : 

Von besonderem Interesse und geradezu fundamentaler Wichtigkeit 
ist der Fall, daB die den Zabler bestimmende Masse ein Teil der im 
Nenner auftretenden ist. Hierbei kénnen wieder die Hlemente der 
Zahlermasse von den tibrigen durch cin hestimmtes Merkmal, einen 
Zustand, in dem sie sich befinden, unterschieden sein, oder sie kinnen 
sich von den andern dadureh abheben, daB mit ihnen wihrend einer 
gewissen Zeit eine bestimmte Zustandsinderung vor sich gegangen ist. 

In jedem dieser FSMe bedeutet die Verh&ltniszahi eine relative 
Mawfigkeit, und swar im ersten die relative Haufigkeit ciner Higenschaft 
oder eines gewisson Zustandes in einem bestimmten Zeitpunkte, im 
aweiten die relative Haufigkeit einer gewissen Zustandsinderung, eines 
Geschghens, wihrend eines besiimmien Zeitrunmes. 

Nun kaun jeder relativen Hitufigkeit der Sinn einer Wahrschein. 
lichkeit unterlegi werden, und uach der Methode, die hier ihrer Be- 
stimmung wugrounde hegt, mag sie als statistischke Wahrscheinlichkeit 
bezeichnet werden. 4u dieser aiuberlichen Begriindung des Namens 
wird sick im weiteren Verlaufe eine tiefergehende Kennzeichnung 
ergeben. Lexis bat die beiden eben erwahnten Formen der statis- 
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tischen Wahrscheinlichkeit als analytische und genetische Wahrschein- 
lichkeit unterschieden.*) 

Vorher mégen sie je an einem Beispiel erliutert werden. Der 
Bruch, dessen Nenner eine Geburtenmenge ausdriickt, wahrend der 
Zahler angibt, wie viele dieser Geburten minnlich waren, kann als 
analytische Wabrscheinlichkeit gedeutet werden, als relative Haufigkeit 
der Knabengeburten in der Gesamtmasse. Der Bruch, dessen Nenner 
eine Gesamtheit von Personen eines bestimmten Alters, etwa von 
x Jahren, dessen Zihler die aus ihr wihrend des nachsten Alters- 
jahres hervorgegangenen Todesfille zahlt, wird als genetische Wahr- 
scheinlichkeit zu bezeichnen sein, und zwar als Wahrscheinlichkeit, 
mit der die Individuen der Nennergesamtheit das Sterben wahrend des 
bezeichneten Zeitraumes zu erwarten hatten. ; 

Die Anwendung des Wortes Wahrscheinlichkeit erhalt einen 
tieferen Sinn, wenn man auf die Verursachung von Higenschaften, 
Zusténden und Zustandsénderungen in der menschlichen Gesellschaft 
naher eingeht. Man wird bemerken, da es ueben allgemein wirkenden 
Ursachen, die alle Hinzelfalle oder doch die Hauptmasse derselben 
beeinflussen, auch indivtduelle, von einem Fall zum andern wechselnde 
Ursachen gibt, daB die Dinge also analog liegen wie bei zufalligen 
Tatbestinden und Ereignissen, die den Gegenstand der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung bilden. 

Man denke beispielsweise an die relative Hiufigkeit verheirateter 
Manner eines bestimmten ehefihigen Alters zu einer bestimmten Zeit. 
Den in dem Lande herrschenden Sitten, der allgemeinen wirtschaft- 
lichen Lage sind mehr oder weniger alle unterworfen; fiir den einzelnen 
Fall konnen die mannigfachsten Umstande persénlicher Art bestimmend 
sein. Handelt es sich um die relative Haufigkeit des Sterbens unter 
Personen eines bestimmten Alters wihrend eines Jahres, so nehmen 
wenigstens bei der Hauptmasse die klimatischen, die sanitaren Ver- 
haltnisse des Landes, die allgemeine wirtschaftliche Lage und die 
Abstammung darauf Hinflu8; daneben aber spielen allerlei persduliche 
Umstande, wie Lebensfiihrung, erbliche Veranlagung, Beruf u. a. mit. 

Es ist nun ganz wohl denkbar, daB sich unter den allgemein 
auftretenden Ursachen solche von dominierender, durchschlagender 
Wirkung befinden und daB hieraus eine gewisse Bestdndigkeit in den 
zu verschiedenen Zeiten und an verschiedenen Orten oder aus ver- 
achiedenen Gesamtheiten gebildeten Verhaltniszahlen entspringt trotz 
des Wechsels, den die individuellen Ursachen im Verlauf der Hinzel- 
falle herbeiftihren. Dadurch tritt die Massenerscheinung, die sich aus 
der Vereinigung einer groBen Zah] gleichartiger Hinzelfalle ergibt, in 
einen fundamentalen Gegensatz zu der Hinzelerschemung. 


1) Abhandl. z. Theorie der Bevélkerunge- und Moralstatistik, 1903, p. 62 u..84. 


- 


8 Vierter Teil. Mathematische Statistik. 


Wir wollen diese Parallele bis an die auBerste Grenze verfolgen, 
die in solchen zufalligen Ereignissen zu erblicken ist, denen wahrend 
der Verwirklichung konstantc Ursachen zugrunde liegen, die sich also 
auf ein Bernoullisches Urnenschema zuriickfiihren lassen. Fir solche 
Ereignisse ist eine Erwartungsbildung beziiglich eines kiinftigen Massen- 
verlaufes méglich, und die Erfahrung lehrt, daB diese Erwartungsbildung 
in der Hauptsache durch den wirklichen Verlauf auch bestatigt wird. 

Ob es Massenzusténde und Massenerscheinungen gibt, die diesem 
Grenzfall vollig analog sind, laBt sich auf spekulativem Wege nicht 
entscheiden. Die Gberflachliehe Anschauung scheint eher dagegen zu 
sprechen, da sie uns tiberall und in allem Anderung zeigt; aus- 
geschlossen ist es aber nicht, daB manche Materien sich dem Grenzfall 
nahern. Ohne an dieser Stelle auf eine Priifung dieser Frage einzu- 
gehen, nehmen wir den in der alteren Literatur, von Laplace und 
Poisson, vertretenen Standpunkt ein, es seien die statistischen Ver- 
haltniszahlen, sofern sie nur den oben ausgesprochenen formalen Be- 
dingungen geniigen — eine Forderung, diein friiherer Zeit auch nicht gesteilt 
wurde — empirische Bestimmungen konstanter Wahrscheinlichkeiten 
oder von Funktionen solcher. Dann lassen sich durch Anwendung der 
Satze der Wahrscheinlichkeitstheorie mancherJei Fragen erledigen, wie 
dies in den zunachst folgenden Artikeln gezeigt werden wird. 

Als Ergebnis der vorstehenden Betrachtungen sei aber das folgende 
festgehalten. Zwischen einer statistischen Wahrscheinlichkeit und einer 
Wahrscheinlichkeit a priori, die sich auf eine unverdnderliche Urteils- 
materie stiitet, besteht der wesentliche Unterschied, daB die erstere gerade 
nur gene Materie kennzerchnet, aus der sie hervorging, und zu begriin- 
deten Erwartungsbildungen nur dann berechtigt, wenn besondere Unter- 
suchungen ihre vollige oder wenigstens angendherte Analogie mit einer 
Wahrscheinlichkeit der zweiten Art erwiesen haben. 

Es ist bisher nur von solchen Verhiltniszahlen die Rede gewesen, 
die nach ihrem Bau den Namen einer Wahrscheinlichkeit rechtfertigen. 
Die Statistik bedient sich bei der Kausalititsforschung noch anderer 
Verhialtniszahlen, die aus der Vergleichung von Massen hervorgehen, 
bei denen es an einem solchen organischen Zusammenhange mangelt. 
Lexis nennt solche Zahlen Koordinationsverhdltnisse.*) 

Als Beipiele seien angefithrt die Geburtenziffer und die Sterbeziffer. 
Die erstere drickt die auf eine Kinheit (1, 100, 1000 o. dgl.) der 
Bevélkerung entfallende Zahl der wabrend eines i ahres beobachteten 
Geburten, die letztere gibt die analoge Zahl von Sterbefallen. Ob 
man die Bevélkerung am Beginn des betreffenden Jahres oder in der 
Mitte desselben nimmt, ein organischer Zusammenhang zwischen den 
in Beziehung gesetzten Massen besteht nicht: denn weder gehen die 


1) Abhandl. z. Theorie der Bevilk.- u. Moralstatist., 1908, p. 84. 
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Geburten aus der ganzen Masse der Bevélkerung hervor noch stammen 
die Sterbefalle aus der zu Beginn oder in der Mitte des Jahres vor- 
handenen Bevélkerung allein. Beide Ziffern kénnen nur einen all- 
gemeinen Blick auf die Bewegung der Bevélkerung vermitteln, zu 
weitergehenden Schliissen bieten sie keine Handhabe. Abhnlich verhilt 
es sich mit dem Verhiltnis der jahrlichen Geburten aus einem 
Gebiete zur Zah] der dort geschlossenen Ehen, der Zahl der jahrlichen 
KEhelésungen (durch Tod oder Gerichtsspruch) zur Zahl der Ehe- 
schlieBungen usw. 

236. Wahrscheinlichkeit vorgegebener Grenzen einer 
statistischen Wahrscheinlichkeit. In einer Masse von s Indi- 
viduen sei ein bestimmtes Hreignis F in m Fallen beobachtet worden, 
wiahrend in den tibrigen xn =s—m Fallen das entgegengesetzte Er- 
eignis E eingetreten ist. 

Es ist dann mit der Wahrscheinlichkeit 


zu erwarten, daB die supponierte unbekannte Wahrscheinlichkeit p von 
F zwischen den Grenzen 


2mn 2 
Seg ot St Voe 


liege (s. Nr. 93). 


Die Grenzen fallen, von dem EHinfluB des GréSenverhaltnisses m:n 
m . . ee 
abgesehen, um so enger aus, — ist also als eine um so zuverlissigere 


Bestimmung von p zu erachten, je gréBer s ist. Darin liegt der mathe- 
matische Grund des lingst geiibten Prinzips, statistische SchluBfolge- 
rungen auf méglichst breite Grundlage zu stellen. - 


Man kann = als eine direkte Beobachtung / von. p, anseher, 
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en V; mn 
zukommt; aus h 1a8t sich nach den Formeln in Nr. 183 der mittlere 
und der wahrscheinliche Fehler dieser Bestimmung von p ermitteln. 
Beispiel. Von 54391 miannlichen Personen, welche durch das 
Alter von 50 Jahren gingen, sind 1049 vor Brreichung des Alters 
von 51 Jahren gestorben.’) Aus diesen Daten ergibt sich fiir die 
Sterbenswahrscheinlichkeit der 50-jahrigen miunlichen Personen die 

empirische Bestimmung. 


der die Prazision 


1) Denteche Sterblichkeitstafeln etc. 1883, p. 104. 
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m 1049 


3 64391 = 0,01929 


mit dem wahrscheinlichen Fehler 


= 047604 ]/ 2 a7 1040 Se = 0000807 


so da8 Eins gegen Kins darauf zu wetten ware, daB genannte Wahr- 
scheinlichkeit zwischen die Grenzen 0,01889 und 0,01969 falle. 

237. Priifung zweier komologer Verhaltniszahien auf 
ihre Verursachung. Zwei Massen von Individuen seien auf dasselbe 
Ereignis E hin beobachtet worden; die Ergebnisse dieser Beobachtungen 
seien durch die Zahlen s, m, m in dem einen und durch s’, m’, n’ in 
dem andern Falle dargestelli. Daraus sind die empirischen Werte 


der Wabrscheinlichkeiten p, p’ abgeleitet worden; dieselben mdgen 
die positive Differenz l’/—-i—=0 ergeben. Wie grof ist auf Grund 
dieser Wabrnehmung die Wahrscheinlichkeit, da8 p’ > p sei? 
Setzt man p’— p = f und bezeichnet die Fehler von J, U’ mit «, ¢, 
so ist auch 
V+e/--(1+e)\=t, 


woraus 
t--d = ¢—é. 
Ka stellt sich aiso /— d= als lineare Funktion der unabhingigen 
Fehler ¢, e dar; infolgedessen unterliegt z dem Gesetz (Nr. 177) 
H =H? 32 
yo 
wenn 
i 1 1 
[i ee 


und h, h’ die Prazisionen der Bestimmungen 1, [ sind; nach der vo- 
rigeu Nummer ist 


; / '8 
haY sn, 2m? VN Bm'n’? 
daher 
e cree 
a =) 2(s’ Samm -t- s°mn’n’)” 
Die gestellte Aufgabe kommt nun darauf zuriick, die Wahrschein- 


lichkeit zu bestimmen, daB ¢ positiv, ¢ also zwischen den Grenzen 
-- 0 und oo enthalten sei. Diese ist aber 
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Ho 
mtd. foedr= +d. ford it OM), @ 
Vx.) Ve 


wenn man @(y) in der Nr 94 erklirten Bedeutung gebraucht und 
Gf oe eee ees 
as H9 V5 (s’ Simm + 8°’ n’) (2) 
setzt. 


Dieses Resultat kann in zweifacher Weise verwendet werden. Die 
eine besteht darin, daB man aus gegebenem 0 die Wahrscheinlichkeit P 
rechnet; die andere geht auf die Bestimmung der gréSten Abweichung 0 
_ aus, die zwei empirische Werte noch aufweisen diirfen, ohne daB man 
sich gendtigt sihe, verschiedene Grundwahrscheinlichkeiten anzunehmen; 
diese Bestimmung J48t sich jedoch chne eine willkirliche Festseizung 
nicht durchfiihren; man wihit beispielsweise y = 2 oder y = 3 und 
betrachtet das hieraus nach (2) berechnete 6 noch iiir praktisch ver- 
vertriglich mit p’= p. 

Beispiele. In Paris wurden in dem 40-jahrigen Zeitraume 1745 
bis 1784 beobachtet: 


m = 393386 Knabengeburten, 
n = 377555 Midchengeburten, 
s= 770941 Geburten tiberhaupt; 


in London in dem 95-jabrigen Zeitraume 1664—1758: 


m= 137629 Knabengeburten, 
n= 698958 Midchengeburten, 


_s==1486587 Geburten tiberhaupt. 


Daraus berechnet gich 


™ 051026 oder nahe 57," 
$ i s 


also = - = == § == 9.00827. Wie groB ist auf Grund dieser Beobach- 


tung die Wahrscheinlichkeit, daB iu Lordon die Wahrscheinlichkeit 
einer Knabengeburt gréfer sei als in Paris? 
Aus der Formel (2) berechnet sich 


y = 3,353 
und hieraua mittels (1) nack Tafel I 
P = 0,9999989, 
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so daf die Wahrscheinlichkeit, es sei dem nicht so, nur wenig tiber 
ein Milliontel ausmacht.') 

In Osterreich entfielen in dem 17-jahrigen Zeitraume 1878 bis 
1894 von s = 12695948 ehelichen Lebendgeburten 


m == 6533961 auf Knaben, m = 6161987 avf Madchen; 
von s'= 332306 ehelichen Totgeburten 
m’=191159 auf Knaben, m’=141147 auf Madchen. 


Daraus berechnet sich 
™ 051465, == 0,57528, 
d = 0,06060 ; 


weiter y = 49,3; das zugehérige @(y) ist von der Hinheit praktisch 
nicht zu unterscheiden; infolgedessen unterscheidet sich auch P so 
wenig von 1, daé man fast mit GewiBheit aussagen kann, der Knaben- 
geburt liege bei Totgeborenen eine gréfere Wahrscheinlichkeit zu- 
grunde als bei den Lebendgeborenen. Die Ergebnisse der voraus- 
gehenden zwilfjahrigen Periode 1866—1877 bestatigen dies: hier war 


mM 


™ = 051548, % = 0.57520, 
§ = 0,05972. 


Man kann die vorstehende le Frage auch in anderer Weise erledigen. 


Bezeichnet man die GréBe zat als den Modul der betreffenden Be- 
/2 

obachtungsmaterie’), und betrachtet man 0 ei in als die duBersten 

Grenzen der Abweichung — es kommt ihnen ae Wahbrscheinlichkeit 


0,39998 za —, so ergibt sich fiir jede der zu vergleichenden stati- 
stischen Wahrscheinlichkeiten ein Intervall, innerhalb dessen sie mit 
der angegebenen Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist; liegen diese Inter- 
valle getrennt, so darf man auf verschiedene Verursachung schlieBen, 
sind sie tibergreifend, so erscheint es zweifelhait, ob verschiedene Ur- 
sachenkomplexe zugrunde liegen. Diese SchluBweise wird allerdings 
haufig auch auf Verhiltniszahlen angewendet, denen nicht streng der 
Charakter von Wahrscheinlichkeiten zuerkannt werden kann, z. B. auf 
Sterbeziffern, So beurteilt beispielsweise A. Tschuprow?) die all- 
gemeine Sterbiichkeit zweier Orte nach diesem Verfahren. Im Jahre 
1897 starben 


1) Vgl. Laplace, Théorie analyt., Art. 29. 
2) Schmollers Jahrb. der Gesetzgebung usw., 29 (1905), p. 54. 


I. Abschnitt. Die menschlichen Massenerscheinungen. 13 


in Wien von 1558129 Hinwohnern 33181, 
meres. oy «= Le O9T . 6 392: 


die Sterblichkeitspromille, 21,30, bzw. 33,10, liegen also betrachtlich 
auseinander; ihr dreifacher Modul ist 0,51, bzw. 1,68, das Intervall im 
ersten Falle 20,79, 21,81, im zweiten Falle 31,42, 34,78; da beide ge- 
trennt liegen, ist auf ungleiche Intensitiét der Sterbeursachen in Wien 
und Prag, wenigstens zu jener Zeit, zu schlieBen. 

238. Konjekturalrechnungen. Wie in friiherer Zeit fest- 
gehaltene Vorstellung von der Unverinderlichkeit statistischer Ver- 
haltniszahlen hat dazu gefiihrt, aus der einmaligen Kenntnis solcher 
Zahlen auf kiinftige Gestaltungen zu schlieBen. So suchte Laplace, 
nachdem er aus Beobachtungen in einer groBen Anzahl iiber das 
ganze Land verteilter Gemeinden die Geburtenziffer') bestimmt hatte, 
aus den auf 1'/, Millionen geschdtzten Geburten des ganzen Landes 
dessen Gesamtbevélkerung zu ermitteln, wobei er in strenger An- 
-wendung der Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung auch deren 
auBerste Grenzen. feststellte. 

Die theoretische Grundlage solcher Rechnungen besteht in Folgen- 
dem. Von s beobachteten Hinzelfallen haben m Falle den Verlauf E, 
n= s—m den entgegengesetzten Verlauf genommen. In einer zweiten 
Beobachtungsreihe sei bloB die Zahl m’ der Wiederholungen von E 
erhoben worden. Es ist die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, da8 
die zugehérige Zahl n’ innerhalb bestimmter Grenzen liege. 

Die wahrscheinlichste Bestimmung von n’ ist 


Ny = a @) 


Bezeichnet man die dem Eintreffen von E entsprechende Wabhr- 
scheinlichkeit mit p, so ist 


ara al a (2) 


zu setzen, wenn ¢ den: der ersten, « den der zweiten empirischen 
Bestimmung von p anhaftenden Fehler bedeutet. Hieraus ergibt sich. 
wenn fiir s’ die Summe m’+ n’ eingefiihrt wird: 


daraus erschlossen werden, daS Laplace (Théorie analyt. d. probab., Art. 31) sie 
mit 35,26983 bestimmt hatte (aus dem Zeitraum 1799 bis 1802), w&brend sie aus 
den Zeitperioden 1865—69, 1876—80, 1887—-91 mit 25,9, 25,4, 28,0 angegeben 
wird (pro 1000). — Zur Kennzeichnung der drtlichen Schwankungen der Geburten- 
aiffer sei angefiihrt, da8 ihr Wert 1900 in 58 Stidten und Gemeinden Osterreichs 
mit mehr als 15000 Einwobnern um die Mitte dea genannten Jahres sich bei 
einem Durchschnitt von 30,2 zwischen den Extremen 11,1 (Olmiitz) und 49,5 
(Drohobycz) bewegte, bei Zihlung der Lebendgeburten allein. Statist. Monate- 
schz., Wien 1901, p. 91. 
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nm ; 
——+ ms — Wwe 
- $ 
n= = = 
m 
—-+e—e 
pA § 
vo , 
nmin ms cr 
-— + ——s8-- é 
m m mm 
fag g Sura 
ees 
vm m 


und weiter durch Entwicklung nach «, «’, wenn man bei den Ghedern 
ersten Grades stehen bleibt: 


CPA 2 
; ee sm , 
nN = Ny — — mio Tees 
woraus 
Z, , 8?’ stm’ , 
 — Bo 8m — — ob hee. 


Es stelit sich also der Fehler z in der Bestimmung 7,’ als eine lineare 
Funktion von ¢, « dar; sein Gesetz ist daher nach Nr. 177 


A = 242 
ieee : 
Vn 
wenn 
stm * stm’ * 
1 m* m* 


Hen en 
ist; dabei ist # die Prazision der ersten, h’ die Prazision der zweiten 
Beobachtungsreiho, also 


b=) ste, WV 
~ V Qmn’? 2m'n’ 2m?n? 


wenn man bei der Berechnung von h’ statt n’, s’ deren wahrschein- 


lichste Bestimmungen ~~ a verwendet. Hiernach ist 


m? 
m’ , 
HV saree @) 
Es besteht also die Wahrscheinlichkeit 
5 Hz 
fp gs * feat 
ees e dz ve e dt== @(y) (4) 
—s 0 


dafiir, daB die Differenz n’— x,’ zwischen die Grenzen —F und + 7 
oder daB n’ zwischen die Grenzen 


on EGE) ona 2" | 


m$ 


falle. 
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Man kann von diesen Formeln in verschiedener Weise Gebrauch 
machen: Einmal, um zu einer gegebenen Wahrscheinlichkeit P die 
zugehérigen Grenzen der Bestimmung (1), dann aber auch, um die 
auBersten Grenzen dieser Bestimmung in dem Sinne einer sehr hohen 
Wahrecheinlichkeit des Zutreffens (etwa mit y = 3) zn rechnen. 

Ware s’ die GréBe, um welche gefragt wird, so hiitte man dafiir 
die wahrscheinlichste Bestimmung 


gm’ 
8 = m? (1%) 


wahrend sich aus dem Ansatz (2) ergibt: 
sm 


t m ™ 


= - — 


m 2 s oo! 
—t+e-—e 1+ —e— —e 
8 Me m 


durch Entwicklung nach ¢, « mit der gleichen Beschrinkung wie 
vorhin wird 


so daB genau wie im vorigen Falle 


s?m’ 
Dy ee ae 


es gelten also auch hier die Resultate (3) bis (5). 
Beispiel. In dem Zeitraume 1866—1877 sind in Osterreich 
registriert worden: 


m = 4311076 miannliche, 
n = 4052193 weibliche, 


s = 8363269 Lebendgeburten tiberhaupt; 
wiren in dem darauffolgenden Zeitraume 1877—1894 nur die 
m’ == 6533961 médnnlichen Lebendgeburten 


verzeichnet worden, welcher SchluB ware daraus auf die Zahl n’ der 
weiblichen Lebendgeburten zu ziehen ? 
Thr wahrscheinlichster Wert ware 


ny! 2 6141587, 
™ 


die auBerste, mit y = 3 gerechnete Abweichung, der die Wahrschein- 
lichkeit 
P = @(3) = 0,9999779 = 1 — 


zukommt, betrégt 


ise 
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EES ae — 23226: 


es ist also mit der eben angegebenen, sehr groBen Wahrscheinlichkeit 
_ 2u erwarten, daB n’ iiber das Intervall 


6118361 bis 6164813 
nicht hinausfallen werde; tatsachlich ist der beobachtete Wert von 7’, 
namlich: 
6161987, 
in diesem Intervall enthalten. 


Wiederholt man dieselbe Konjekturalrechnung fiir den Zeitraum 
1895—1905, wo 


_ m = 5374573 
war, so findet man 
mM, = 5051852 
mit der zu y = 3 gehorigen Abweichung 
19908, 


also mit den Grenzen 5041944 und 5071760; hier aber fallt der 
wirklich beobachtete Wert 


n’ = 5084067 


aus dem Intervall heraus (vgl. hierzu Nr..249, b.). 

239. Beschreibung von Massengestaltungen und Massen- 
erscheinungen. Die Statistik bedient sich bei der Beschreibung, 
bei der vergleichenden. und schlieBlich bei der Kausalititsforschung 
je nach der Natur des Gegenstandes und nach dem verfolgten Zweck 
der absoluten, der relativen Zahlen und der Mittelwerte. ; 

Durch die absoluten Zahlen werden Massenumfange und absolute 
Gliederungen in bezag auf irgend ein Merkmal heterogener Massen 
dargestellt. Hs sind demnach Hinzelzahlen und Reihen absoluter 
Zahlen zu unterscheiden. Die Hinzelzahl konstatiert lediglich eine 
einzelne Tatsache und gibt daher zu weiteren Erwagungen keinen 
AnlaB; anders steht es um Reihen von Zahlen, tiber die weiter unten 
noch gesprochen werden wird. 

Relative Zahlen driicken Verhdltnisse von Massenumfangen aus. 
Kine einzelne Verhialtniszahl stellt wieder nur eine einzelne Tatsache 
fest, zwei homologe : Verhiltniszahlen geben schon AnlaB zur Ver- 
gleichung und Reihen solcher Zahlen kénnen die Grundlage fiir 
mancherlei Fragestellungen bilden. 

Ein vielgebrauchtes Mittel zur cusammenfassenden Darstellung von 
Reihen absoluter und relativer Zahlen besteht in der Bildung von 
Mittelwerten. Hat auch der Mittelwert in manchen Fallen eine prak- 
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tische Bedeutung, so bildet er doch fiir sich allein eine unzureichende 
Beschreibung der Reihe und man sucht ihn daher durch verschiedene 
Angaben zu ergiinzen; so gibt man hiufig neben einem bestimmten 
Mittelwert auch den Spannrahmen der Reihe an, der durch die ex- 
tremen Gilieder gebildet wird, oder man beschreibt ihre Gestaltung 
in noch eingehenderer Weise durch Angabe einer reduzierten Ver- 
teilung (Nr. 218). 

Aus der uniibersehbaren Menge méglicher Mittelwertbildungen 
finden in der praktischen Statistik nur einige wenige Anwendung 
und selbst die theoretische Statistik geht tiber diese nicht wesentlich 
hinaus. 

Der am hiufigsten gebrauchte Mittelwert ist das arithmetische Mittel, 
das einfache und das gewogene; es wird auch als Durchschnittswert 


der Reihenglieder bezeichnet. Sein Bildungsgesetz ist durch ee baw. 


on ausgedriickt, wenn a die Reihenglieder, m ihre Anzahl, p ihre Ge- 
wichte sind; seine wesentlichen mathematischen Merkmale sind in 
den Ansatzen: 


[(m —a)*] ein Minimum, [m —a] = 0, 
bzw. 
[p (m = a)" ” ” Lp (m — a)] = 0 


enthalten. Bei absoluten GréBen wird in der Regel das einfache 
Mittel in Betracht kommen, bei relativen Zahlen das gewogene Mittel, 
weil einer Verhaltniszahl ein Gewicht zuzuschreiben ist, bestehend in 
der ihren Nenner bildenden Zahl. Wird z. B. nach der durchschnitt- 
lichen Zab] jahrlicher Geburten eines Zeitraumes gefragt, so ist die 
Antwort durch das einfache arithmetische Mittel zu geben (um ein 
solches handelt es sich auch dann, wenn nicht die jahrweisen Ge- 
burtszahlen, sondern nur die Gesamtzahl gegeben ist); fragt man hin- 
gegen nach der durchschnittlichen Geschlechtsgliederung, wie sie sich 
aus einer Reihe jahrweiser Gliederungen ezgibt, etwa in dem Sinne, 
daB man die Gliederung durch den Quotienten aus der Zahl der 
Knabengeburten durch die Gesamtzahl der Gebornen ausdriickt, so 
kann die Antwort nicht durch das einfache Mittel der jahrlichen 
Gliederungszahlen gegeben werden, erfolgt vielmehr durch das im 
obigen Sinne gerechnete gewogene Mittel, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, daB man die sdmtlichen Knabengeburten einerseits und die 
Gesamtgeburten anderseits zusammenfaBt und aus beiden Summen den 
Quotienten bildet. 

Ein anderer vielfach verwendeter Mittelwert ist der Zentral- oder 
Medianwert. Sowie das arithmetische Mittel die Mitte eimmimmt in 
bezug auf die Gréfe der Glieder, so zeichnet sich der Zentralwert 


Czuber, Wabrscheinlichkeitsrechnung. IL 8. Aufl. 2 
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durch seine mittlere Lage unter ihnen aus, indem ebenso viele unter 
ihm wie tiber ihm liegen; er ist sonach ein Positionsmittelwert, nicht 
abhingig von den Einzelwerten der Glieder. Das ihn kennzeichnende 
analytische Merkmal ergibt sich durch folgende Betrachtung. Ist z 
eine Variable, die sich zwischen die auSersten, somit auch zwischen 
zwei aufeinander folgende Glieder a,, a,,, der steigend geordneten 
Wertreihe a,, d,,--«, einstellt, und ist weiter 


Z=(e—4,)+ (¢—a) +--+ (@—-@) +(G41—2) + (Gy 2) + G2) 


die Summe der absoluten Abweichungen der einzelnen Glieder von z, 
so indert sich Z, wenn z um dg variiert, ohne das -Intervail (a,, a,,,) 
yu verlassen, um 


dZ = (2k—n) da; 
dies ist negativ bei k < > , positiv bei k > > und = 0 bei k = $+; 
bei ungeradem » wechselt also dZ sem Vorzeichen an der Stelle 
Z=4,4,, bei geradem » bleibt es im Intervall (4a 4, ,) Null, ist 


2 
links davon bestiindig negativ, rechts bestandig positiv. Im ersten 
Falle kommt also dem Werte a,,,, im zweiten Falle jedem Werte aus 


at 
(% ; Oy 1) die Kigenschaft zu, da8 in bezug auf ihn als Avegangs- 
, Bae De, 
punkt Z, d. i. 
[j|¢—a/] ein Minimum 
ist. 


Hin anderer Positionsmittelwert, dem in vielen Fallen eine Vor- 
zgsstellung einzuriumen ist, ist der dichteste Wert (Nr. 219, 222), 
Bei sehr vielen, namentlich bei gliederreichen statistischen Reihen tritt 
an einer Stelle mehr oder weniger deutlich eine Verdichtung ein, ein 
Hindringen nach einem Werte, den man daher als den dichtesten 
bezeichnet. Insofern die betreffende Erscheinung die Tendenz zeigt, 
diesen Wert am haufigsten hervorzubringen, nennt man ihn auch den 
— typischen oder normalen Wert der betreffenden GréBe. Bei Zahlen- 
reihen, die sich auf heterogen zusammengesetzte Massen beziehen, 
kann das Verhalten der komponierenden Massen in der gerade unter- 
suchten Richtung ein so verschiedenes sein, daB jede ihren besonderen 
dichtesten Wert ausbildet, so daB deren mehr als einer erscheinen; 
doch gehért ein solches Verhalten zn den Ausnahmen. 

Die Berechtigung des dichtesten Wertes beschrankt sich auf ab- 
solute Zahlen, welche die Bedeutung quantitativer Individualdaten der 
Elemente einer Masse besitzen, und auf solehe Verhaltniszahlen, die 
mit einem und demselben Nenner gebildet, also von gleichem Gewicht 
sind; denn im andern Falle kann die Ungleichheit der Gewichte eine 
wesentliche Verschiebung in der Bedeutung der Einzelglieder bewirken 
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AuBer den genannten gibt es noch viele andere Mittelwerte, die 
aber fiir statistiache Zwecke kaum eine crnstliche Bedeutung haben: 


s0 das geometrische Mittel V II2;, das harmonische Mittel ay 
i i 
Las 


das antiharmonische Mittel ee, bei theoretischen Untersuchungen 
BoA | 


spielen noch die Potenzmittel V& eine Rolle, unter diesen ins- 


besondere das quadratische Mittel yee (Nr. 224.) 4\ 


An diese Darlegungen mige eine Betrachtung iiber die Beschrei- 
bung menschiicher Massenerscheinungen durch Zablea mit verglei- 
chenden Blicken auf die iibrigen Naturwissenschaften angeschlossen 
werden. 

. Die Physik (und auch die Chemie) erkennt einen wesentlichen 
Teil ihrer Aufgabe in der Feststellung sogenannter Konstanten, das 
sind Zahlen, welche von Ort oder Zeit oder von beiden unabhiéngig 
eine gewisse definitive Bedeutung fiir die Natur besitzen. Aber selbst 
hier darf die Bezeichnung ,,Konstante“ nicht ohne Kritik hingeaommen 
werden. Wenn z. B. die verschiedenen Steffe durch ihr spezifisches 
Gewicht gekennzeichnet werden, so kommt dieser Zahl, selbst ab- 
gesehen davon, da ihre experimenteile Bestimmung die Mange! einer 
solehen an sich trigt, ebensowenig eine definitive Bedeutung zu, als 
dem Namen des Stoffes eine einheitliche Bedeutung zuerkannt werden 
kann: wir kénnen fiir den Begriff ,Hisen“ nur verscbiedene materielle 
Vertreter aufstelien und diese stimmuen in ikren Merkmalen, darunter 
auch das spezifische Gewicht, keineswegs iiberein. Hin anderes Bei- 
spiel: als Ausdruck der an emem Orte herrschenden Gravitation kana 
die (Sekunden-) Pendellange daselhst genommen werden, und man ist 
ewohnt, in ihr eine Konstante des betreffenden Ortes zu erblicken, 
abweichende Bestimmungen auf Recknung unvermeidlicher Beobach- 
tungsfehler zu setzen; ans diesem Gesichtspunkte mibt man, und nicht 
ohne gewisse Berechtiorng, einer neueren Bestimmung erhéhten An- 
spruch auf Geltung bei. Bedenkt man aber, daf die Gravitation von 
der Massonverteilung im Weltraume und, in unserem Beispiel, haupt- 
sichlich von der Massenverteilung der Erde abhingt, so wird man an 
der Frage nicht vorbeikommen, ob zwei abweichenden Bestimmungen 


1) Fiir die arithmetische Theorie der verschiedenen Mittelwerte sci ver- 
wiesen auf A. Messedagilia, Calcul des valeurs moyennes, Annal. d. Démiogr. 
internat. IV (1880), p. 887422. Uber die statistischen Mittelwerte und Ver- 
hiltniszablea, ihre prektische Bedeutung, die Voraussetzungen ibrer Verwend- 
barkeit fiir die Kausalititsforschung vgl. man die Monographie von F. Zizek, 
Die atatistischeu Mittelwerte, Leipzig 1908. 

o* 
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der Pendellinge an demselben Orte auSer Beobachtungsmingeln nicht 
auch innere Verschiedenheitsursachen zugrunde liegen. Zu einer ahn- 
lichen Betrachtung gibt die Lotrichtung Anla8, die man durch die 
Polhéhe mi8t; hier haben neuere Untersuchungen in der Tat dazu 
gefiihrt, daB zeitlich verschiedene Messungen der Polhéhe an dem- 
selben Orte nicht aus dem Titel der Beobachtungsfehler allein, son- 
dern auch infolge kleiner Schwankungen der Beziehungsrichtung, der 
Erdachse, zu abweichenden Resultaten fiihren kénnen. 

So erweisen sich denn die physikalischen Konstanten bei naherer 
Priifang nicht als absolut feststehende Zahlen; nur ist der Bereich 
der miglichen oder der experimentell ermittelten Werte zumeist ein 
so enger, da8 man, wenigstens soweit es sich um praktische Zwecke 
handelt, ohne Bedenken von eigentlichen Konstanten sprechen kann. 

Da entsteht denn die\Frage, ob man in dem Gebiete der Natur- 
wissenschaften, das den Menschen zum Gegenstande hat, und dazu 
gehort auch die Statistik, wenigstens in dem beschrankten Sinne der 
Physik die Existenz von Konstanten annehmen und erweisen kann. 

Bei der Beurteilung menschlicher Massenzustande und Massen- 
erscheinungen unter dem Gesichtspunkte dieser Frage wird man auf 
deren Verursachung besondere Riicksicht zu nehmen und zwischen 
inneren und duBeren Ursachen zu unterscheiden haben; unter den 
ersteren werden solche zu verstehen sein, die im Bau, in der Ver- 
anlagung des Menschen, in seinen physiologischen Funktionen gelegen 
und der Beeinflussung von aufen mehr oder weniger vollstandig ent- 
zogen sind; unter den letzteren die Hinfliisse klimatischer, sozialer 
Natur und die Betatigungen des Kigenwillens. Von vornherein wird 
man die Existenz von Konstanten eher in solechen Erscheinungen zu 
erwarten und zu suchen haben, die, soweit man wenigstens sehen 
kann, nur durch innere Ursachen bestimmt sind; waéhrend man bei 
Erscheinungen, auf deren Verlauf auch fuSere Umstinde HinfluB 
nehmen, auf Zahlen von allgemeiner, von Zeit und Ort unabhangiger 
Bedeutung ebensowenig rechnen wird, als man auf eine Bestindigkeit 
dieser Umstiinde oder auch nur auf die Wiederkehr gleichartiger Kom- 
plexe von Umstiinden zaihlen kann. Die Verschiedenheit nach gleichen 
Regein gebildeter Zahlen ist auf dem Gebiete der Erscheinungen der 
zweiten Art der AnstoB zur Kausalitiitsforschung, indem die Ver- 
schiedenheit der Zahlen ein Symptom fiir die Verschiedenheit in der 
Verursachung bildet. 

Aber auch bei den Erscheinungen der erstbesprochenen Art darf 
man nach den bisher gewonnenen Erfahrungen den Nachweis von 
Konstanten allgemeiner und definitiver Bedeutung kaum erwarten. 
Kin Vorgang, der nach dem Stande unseres Wissens nur von inneren, 
von physiologischen Ursachen abhingt, ist die Geschlechtsdeter- 
minierung. In der Tat wird spiter gezeigt werden, daB sich in der 
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Geschlechtsgliederung der Neugebornen eine Zahl nachweisen abt, die 
in einem gewissen, mathematisch festgestellten Sinne auf eine Kon: 
stante hinweist; aber nicht auf eine Konstante von definitiver, von 
Zeit und Ort unabhiingiger GréBe; vielmehr wechselt ihr Wert nach 
Ort und Zeit in einem wenn auch geringen Grade und Andert sich 
auch bei Sonderung der Geburten nach gewissen natiirlichen Merk- 
malen. In der Zahl der Geburten, die durchschnittlich auf eine Ehe 
aus einer groBen Masse beobachteter Ehen entfallen, wird man auf 
den ersten Blick ein statistisches Element erblicken, das sehr betracht- 
lich unter dem Hinflusse auBerer Ursachen steht (klimatische, wirt- 
schafthche Verhiltnisse, Kulturgrad u. v. a.); dagegen ware man ge- 
neigt, in der Zahl, die den Anteil der unfruchtbaren Ehen in einer 
umfangreichen Masse von Ehen ausdriickt, die empirische Bestimmung 
einer Konstanten zu vermuten, so lange man die Ursache der Un- 
fruchtbarkeit lediglich in physiologischen Verhialinissen der beiden 
Geschlechter glaubt erblicken zu sollen; die neuere Forschung hat 
aber diese Vermutung widerlegt*), hat betriichtliche Unterschiede in 
jener Zahl je nach der Ortlichkeit und nach der Zeit aufgezeigt und 
damit erwiesen, daB die Sterilitét auch auBeren Hinfliissen unter- 
worfen ist. 

Man wird also kaum fehlgehen mit der Behauptung, daB es in 
der ,,Physik der Menschheit“ auBer den absoluten Konstanten, die sich 
auf den GufBeren Bau des Menschen, d. 1. auf die Zahl der verschie- 
denen Organe (Augen, Ohren, Hande, Fiipe, Finger, Zehen) bezichen 
und von Individuum zu Individuum dieselben bleiben — jede Ab- 
weichuny davon ist ein Naturspiel, eine Monstrositat —, andere Kon- 
stanien von definitiver Bedeutung nicht gibt.*) 

Es hat den Anschein, da®8 den unwandelbaren Gesetzen, welche 
die leblose Natur beherrschen, bei der Menschheit die Anlage zur 
fortschreitenden Entwicklung gegeniibersteht. 

240. Analytische Darstellung statistischer Reihen. Eng- 
lische Statistiker, allen voran K. Pearson®) und Edgeworth, haben in 
jingster Zeit Methoden zur formelmaBigen Darstellung statistischer 
Reihen ausgebildet, in denen sie eine der mathematischen Grundlagen 
der Entwicklangslehre erblicken. Die einer solchen Formel ent- 
sprechende Linie, als Haufigkeitskurve bezeichnet, gibt dann ein Bild 
des Gesetzes, nach welchem das betreffende statistische Merkmal ver- 
teilt ist, oder nach welchem die zugrunde liegende Massenerscheinung 
verlauft. Es handelt sich also im wesentlichen um dasselbe Problem, 


1) A. N. Kiaer, Statist. Beitrige zur Beleuchtung der ehelichen Fruchtbar- 
keit. Christiania, 1903—05. 

2) Man vgl. hierzu L. v. Bortkiewicz, Die statistischen Generalisationen. 
Rivista di Scienza ,,Scientia“', vol. V (1909). 
3) Philos. Trans. London 186 (1895), I. A 
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mit dessen Liésung sich die KollektivmaBlehre beschaftigt. Der Weg 
aber, der dabei eingeschlagen wird, rubt auf dem Boden der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung und geht von folgender Erwigung aus. 


3 ee Le EA A 
Die Glieder der Binomialentwicklung “(> + =) , wo x eine Kon- 


stante bedeutet, schlieBen sich bei einigermafen grofem # eng an 
eine Exponentialkurve y = ce~”” an, die als normale Hautigkeitskurve 
erklart wird und die Hiaufigkeit im Auftreten der Spezialwerte einer 
GréBe zum Ausdruck bringt, auf die eine groSe Zahl variierender 
Ursachen einwirkt, deren jede mit gleicher Wanhrscheinlichkeit ver- 
mindernd wie vergréBernd in einem bestimmten kleinen AuSmaBe 
wirken kann. Verallgemeinert man den Gedanken in dem Sinne, daB 
man die beiden Wahrscheinlichkeiten ungleich groB® voraussetzt, so ist 
zu erwarten, daB die Binomialentwickiung x(p+q)" sich einer Kurve 
nahern werde, welche die Haufigkeit der Spezialwerte darzustellen ge- 
eignet ist in den Fallen, wo die Verursachung eine minder einfache 
ist, wo beispielsweise die Wahrscheinlichkeit vergréSernder Klementar- 
wirkungen jene der vermindernden iibertrifft; die fiir die normale Ver- 
teilungskurve charakteristische Higenschaft der Symmetrie wird sich 
hier nicht einstellen, die Kurve wird geeignet sein, asymmetrische 
Rethen zu erfagsen. 

Die Durchftihrung dieses Gedankenganges gestaltet sich wie folgt. 


J if a ‘ iq: wi 
Mar konstruiere ein Polygon durch Auftragen der (tlieder von x(5+5) 
in Abstiinden von der GréSe ¢. Dann gehiren zu den Abszissen 
x= re und 2, (7+ 1)e die Ordinaten 


Vaan eres 
Arete crete ent 


Yp 41 ae 


aus denen sich der Ausdruck konstruiert: 


Yr 4 —Y, 
fs Le 
MY, 44 + 4,) 
viel Bh 
omen sean ier 1 > 1 me—(r+rt e+ 2e Orb De T4144, 
rN Se nk eure 
ia Sn +ne (t+ Ie s(ntae! 


setzt man 2,’ = x, — + (n — 2)e und zur Abkitrzung sin + 1) = 6*, 50 
hat dieser Ansatz folgenden Inhalt: 
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Neigung des Polygons _ _—_—-2- >< Mittlere Abszisse. 
Mittlere Ordinate ~~ ren. 
at 
Stellt man den gleichen Ausdruck fiir die Kurve y= y,e ** her, 
a 


. . . ‘ x Sat x . 
wobei die Neigung durch y =—[aye ** =— Sy au ersetzen ist, 
so ist auch hier 


Neigung der Kurve 2 >< Abszisse 


Mittlere Ordinate 262 


Man kann demnachk durch entsprechende Wah! von y, und 6 die 
Normalkurve dem Polygon sc nahe bringen als man will, ohne die 
Hypothese eines unbegrenzt groBen n zu brauchen. 


Bei der asymmetrischen Bimomialentwickiung x(p-+-q)” fiihrt die 
gleiche Rechnung zu folgenden Ansitzen, wobei wieder p + g = 1: 


Jew Ee =F a2) 


= 4 a—rti See, 
La i AY eS ae 4 q 
WAV — Tt) oy 
Pees -wrigest i aly 
Yr +3 ~ y, 
c 


= Pe) 


fics. | 
xp 2(n—r+Ni—r _ 2imtp—rhti) 


= = y 


aie - e(m—rt biter  c iin+ti)-ra—d 
=(n=rF14 tre \ i 8 K T ae ( } 


dabei ist a = 1 gesetzt worden; schreibit man weiter 
4-417 U- = FY,» wee 4k, Cae ts Y= Ue 


. ¢ 
yl = sit 4) = gr td) 


so nimmt die Relation die Gestalt an: 


Lies We 
(Hk) 
een Or Og 


4z-y,,1 6 


c 
“45 1 
wwrvsa—o("7 Es) 


aes 
qin + 1) —-—-— a ey 


| 


a |e 


x, 


Firat a 
gm+H+@—9\—--> 
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7? pe ’ 1 i 
und weiter nach der Verschiebung 2, 1 = %-4 1 — (> +q(n+ 1)) G 
2 Z 


ay, tie ewe Leer iy 
4ey,,1 “qn+Dji+o-—q” few’, 4 +eg(n+ 1)} 


9 


a! 1 ee eee a’ 5 
5. es: , Sai pee oe 2 a 
eFg(n-+1)\1-+p—q)+(p—a)ex, 2 zepa(n-Tl) , : 
2 r= 
Pood 2 
nae $ . ot eed a ee 
schheBlich mit den Abkiirzungen Page eno a: 
ron! 1 
dy, 7 UNE 
SEY, 4 = O+e 4s! 
geht man von der Differenzen- zur Differentialgleichung 
bd Ree a 
ydzsi aa x 
liber, so fiihrt die Integration auf 
ly — Loe =—yx+ayl(a+ a), 
WOrRUSs 
x\ay 
4 = 4 — sco iy Y% 
y= Yo (1 4 =) e (1) 
foigt. 
Pearson bezeichnet diese Kurve als nicht geniigend allgemein, 
weil sie in der einen Richtung bei « —— a abgeschlossen ist, in der 


anderen aber ins Unendliche verlinft. Und doch gebe es viele Fille, 
wo von vornhereim klur ist, da® die Ausdehnung eine begrenzte sein 
mu, und wenn man sie auch a priori nicht kennt, so ist man doch 
von ihrer Existenz tiberzeugt und muB sie als eine aus den Beobach- 
tungen selbst za bestimmende Gréfe betrachten ebenso wie den Mittel- 
wert. AuSfer physikalischen Beispielen fiihrt er auch bevélkerungs- 
statistische als Beweis an, so die folgeaden: Ordnet man in einem 
bestimmten Gebiete die Geburten eines Jahres nach dem Alter der 
Mittter, so wird die Kurve der Geburtenhiufigkeit begrenzt sein einer- 
seits durch das Pubertiitsalter, andererseits durch das Klimakterium, 
die nicht unbegrenzt den Jahren der Kindheit und des Greisenalters 
genibert werden kénnen. Nbenso existiert bei Sterblichkeitskurven 
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eine vollkommen klare untere Altersgrenze und es sei héchst wahr- 
scheinlich, daB auch eine obere existiert, und diese kénne nur aus 
dem statistischen Material selbst abgeleitet werden. Ein Mann von der 
heutigen Organisation mag fahig sein, 120 Jahre zu leben, wir tiber- 
schreiten aber die momentan herrschende Lebensmoglichkeit, wenn 
wir das Grenzalter bis 200 hinausriicken Durch diese Erwagung er- 
scheine die Normalkurve von manchen statistischen Materien theoretisch 
ausgeschlossen, und wenn auch zugegeben werden miisse, daB fiir 
manche praktische Zwecke begrenzte Kurven ganz wohl durch unbe- 
grenzte, also insbesondere unter Umstinden durch die Normalkurve 
oder die Kurve (1), ersetzt werden kénnen, so gehe dies in vielen 
Fallen nicht an und es kinnen mitunter begrenzte Kurven AufschluB 
geben iiber die migliche Ausdehnung, also iiber die Grenzen der Er- 
scheinung, und das sei an sich von groBem Wert. 

Mir will scheinen, als ob Pearson in diesem Punkte seinen 
Formeln zu viel zutrauen und den berechneten Grenzen einer statistischen 
Erscheinung eine Bedeutung beilegen wiirde, die ihnen sachlich nicht 
zukommt. 

Der weitere Ausbau, den er seiner Theorie gibt, ist also mathe- 
matisch yon grofem Interesse, vom erkenntnistheoretischen Stand- 
punkte aus aber nicht ganz einwandfrei. Pearson stellt sich die 
Aufgabe, folgende Kurventypen herzustellen, durch die dann nach 
seiner Meinung alle statistischen Erscheinungen erfaBt werden 
konnen. 


Type I. Beiderseits begrenzt, asymmetrisch. _ 

Type Il. Beiderseits begrenzt, symmetrisch. 

Type Ii. Hinseitig begrenzt und asymmetrisch. 

Type IV. Beiderseits unbegrenzt und asymmetrisch. 

Type V. Beiderseits unbegrenzt und symmetrisch (die Normal- 
kurve). 


241. Fortsetzung. Zur Konstruktion einer Haufigkeitskurve 
der Type I benutzt Pearson wieder ein Urnenschema. Hine Urne 
enthalte mp schwarze und nq weiSe Kugeln und y davon werden suk- 
zessive gezogen. Unter der Voraussetzung, dab r Sup, kann die 
Wiederholungszahl] der schwarzen Kugeln jeden Wert von 0 bis xp 
annehmen; bei r< mp kann sie 0 bis 7 betragen; das Hiufigkeits- 
polygon wird also begrenzt und schief sein. Von ihm aus gelangt 
man durch den nimlichen ProzeB, wie er in Nr. 218 befolgt worden, 
zu einer Kurve. 

Die Wehrscheinlichkeiten der méglichen Hrfolge bei r < np 
Ziehungen sind durch die r+ 1 Glieder des folgenden Aasatzes be- 


as 274418 
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np (np — 1) (np — 2)--- (mp —* +1) 
n(n — 1) (n — 2)--- (n—r+1) 
ng r(r — 1) NY (ng — 1) 
>< {ltr np—r+1 te 1-2 (np—r+1)mp—r- 2) 
rr —1)r— 2) nq (ng — 1) (ng — 2) 
TO y28-3 Gp—r+i (mp — + +2) mp—r td) 
ng(ng — 1) (nq — 2)---(nq—r+ *)) 7 
np(np — 1) (np — 2)--- (mp —r+}) 
in der Tat driickt das erste Glied die Wahrscheinlichkeit aus, daB alle 
y Ziehungen schwarz ergeben; das zweite Ghed, das ausgefiihrt lautet: 


np(np —1)---(np—r+2)ng 
nin —1)---(n—7r +1) 2 


die Wahrscheinlichkeit, da8 + — 1-mal schwarz und einmal weiB er- 
scheint in irgend einer Anordnung usw.; das letzte Glied betrifft den 
Fall, dai nur weiBe Kugeln erscheinen. 

Das Polygon, das durch Auftragen der einzelnen Glieder in der 
angeschriebenen Ordnung und im gegenseitigen Abstande c entsteht, hat 


bei den Abzsissen a, = sec und 2,,, =(s + L1)e die Ordinaten: 
_ np(np—1)-- (np? a “iP—S-+2) ng(ng—1)- (ng—s+2) 
a(n) —r +4) “G—1) mp@p—t)--@p—rts—h) 
; np(np—1)--(ap—r-- 1) r¢—1)= ‘@—s+1) ng(ng—1)-:-(mg—s+1). 
Ys +1 = n(m—IF)--(n—r-+1) 1-2---5 np (np —1)---(np—r-+s)’ 
woraus 
Vsti eS ng—s+1 
y, s np—r+s’ 
rs ete 
Ys i ty,)e 


Pee eh Ng 8 


2 8 np-—r+s : 2 (r+ 1) (ng +1)— (n+ 2)s 


“era spingtati ~ e@+1mg+1— (2+) +n(p—qje+2e? 


$ np—r+s 


ersetzt man darin s mittels der Gleichung z 
£ 


$+ 


= (s+ 4 s)e durch 


ro} 


1, so wird weiter 
2 


v4 3 
2 (r +- neato ota Se: uy 


x ot ee POA 
eammeto—(aeendate—oj (222) 4 aE 4) 
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und dies verwandelt sich nach Ausfiihrung der Verschiebung 


1 (r ay 1) mat 1)\ ; 
oes Deny fae nwa 
ee es 44 


ee eee a 5 


Miee-f-1) 241) Home Us =o ; ietninaty) % (ae (4A) ingt) 
ne n+2 Spapiece Sas) bet eloe 5 


c n+2 
2 

Ordnet man den Nenner, unter Hinbeziehung des Faktors ne 
: 2 p.'2 

nach Potenzen von 2, , 1, 80 nimmt er die Form 6, +8,2, , Se a 


an, und die Ausdriicke der Koeftizienten gestalten sich nach einiger 
Transformation wie folgt: 


_ et Dm—rt+ ne ee 


ar Cos. ae 
en(n — 27) (p—4) 
Pe SF 8) 
1 
Bs Ee 


Durch den Ubergang zur Differentialgleichung ergibt sich also 


dy. —s— ede ; 
y f+ 6,¢+,2* 

Die Integration dieser Gleichung fiihrt zu verschiedenen Resul- 
taten, je pach dem Vorzeichen der Diskrimmante J = #,* — 4,8, 
des quadratischen Nenners. 

Ist 4<0, so erb&lt man nach der Umformung 


lg TE Se ee eae 
y OR Pat at + AP eRe tay 2 
durch se zunichst 
hes igs in ine es 2h @ 1 Bs 
ly = ly, os U(x +; fy - 5) AS arctg a4 
und mittels der Abktirzangen 
ees ue See 
hy ESE) Sige Blader 3 ay a 


schlieBlich 
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aa eC as 5 
(+4) (2) 


wenn man noch x + An durch a ersetzt und die Integrationskonstante 


bei der Transformation "passend abandert. 

Iss 4>0, so hat der Nenner reelle und von einander verschie- 
dene Wurzeln a,, a,, mit deren Hinfthrung sich die Differentialgiei- 
chung schreibt: 

ay £62 a 
yb @—a)@—a,)’ 


ihr Integral 
1 ‘ 
ly == ly, — B, (a, — ay) (a,U(@ — a,) — a1 (x —a,)} 


nimmt mit der Abkiirzung 6,(a, —- a.) = — und Abanderung der Inte- 
grationskonstanten die Form 


ym melt 2) 0-8)" 


an, die man, fitr @,, d,, v positive wie negative Werte zulassend, auch in 
e\mM £\ ‘ 
y= (1+ =) ta (3) 
umsetzen kann, wobei zu beachten bleibt, daB das Verhiltnis a dem 
2 


Betrage nach mit a tbereinstimmt. 


2 

In dieser Gleichung sind mannigfache Kurventypen enthalten je 
nach den Vorzeichen der Parameter. 

Sind diese samtlich positiv, so hat men eine beiderseits begrenzte 
asymmetrische Kurve; ihre Grenzpunkte sind z = — a,, & = a,; tiber 
diese hinaus ist sie ohne reale Bedeutung oder auch imaginir, da die 
Exponenten zumeist gebrochene Zahlen sein werden. 

Nimmt die Gleichung die Gestalt 


2x - my, z\m 

y=n(e ot) “0-3 
an, 80 besitzt die Kurve die Asymptote z <= a, und endet bei x = a,; 
sie behilt die Asymptote bei, erstreckt sich aber rechts davon ins Un- 
endliche, wenn a, unendlich wird, in welchem Falle die Gleichung 
im Hinblick auf m, == va,') ibergeht in 


1) » ist eine Konstante, die nichts gemein hat mit dem vorhin einge- 
fiibrten ». 
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entspricht eine Kurve mit den Asymptoten 7 =a,, 2 = dp. 


Bei unbegrenzt wachsendem a, resultiert aus (3) wegen m, =a, 
die Grenzform 


y= (1+ Z)"e", (4) 


die eine einerseits -— bei « = — a, — ,begrenzte, anderseits ins Un- 
endliche sich erstreckende Kurve darstellt, ibrigens tibereinstimmt 
mit (1). 

Aus der Annahme a, = a@,, die auch m, =m, zur Folge hat, er- 
gibt sich die Gleichung 


y=%(1-)" (5) 


einer symmetrischen, beiderseits begrenzten Kurve. 

Wird hier m negativ, so hat man es mit einer symmetrischen 
Linie zwischen den Asymptoten 2 = a zu tun. 

Schreibt man in (5) h®a® fiir m und lift hierauf a ins Unend- 
liche wachsen, so gelangt man zu der Normalkurve 


y=ye"™ (6) 


Von den vorstehenden Gleichungen fiihrt also (3) auf den Typus I, 
(5) auf den Typus II, (4) auf ILL, (2) auf IV; (6) entspricht dem Typus V. 
Es ist nicht ausgeschlossen, und Pearson hat einzelne Beispiele da- 
von gegeben, da auch die anderen in die Numerierung nicht einbe- 
zogenen Gleichungen zur Verwendung kommen kénnen. 

Bei den asymmetrischen Hiufigkeitskurven hat Pearson ein Maf 
der Schiefe oder der Asymmetrie eingefiihrt; ein Element dieses Mafes 
ist der Abstand d der Schwerpunkts- und der Maximalordinate, das 
andere Klement wire bei begrenzten Kurven die Ausdehnung (der 
Rang); um aber bei allen Kurven einheitlich vorzugehen, wahlt er 
hierfiir den Tragheitshalbmesser der von der Kurve begrenzten Flache 
in bezug auf die Schwerpunktsordinate und betrachtet den Quotienten 
beider GroBen als MaB der Schiefe. 

242. Portsetzung. Anwendung anf eine gegehene sia- 
tistische Reihe. Zur Darstellung einer statistischen Reihe nach 
einer der Formeln bedient sich Pearson der Methode der Momente. 

Man beginnt mit dem graphischen Auftragen der Reike nach 


30 Vierter Teil. Mathematische Statistik. 


einem fiir c einerseits und die Ordinaten anderseits gewahlten Mab- 
stahe; dabei errichtet man eniweder tiber jedem ¢ der Abszissenachse 
ein Rechteck yon der Hohe des betreffenden y, oder aber man ver- 
bindet die oberen Endpunkte der y durch ein Polygon. Der Anblick 
der so erhaltenen Figur und die innere Natur der Reihe leiten die - 
Wahl der zu versuckenden [ormel. 

Das Wesen der Momentenmethode besteht nan ince daB man 
dis Flache der Figur und ihre Momente erster, zweiter, ... Ordnung 
in bezug auf die Schwerpunktsordinate nach einem mechanischen 
Verfahren bestimmt und die so erhaltenen Werte den analogen, aus 
der 2ugrunde gelegten Formel auf analytischem Wege abgeleiteten 
Ausdriicken gleichsetzi: ist man in der Bestimmung der Momente so 
weit gegangen, ais es die Anzahl der in der Formel auftretenden 
Parameter erfordert, sc stehen damit die zur Berechnung dieser Para- 
meter notwendigen Gleichungen zur Verfiigung.’) 

Man wird die Momentenbestimmung zuerst in bezug auf die Or- 
dinatenachse vornehmen und hierauf erst zur Schwerpanktsordinate 
tibergehen; ist die Figur in der ersten der beiden erwahnien Arten, 
also aus Rechtecken zusammengesetzt worden, so gelten fiir diesen 
UWhergang dieselben Gleichungen (45) in Nr. 226 die dort den Zu- 
sammenhang zwischen den Potenzmitteln der Abweichungen vom arith- 
metischen Mittel und jener von einem beltebigen andern Ausgangs- 
wert darstelien. 

Die Integrale, die bei der analytischen Ermittlung der Momente 
auftreten, fiihren bei den Typen I, U, Il anf Garmiafenkeianen bei 
dem Typus IV auf neue transzendente Funktionen, fiir die auch be- 
reits Tabellen berechnet worden sind; beim Types V tritt das La- 
placesche Integral auf. 

Fiir den Typus HI soll hier die Rechnung mit allen Details aus- 
gefithrt werden. Die zugehdrige Gleichung (4) laft sick schreiben: 


1) Als Gegenstiick zur Methode der Momente empfichit F. P. Cantelli in 
einem Memoir ,,Sull’ adattamento delle curye ad una serie di misure o di ogser- 
vazioni‘* (Roma, 1905) ein von ihm als Afethede der Flichen bezeichnetes Ver- 
fahren zur Anpassung einer entsprechend gewahlten Kurve y = 9/2, ¢ ,¢.,--- ¢,) 
mit ~ Parametern an eine gegebene Beobachiungsreihe, dessen Grundgedanke der 
folgende ist: Man teilt das (rebiet von x in x gleiche Teile, bestimmt fiir jeden 
derselben die Flicho der theoretischen Kurve durch Bildung des Integrals fyda 


tiber dem heireffenden Intervall und die Flache des aus den aufgetragenen Be- 
obachtungswerten konstruierten Polygons tiber dem gleichen Interval!; durch 
Gleichsetzung dieser Flichen-ergeben sich die zur Bestimmung der Parameter 
fiibrenden Gleichungeon. Cantelli erklart, das Verfahren sei in vielen Fallen 
einfacher als die Methode der Momente uod namentlich als die Methode der 
kleinster. Quadrate und kénne ehenso gute Resaltate ergeben wie diese. Die 
Anwendbarkeit bangt davon ab, ob sich das fydx fiir beliebige Intervalie aus- 
werten 1aBt. , 
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a\m | 
Y= Y% (1 = *) eae 
setzt man »(a + x) =z, so wird wegen va = m 


y — ves eS gk en 2 

Bezeichnet man mit « die Flache und mit u,’ das Verhiiltuis des 
Moments n-ter Ordnung beziiglich der Geraden x = — a@ zur Fliche, 
so hat man 


au,’ = f y(e+aynde— ef mite tds = - Hee T(m + n+ 1), 
mm v 4 m 


; , Lim+n4+h 
woraus u,, = “o" Pim £1)” 


Da die Gleichung drei Parameter enthilt, nimlich », a, y, so 
hat man bis zum Moment dritter Ordnung zu gehen; fiir n = 1, 2,3 
ergibt nun die letzte Forme!: 


; i'(m + 2) m+i 
he = =, 


1 aPm+1 2 
,_ TPm-+8) (m +- 1)(m + 2) 
coat.) a a 
ieee Dim + 4) (m + 1)(m + 2)(m + 8) | 
Ms = 930 (m +3) ys 


daraus berechnen sich die auf die Schwerpunktsordinate!) bezogenen 
GréBen 1p, ty: 
m+1 __ 2(m+1), 


Uy = a ae bs = 155 


Hieraus erhalt man die Parameter der Gleichung sukzessive wie 


folgt: 


2 
pees. 
Hs 
3 4u,® 
m {j= —% Mm == —> 1 
+1="%., oy 1, 
m PAU, 
es ip Paes 
v bs 2 Us 
a mnt 


Mo aT eth) 


1) , Thr kpseand yon der Ordinatenachse ist u,’. 


39 Vierter Teil. Mathematische Statistik. 

Zum Zwecke der Bestimmung des Wertes der Schiefe braucht 
man die Abszisse der Maximalordinate und die des Schwerpunkts; 
erstere ergibt sich aus der Gleichung a =0, di. aus 


v2 (14s) err = 0 | 


and ist «== 0, so daB y, selbst die Maximalordinate darstellt; letztere 
ist, wie vorhin schon bemerkt worden, im urspriinglichen Koordinaten- 
system durch uw,’ gegeben; folglich ist 


d=p/—-a=— 


1 1 Us 
os eae wae 


und weil Yu, der Tragheitsradius*) beziiglich der Maximalordinate 
ist, so hat man als MaB der Schiefe 


ait 


2 =>: 
Vie ZU, 2 


243. Fortsetzung. Beispiel. Nach einer von W. F. Will- 
cox mitgeteilten, aus den Jahren 1882—86 stammenden Statistik der 
Ehbescheidungen in den Vereinigten Staaten*) verteilten sich diese 
nach der Dauer der Ehe wie folgt: 


tet a es ed ee Re 
Ebedauer | Scheidungen | Ehedauer | Scheidungen 
in Jahren| (1882—86) jin Jahren | (1882—86) 

i 6314 11 4384 

2 7483 12 | 4089 

3 9426 13 | 3563 

4 9671 14 3144 

5 . 9014 15 2931 

6 8274 16 2721 

qT | 7021 17 2217 

8 6093 18 1877 

9 5306 19 1577 

10 5002 - 20 1459 

21 
lund dartiber 9401 
| Summe/ 109966 


Das Diagramm dieser Reihe weist betrichtliche Asymmetrie auf; 
der Natur der Sache nach ist es links scharf begrenzt, denn die Ehe- 
dauer 0 bildet eine uniiberschreitbare Schranke; nach der rechten 
Seite lft sich eine bestimmte Grenze, namlich eine Ehedauer, tiber 
die hinaus es keine Scheidung mehr gibt, nicht wohl angeben. Alle 
diese Umstinde weisen auf eine Kurve der Type III hin. 


1) Gleichbedeutend mit der ,Streunng’ in der KollektivmaBlehre. 
2) Columbia College, vol. I, p. 25. 


I. Abschnitt. Die menschlichen Massenerscheinungen. 33 


Unter Benutzung zweier extremer Annahmen tiber die Verteilung 
der 5314 Scheidungen im ersten Jahre der Ehe und der ungeglieder- 
ten 9401 Scheidungen nach mehr als 20 Jahren bestimmte Pearson 


ly = 60,7376, Bs == 809,15; 
daraus berechnet sich nach den obigen Formeln 
vy = 0,15012T; m = 0,36891 
a = 2,4573 
d = 6,66103 
MaB der Schiefe = 0,8547; 
« bedeutet die Gesamtzah! der Falle, und hiermit wird 
: Yy = 8882,45, 
so daB die Gleichung der die Reihe darstellenden Kurve lautet: 


e7 0,150127 x 


y = 8882,45 (1 + 575 


2,4573 
He ESS Bs BN 
nb Re 
Beil 


wa) 36891 


en Ale 
band Ele 74 a 


S| 
ai 


203 4 6 6 7 8 9 10 11 12 18 14 1 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 
Ehedauer in Jahren 
Fig. 19. 


In Fig. 19 sind das Polygon und die ihm angepaBte Kurve dar- 
gestelit; die Figur bricht bei dem 25. Jahre der Ehedauer ab, die 
Kurve aber liegt erst bei etwa 45 Jahren der Achse so nahe, daB sie 
bei dem gewahliten MaBstab von ihr praktisch nicht unterschieden 
werden kann. Die vorgefiihrte Materie ist bemerkenswert als ein Bei- 
spiel betrichtlicher Asymmetrie: 


Czuber, Wahrecheinlichkecitsrechnung II. 3. Aufl. 3 
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§ 2. Stabilitét statistischer Verhaltniszahlen und Mittelwerte. 


244. Prizision einer statistischen Relativzahl. Es +i 
beobachtet worden, daB von s = m + m Hinzelfallen m den Verlauf E, 
n den Verlauf EL genommen haben. Um die betreffende Massen- 
erscheinung quantitativ zu beschreiben, bildet man aus den absoluten 
Beobachtungszahlen m, », s irgendeine Relativzahl und laBt sich dabei 
haufig von dem Gesichtspunkte leiten, dieselbe médge eine leicht faB- 
bare ‘Bedeutung haben. 

Setzt man voraus, daB der Erscheinung ein konstanter Bedingungs- 


komplex zugrunde liege, so sind die Verhaltniszahlen =, = empirische 


Bestimmungen der komplementiéren Wahrscheinlichkeiten p, 1 —p 
von FE, FE, und die gemeinsame Priazision dieser Bestimmungen ist: 


8° 
h -V5 mn (1) 
Jede andere aus m,n, s abgeleitete Verhaltniszahl » hat dann 


die Bedeutung einer empirischen Bestimmung einer gewissen Funktion 
V von p, so zwar, daB 


=f»), 0=F(2) 2) 


ist; es handelt sich nun um die Prazision dieser Bestimmung. 
Diese Aufgabe fallt unter das in Nr. 195 behandelte Problem der 
Genauigkeitsbestimmung einer Funktion direkt beobachteter GréBen; 


bezeichnet man mit uw den mittleren Fehler von =, mit uw, den 
mittleren Fehler von v, so ist 
(my? 
w= f'(=) pe; 
geht man vom mittleren Fehler zur Prazision iiber (Nr. 181), so 
ergibt sich 


und daraus folgt mit Riicksicht auf (1): 


a (3) V ame (3) 


| 
| 


womit die Aufgabe allgemein gelist ist. 
Zur Erliuterung einige praktische Falle. 


Der Quotient = , welcher ausdriickt, auf wie viele Einzelfille 
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ein einmaliges Hintreffen von £ entfallt, ist eine Bestimmung von 
1 1 ; yes lei kes + 
p> aus f(p) = . folgt f’'(p) = — ot folglich ist die Prazision dieses 


p? 
Quotienten nach (3): 
ma /oats ae 
BV any Ve @) 
Die Zahl a™ , welche ausdriickt, wieviel Ereignisse E auf a Er- 


eignisse F entfallen, ist eine empirische Bestimmung von /(p) = are 


da nun f’(p) = et so ist ihre Prazision 
ae Pees ar 
N= 2 so iw’ Ve (5) 
Beispiel. Im Jahre 1897 sind in Osterreich beobachtet worden: 


m = 415721 miannliche, 
m = 393503 weibliche, 


"s = 809224 eheliche Lebendgeburten tiberhaupt. 
Daraus berechnet sich: 
1) = —0,51373 als eine Bestimmung der Wahrscheinlichkeit 
einer Knabengeburt; 
2) = = 1,94654 als Anzahl der Geburten, auf welche eine 
Knabengeburt fallt; 
3) 700m _. 1056,46 als Anzabl der Knaben, die auf 1000 Madchen 


entfalien. 


Die Prazisionen h,,h,,h. dieser drei empirischen Bestimmungen sind: 
17 9, Ms Pp g 
3 


ms 
,—-\V 2 — 3359 


hy— 0,001)/ .™— — 0,30098. 


Bs kommt also der ersten Bestimmung die gréBte Prazision zu. 
245, Typische WahrscheinlichkeitsgréBen normaler Dis- 
persion. Die im vorangehenden durchgefiihrie wahrscheinlichkeits- 
theoretische Behandlang statistischer- Relativzahlen setzt voraus, dab 
der untersuchten Massenerscheinung ein derartiger Komplex von Be- 
dingungen zugrunde liege, deB jene Relativzahlen als empirische Werte 
einer festen Wahrscheinlichkeit oder einer Funktion dieser Wahr- 
“e 
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scheinlichkeit angesehen werden kénnen. Die iilteren theoretischen 
Statistiker haben das Zutreffen dieser Voraussetzung als etwas Selbst- 
verstandliches angenommen; in neuerer Zeit aber hat sich die Not- 
wendigkeit*) einer Priifung herausgestellt und ihre Durchfihrung hat 
sich geradezu zu einem Hauptproblem der theoretischen Statistik aus- 
gehildet. 

Wie ein Urteil dartiber zu erlangen ist, ob und wieweit die hervor- 
gehobene Voraussetzung erfillt sei, hat W. Lexis*) durch ein metho- 
disches Verfahren gezeigt; mit seiner Vorfiihrung wird zugleich die 
Antwort auf eine in Nr. 222 formulierte Frage gegeben sein. Die 
Grundlage dieses Verfahrens bilden Rethen von Relativzahlen, die sich 
auf die betreffeade Massenerscheinung beziehen und deren Glieder aus 
zeitlich oder raumlich getrenuten Beobachtungsgebieten stammen. Das 
Studium der Schwankungen in einer solchen Reihe, der Verteilung 
oder «Dispersion ihrer Glieder um einen Mittelwert ist es, was zur 
Schiptung eines begriindeten Urteils in der angegebenen Richtung ftihrt. 

Wir beginnen mit der Darlegung des einfachsten Falles, der zu- 
gleich die Norm fiir alle weiteren Untersuchungen bildet. 

Uber eine Massenerscheinung F seien z Beobachtungsreihen gletchen 
Umfanges, je s Hinzelfalle umfassend, ausgefiihrt worden; die beob- 
achteten Wiederholungszahien von E seien m,, m,,---m,. Liegt EF 


z 


eine feste Wabrscheinlichkeit p zugrunde, so sind die Quotienten 


m, =m. m, 

Tau 25 pied a (1) 
als gleich genaue empirische Bestimmungen oder gleich genaue, von 
systematischen Hehlern freie direkte Beobachtungen der Unbekannten 


p aufzufassen, und ihre Anordnung um das arithmetische Mittel als 


den wahrscheinlichsten Wert, der sich aus ihnen fiir p ableiten laB8t: 
m, Ms me, 
et Yon yee 
$s s & m, +m, -+----+-m, Re 
ss Vaart ae a gern ne | ego ee (2) 


wird dann jene Erscheinungen darbieten, welche wir bei den Ergeb- 
nissen von Versuchsreihen mit zufalligen Ereignissen konstanter Wahr- 
scheinlichkeit wie auch bei den Ergebnissen direkter Beobachtungen 
der bezeichneten Qualitét kennen gelernt haben (s. Nr 88, 186---187). 

1) Bienaymé und Cournot waren dic ersten, die an der bis dahin fest- 
gehaltenen Voraussetzang Zweifel iuBerten. L. vy. Bortkiewicz in Conreds 
Jahrb. (3). 27, (1904), p. 246. 

2) Dax Geschlechtsyerhiiltnis der Geborenen und die Wabrscheinlichkeits- 
recbnung. Jahrb. fiir Nat.-Ok. u. Statist. 27 (1876), p. 209—-245. —- Zur Theorie 
der Massenerscheinungen in der menschlichen Gesellschaft. Freiburg i. Br. 
1877. — Uber die Theorie der Stabilitét statistischer Reihen. Jahrb. fiir Nat.- 


Ok. u. Statist. 32 (1879), p. 60-98. — Abhandlungen zur Theorie der Bevélkerungs- 
und Moraletatistik. Jena 1903, insbosondere die Kap. V bis IX. 
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Die niittlere Abweichung der Zahlen (1) von dem wahren Werte 
p, beziehungsweise ihre Prizision, ist nach Nr. 97, 101: 


‘pl —p) 8 
Hy Vee soo ayes a oF (3) 


und die einzelnen Abweickungen 


befolgen das Gesetz 


b4 


dem Gesetze 


worin (s. Nr. 187) 
nV aah Viz aes (4) 


Weder h, noch h, 1é3+ mangels der Kenntnis von P eine strenge 
Auswertung zv. MaBgebend wire der Wert h,, weil ja nicht die «, 
sondern nur die 2 zugdnglich sind; indessen besteht zwischen h, und 
h, bei einigerma8en erheblichem ¢ nur ein: geringer Unterschied’). 
Man erhalt eine zureichend genaue Bestimmung von h,, wenn man.p 


ist. 


durch p, ersetzt und von dem Faktor ye absieht: sie heiBe h’, 
so daB 


, $ 
: a 2 Po fe! en Po) y 5) 


pf H/2e= Poh i = Po) (6) 


eine zureichende Bestimmung von p, fe 

Diese Berechnung von h’, w’ ist unabhingig von den Kinzelwerten 
der Reihe (1). 

Es gibt aber noch eine zweite Berechnung dieser GréBen, die 
sich auf die Abweichungen 1 der Werte (1) von ihrem Mittelwerte p, 
stiitzt; nach dieser ergeben sich fir p,, i, die Werte: 


ebenso wird 


1) Es ist bei z= 10 50 100 1000 


V 2-108 1,011 1,005 —-1,0008. 
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{a4] Figen e—1- i; 
p” -)V see, daraus hh” = 9[t2) (7) 


Statt der mittleren Abweichung kénnte die durchschnittliche 


verwendet werden, und es ergaben sich fiir diese, entsprechend yw’ und 
uw, die beiden Bestimmungen (s. Nr. 97, 187): 


/ 2p, (1 — po) eee ELON e 
p=: mS Z au Vz —1) @—1) (8) 

Man unterscheidet die beiden Methoden, von welchen die eine zu 
den Werten h’, u’, #, die andere zu den Werten h”, wu”, #” gefiihrt 
hat, als die kombinatorische oder indirekte, beziehungsweise als die 
physikalische oder direkte'). Die erste ruht auf dem Boden des Ber- 
noullischen Theorems und hangt dadurch mit den Voraussetzungen 
zusammen, die tiber die Natur der Erscheinung E, tiber die Art ihrer 
Verursachung, gemacht worden sind; die zweite stiitzt sich auf die 
Fehlertheorie. 

Treffen die eben erwihnten Voraussetzungen zu, so wird, bis auf 
die durch die Natur der Sache begriindete Unvollkommenheit, nicht 
nur Ubereinstimmung herrschen zwischen den Werten 


h, w ; X 


einerseits und 

h”, i. Xe” 
andererseits, sondern es werden sich die 4 der Hauptsache nach auch 
dem Gesetze 


gemaB verteilen, d. h. die Anzahl der i die zwischen die Grenzen 


wets et 
i” und + i? 


fallen, wird voraussichtlich nahe kommen der Zah} 


2@(y) = Bt fe-rat (9) 


Dieser Fall, welcher dem Verhalten von Reihenergebnissen iiber 
aufallige Ereignisce entspricht, ware der Typus einer menschlichen 
Massenerscheinung, der ein konstant bleibender Bedingungskomplex 
zugrunde liegt, bei welcher der Verlauf der cinzelnen Fille den Cha- 
rakter des Zufalligen an sich tragt und die Fale als untereinander 
unabhingig anzusehen sind. Lexis*) bezeichnet ¢ine solche Massen- 


1) W. Lexis, Zur Theorie ete., p. 27; L. v. Bortkiewicz, Das Gesetz der 
kleinen Zahlen (1898), p. 5. — In ‘den Abhandlungen zur Theorie des Bevél- 
kerungswechsels etc.‘ Jena 1908, p. 181, nennt Lexis die erste Methode die 
»statistische. 2) lie. 
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erscheinung als eine unverbundene, die ihr zugrunde liegende GréBe p 
als eine typische WahrscheinlichkeitsgréBe mit normaler Dispersion. 
Von einer solchen GréBe ist anzunehmen, da8 sie in der physiolo- 
gischen Konstitution der beobachteten Masse gelegen sei, und in diesem 
Sinne sagt man, sie bilde eine diese Masse charakterisierende Kon- 
stante, eine ,massenphysiologische Konstante“. 

Das summarische Merkmal, daB man in der Reihe (1) empirische 
Werte einer typischen Wahrscheinlichkeit mit normaler Dispersion 
und in pp» ihre beste, aus dem vorliegenden Beobachtungsmaterial ab- 
leitbare Bestimmung vor sich habe, besteht darin, daB nahezu 


h=h" oder w=u", = 8" 
ist, oder daB der Quotient 


h’ uw” Gye 
Q=y oder Q=i, C=% (10) 


sich von der Einheit nur wenig unterscheidet. Diesen Quotienten, 
von v. Bortkiewicz’) als Fehlerrelation bezeichnet, hat E. Dormoy?*) 
in der dritten Form vor Lexis, also unabhingig von diesem in die 
mathematische Statistik eingefitihrt und ihm den Namen ,,Divergenz- 
koeffizient“ gegeben. 

Betreffs der praktischen Durchfiihrung der Untersuchung miégen 
gleich einige Bemerkungen angeschlossen werden. 

Sind die Beobachtungsreihen nicht von gleichem Umfange, wohl 
aber, wie dies hiaufig vorkommt, durch Zahlen s,, s,,---s, von 
gleicher Ordnung dargestellt, so wird es geniigen, in den Formeln, 

[s} 
1! 


wo s vorkommt, dieses durch das arithmetische Mitte 7 zu ersetzen 


und die Rechnung weiter. so zu fiihren wie vorhin; auch zwischen 
den beiden Mittelwerten 


3; 2 532 s a und m, + Mm, + ----+ m, 
4 Ce a in a a 


wird kein erheblicher Unterschied bestehen. 
Gehen aber die Zahlen s,, s,,---s, betrichtlich auseinander, 


dann wird man die Quotienten 


<< me nes - (1*) 
als Beobachtungen von den Gewichten s,, s,,---S, behandeln und 
erhilt (s. Nr. 188): 

m,+m,+---+m, : 
HOS cei sprercaeter th (2*) 


1) Das Gesetz der kleinen Zahlen, p. 31. 
2) Journal des actuaires francaises, 1874. Théorie mathémat. des assurances 


sur la vie (1878), I, p. 39. 
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als deren arithmetisches Mittel und 
a fe [saa] : (7 *) 


als mittleren Fehler einer Beobachtung vom Gewichte 1, d. i. emer 
fiktiven Beobachtung, die aus einer Reihe mit der Beobachtungszahl 
s=1 stammt; dem entsprechend wird 


w= Vpo(l — po) (6*) 
und der Divergenzkoeffizient 


es 
a (2 —1)p(1 — Po) 


Hat man statt der Quotienten =, die unmittelbar die Bedeutung 
einer Wahrscheinlichkeit haben, andere Relativzahlen 
. (opp A Uepeetrs 8; (iss) 


gerechnet, die sich als Spezialwerte einer gewissen Funktion f(p) von 
p darstellen, so sind (1**) direkte Beobachtungen dieser Funktion, 
und die Berechnung von yw”, hk” modifiziert sich nur dahin, da nun 


p44 4 


wird; dagegen tritt an die Stelle von hk’ im Sinne der Ausfiihrungen 
in Nr. 201 der Ausdruck: 


ee, 1 8 - * 
= ag aa aao e") 
Bei ungleichen Grundzahlen s,,s,,---s, erfahren diese Formeln die 
bereits erklarte Abinderung. 

Die beiden Beispiele in Nr. 191 bieten das reine Bild eines Be- 
obachtungsmaterials, wie es am Beginne dieser Untersuchung voraus- 
gesetzt wurde, und typischer Wahrscheinlichkeiten mit normaler Dis- 
persion. In dem Beispiele a) ist 


h’=14,14, hr’ = 1632, also Q=0,86, 
in dem Beispiele b) 
h’= 18,97, h”=2146 und Q= 0,87; 
die normale Dispersion der Kinzelwerte ist dort nachgewiesen. 

Wenn tiber eine und dieselbe Massenerscheinung mehrere Reihen 
von der Form (1) vorliegen und wenn man annehmen kann, daB allen 
ein und dieselbe Wahischeinlichkeit p zugrunde liegt, so kann die 
Frage entstehen, welches Verhalten bei den fiir die einzelnen Reihen 
berechneten Divergenzkoeffizienten theoretisch zu erwarten sei, ins- 
besondere, welche Genauigkeit, etwa gemessen an ihrem mittleren 
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Fehier, ihnen zukommt. Mit der hierauf beziiglichen Untersuchung 
hat sich v. Bortkiewicz beschiftigt;') ihr Resultat geht dahin, daB 
bei Zutreffen aller Voraussetzungen zwischen 


i — Q)*] 1 
V n und V2z 
angeniherte Ubereinstimmung stattfinden sollte, wobei die Summe im 
Zahler des ersten Ausdrucks sich tiber sdmtliche Q, der betrachteten 
n Reihen erstreckt. ; 

246. Typische Wahrscheinlichkeitsgré8en mit iibernor- 
maler Dispersion. Stellt man sich vor, daB der Bedingungskomplex 
der Massenerscheinung E ein mit der Zeit oder dem Orte verinder- 
licher sei, daB ferner die Quotienten 

Nas ee (1) 
sich auf eine Reihe von z Jahren oder auf z getrennte Beobachtungs- 
gebiete beziehen, so kann die Sache so aufgefaBt werden, als lagen 
gleich genaue direkte Beobachtungen einer GréBe vor, die selbst von 
Beobachtung zu Beobachtung sich dndert. Dann kommen in den 
Abweichungen 

n 


ihe 
Mamie or De (G12) 
der Glieder der Reihe (1) von ihrem Mittelwert 
py Bcbietochm ® 


nicht bloB die zufdlligen Abweichungen, sondern auch die wesentlichen 
Schwankungen der Grundgréfe p zum Ausdruck; das hat eine Ver- 
gréBerung des aus den 4 berechneten mittleren Fehlers uw”, somit 
eine Verminderung der nach der physikalischen Methode bestimmten 
Prazision h” zur Folge; man hat deher eine Ungleichung des Sinnes 


h'> h” (3) 
und einen Divergenzkoeffizienten 
Q>1 ; (4) 


zu erwarten. Je ausgesprochener dieses Verhalten auftritt, um so 
sicherer ist der SchluB, daB® die wirkliche Sachlags den gemachten 
Voraussetzungen entspreche. 

Dies hindert jedoch nicht, daB die 4 wieder ein Gesetz von der 
Form des friiheren Falles befolgen, nimnlich des Gesety 


1) Mitt.d. Verbandes d.ést.u. ung. Versich -Techniker. V Heft, 1901,p. 1-3.—Neuere 
Literatur: Bortkie wicz, Iterationen1917; T'schuprow, Skandin.Aktuartidskr. 1919. 
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h’ vay 
es brauchen namlich nur die Schwankungen der Grundgréfe selbst 
den Charakter des Zufilligen zu besitzen; denn, hat die Grundgriébe 
wahrend der i-ten Beobachtungsserie den Wert p,, und ist 


— Pi + Py = Fs 
so hat man 
Ao Se Po= eo + 2 


und sind eo a beide zufalliger Natur, so befolgt auch ihre Summe 


1, das Exponentialgesetz (Nr. 177). Nur wird die Dispersion der 4, 
jetzt eine weitere sein als in dem Falle, wo in p, der empirische 
Wert einer konstanten Wahrscheinlichkeit za erblicken ist, sie wird 
tibernormal sein (vgl. Nr. 113). 

Hine menschliche Massenerscheinung, welche diese Merkmale auf- 
weist, gehért gleichfalls zu den wnverbundenen; sie zeigt aber in den 
Ergebnissen einer Serie von Beobachtungsreihen eine geringere Stabi- 
litat, als eine Erscheinung der in der vorigen Nummer beschriebenen 
Art. Die ihr entsprechende, nunmehr zufillig verinderliche GréBe p, 
von welcher p, einen fiir das raumliche Gebiet oder fiir die Periode, 
iiber welche sich die Beobachtungen erstrecken, geltenden Durchschnitts- 
wert vorstellt, wird von Lexis eine typische WahrscheinlichkeitsgréBe 
mit rbernormaler Dispersion und unternormaler Stadilitat genannt. 

247. Fortsetzung. Nahere Untersuchung des Falles 
einer variablen Grundwahrscheinlichkeit. Wiewohl die An- 
nahme einer stetigen Veranderlichkeit der Natur der Sache im allgemeinen 
besser entsprechen wiirde, mége doch angenommen werden, daB die 
Veriinderung serienweise, also yon Beobachtungsreihe zu Beobachtungs- 
reihe erfolgt, so daf wihrend einer solchen eine konstante Wahrschein- 
lichkeit herrscht*). 


1) Diese Vorstellung ribrt von W. Lexis her: Uber die Theorie der Stabil. 
etc., p. 66. — Vgl. fiir das Folgende L. v. Bortkiewicz, Das Gesetz der kleinen 
Zahlen, p. 29ff. — Hin recht instruktives Beispiel, an dem das Entstehen tiber- 
normaler Dispersion leicht durchblickt werden kann, ist das folgende. Es werden 
z Ziehungsserien zu je s Kugeln gemacht; die Ziehungen erfolgen aus zwei Urnen, 
deren cine nur weife, die andere nur schwarze Kugeln enthalt, und durch Auf- 
werfen einer Miinze wird jedesmal dariiber entschieden, aus welcher Urne ge- 
zogen werden soll, und aus dieser werden dann alle Ziehungen der betreffenden 
Serie vollzogen. Die relative Hianfigkcit einer Farbe wird auch jetzt nahe 4 sein; 
aber die Kinzelergebnisse der Serien sind nur 1 und 0, kleine Abweichungen 
vom allgemeinen Durchschnitt kommen nicht nur nicht am hiufigsten, sondern 
iiberhaupt nicht vor, die Dispersion wird daher eine fibernormale sein. Vg. 
A. Techuprow, Schmollers Jahrb. der Gesetzgebung ete. 29, (1905), p. 49. 
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Die Ergebnisse der Beobachtung von FE in z verschiedenen Jahren 
{oder aus ¢ getrennten Gebieten), ausgedriickt durch die Verhiltnisse: 


m =, aif we, (1) 

seien also empirische Bestimmungen von 
Ferner sei ef ee ot 
mpm te» 5 

das arithmetische Mittel der Zahlen (1), 
ee, (4) 


das unbekannte Mittel der Zahlen (2), also die auf s&émtliche Be- 
obachtungen beziigliche durchschnittliche Grundwahrscheinlichkeit, fiir 
welche p, eine empirische Bestimmung darstellt. 

Einem konstant bleibenden p entsprache eine mittlere Abweichung 
der Resultate (1) vom Betrage 


, p (i—p) 
eV, © 
dagegen wird, wenn man 
pa dents 
setzt, die wirklich stattfindende mittlere Abweichung 
iia us (6) 


sein. 
Um diese zu bestimmen, bilde man 


ef = (™) — 2p +p? 


und summiere fiir alle 7; dadurch ergibt sich: 


(ee) =[(@) ] — 20 [54] + 22". 


(— = +p) =e (=" — 2p; ms + p?, 


§ 


(OV T= [CE +2)']+ 2 2] - Ds 


setzt man diesen Wert in die vorige Gleichung ein, so wird 


{ee] = [(—24+- ») | +2 [2,2] — fot] — 20 [2] + 22”. 


Ferner folgt aus 


daB 
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In dieser Gleichung mége jedes Glied durch seinen Mittelwert ersetzt 
werden; dabei ist zu beachten, daB der Mittelwert 


von- 4" gleich ist yp”, 
ms : sae at 2) 
ae ra 2 B; ” ” 8 
® 
” = ” ” P3; 


hiernach ergibt sich zur Bestimmung von pw” der Ansatz: 
a” 4 i t. a 
ap"? = (POP) + 2p!) — [p) — 2p Le) + a0" 
oder mit Riticksicht auf (4): 


eu’? cm [PP] “+ [ 9,7] — xp? (7) 


s 
Nun folgt aus der Identitat: 
Pq; = Pa + (p— 9) (p— wm) — ‘pe, — By, 
in welcher g; = 1 — p,,q = i — p ist, durch Summierung tiber alle 7: 
[ya] = «pa + (p — g) (ep — [w)) — [Ce — PI, 
und wieder mit Riicksicht auf (4): 
Lv.9.] = spa — (a, — v)"): 
ferner aus der Jdentitiit 
(9, —p)* = p? — 2pp, + p* 
‘durch den gleichen Vorgang: 
NG ioe ae bet 08 
Hiermit verwandelt sich die Gleichung (7) in: 
"sy Zz Mises 3 
op"? — 72 NEP (oP), 
woraus schlieBlich gefunden wird: 
o 1/Pd . 8-1 ri P)} 
Lg = 2 sir Waa or (8) 


Diese Forme} JaBt die Zusammensetzung von “” aus zwei Kom- 
ponenten deutlich erkennen: die eine Komponente 


iibereinstimmend mit dem unter (5) gerechneten wu’, ist die mittlere, 
vom 4ufall allein abhingige Schwankung, die uneesentliche Schwankungs- 
komponente (der Normalfehler); die andere, 
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M121 a} 
w/OD" © 


stammt von den Schwankungen der Grundwahrscheinlichkeit her und 
soll als physische Schwankungskomponente') (absoluter Fehlerexzedent) 
bezeichnet werden. Die Zusammensetzung beider zu yw” geschieht nach 
dem Gesetze der Zusammensetzung der mittleren Fehler, die aus un- 
abhangigen Fehlerursachen entspringen. 

Die Komponente M ist die fiir das Wesen einer Massenerschei- 
nung von der hier beschriebenen Art charakteristische. Aus der 
Struktur ihrer Formel ist zu erkennen, daB sie um so geringer aus- 
fallt, je geringer die Schwankungen p,— yp der Grundwahrscheinlich- 
keit sind, je stabiler also die betreffende Massenerscheinung ist, dab 
sie ferner von dem Umfange der Beobachtungsreihen nur in sehr ge- 


ringem Grade abhingt, weil s=- bei erheblichem s nur wenig von 
der Kinheit verschieden ist. 

Die Komponente uw’ hingegen nimmt im Verhaltnis der Qudrat- 
wurzel aus s ab. Dies hat zur Folge, daB bei sehr umfangreichen 
Beobachtungsreihen wu’ gegen M zuriicktritt und das aus den Ab- 
weichungen 4, = — mt p, gerechnete uw” vornehmlich die Komponente M 
zum Ausdruck bringt. Bei verhiltnismafig kleinem s kann die Kom- 
ponente M durch jene pw’ verdeckt werden. 


Es bleibt noch das Verhalten des Divergenzkoeffizienten im Sinne 
dieser Theorie zu untersuchen. Der Ausdruck 


ya Me Vid Go 
Q-f = VY1+(-1) = (10) 
desselben zeigt vor allem die schon hervorgehobene Tatsache, daB 
Qg>1 


ist und da8 unter sonst gleichbleibenden Umstinden Q mit s wichst. 
Durch Verkleierung des Umfanges der Beobachtungsreihen kann also 
der Divergenzkoeffizient der Einheit niher geriickt, die tibernormale 
Dispersion der normalen genahert werden. Gerade dieses Verhalten 
von @ hat zur Aufklarung mancher Erscheinungen geftihrt, die sich 
bei der Untersuchung statistischer Zahlenreihen auf ihre Dispersion 
eiugestelit haben’). 

1) W. Lexis, Uber die Theorie der Stabil. etc, p. 66. — Beziiglich der 
eingeklammerten Bezeichnungen vgl. L. v. Bortkiewicz, Das Gesetz etc., p. 30. 

2) Vgl. hierzu die von L. v. Bortkiewicz unter der Bezeichnung ,,Gesetz 
der kleinen Zahlen't verdtfeutlichten Untersuchungen, deren Hauptergebnis darin 
liegt, da8 Massenerscheinungen mit kleinen Ereigniszahlen, Erscheinungen also, 
die relativ sehr selten anftreten, sich dem Schema der normalen Dispersion 
besser anpassen, als Massenerscbeinungen mit groSen Ereigniszablen. v. Bort- 
kiewicz stiitzt dieses Verhalten auf die oben erwahnte Eigenschaft von Q. 
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Mit Hilfe von Q und w’ driickt sich die physische Komponente 
des mittleren Fehlers wie folgt aus: 

M=wVQ—1. (11) 
Nach dieser allein ist der wesentliche Anteil der Dispersion oder die 
physische Dispersion zu beurteilen. Je groBer M, desto gréBer der 
HinfluB des Wechsels der maBgebenden Umstinde auf die Schwankung 
der Resultate. 

Fir Q=/Y2=1,414--- wird das MaB der physischen Schwan- 
kungen dem der zufilligen gerade gleich. Von da ab wachst mit Q 
der Einflu8 der physischen Schwankungen itiber jenen der zufalligen 
hinaus. 

248. Unternormale Dispersion. Stabilitat statistischer 
Beihen. Symptomatische Reihen. Da eine Massenerscheinung, 
der eine konstante Wahrscheinlichkeit zugrunde liegt, zu Verhaltniszahl- 
reihen mit normaler Dispersion, eine Massenerscheinung mit variabler 
Wahrscheinlichkeit zu solchen Reihen mit ibernormaler Dispersion 
fiihrt; da ferner ein anderes Verhalten der Wahrscheinlichkeit auBer 
diesen nicht denkbar ist, so kann es Massenerscheinungen, denen der 
Charakter des Zufalligen zukommt, mit anderer als normaler oder 
itibernormaler Dispersion nicht geben. 

Der Fall, daB eine Reihe von Relativzahlen unternormale Dispersion 
zeigte, was sich durch eine Ungleichung zwischen der auf kombinato- 
rischem Wege abgeleiteten Prizision h’ und der physikalisch be- 
stimmten Prizision h” des Sinnes 


Wh" 
und somii durch einen Divergenzkoeffizienten 


Q<1 

éuBern miiBte, betrife also nicht mehr eine wnverbundene Massenerschei- 
nuny, bei der die Abweichungen von einem mittleren Verlauf lediglich 
durch zufillige Hinfltisse bewirkt werden. Vielmebr miifte ange- 
nommen werden, da® durch einen absichtlichen Eingriff, eine Norm, 
ein Gesetz, die Tendenz nach einem bestimmten Verlauf erzeugt werde; 
dadurch geht die Unabhangigkeit der Hinzelfalle verloren, und die 
GréBe, welche als Mittelwert aus der Reihe der Relativzahlen ge- 
wonnen wird, kann nicht mehr als empirische Bestimmung einer 
Wahrscheinlichkeit oder der Funktion einer Wahrscheinlichkeit gelten; 
sie ist nichts mehr als eine quantitative Beschreibung des auBeren 
Verlaufes der Krscheinung wihrend der Beobachtungsperiode?). 


1) A. Tschuprow, l.c., veranschaulicht das Zustandekommen unternormaler 
Dispersion an analogen Ziehungen wie bei der tibernormalen, s. FuBnote zu 
Nr. 247, mit dem Unterschiede, daB jetzt vor jeder Seme nur fiir den ersten Zug 
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Aus diesen Erwiigungen geht hervor, daB das hdchste MaB von 
Stabilitat, das einer Reihe von Relativzahlen, die aus einer unverbundenen, 
oder wie man sagen kénnte, natiirlichen Massenerscheinung stammen, 
eigen sein kann, der xormalen Dispersion entspricht. Eine tiber dieses 
MaB hinausgehende Stabilitét kinnen nur Reihen aufweisen, die sich 
auf unter einem normativen auBeren Zwange stehende Massenerschei- 
nungen beziehen. 

Es liegt in der Natur der Sache, da8 der Fall normaler Dispersion, 
der gewissermaBen den Gipfelpunkt bildet, sich nie in voller Strenge 
wird erweisen lassen; ja es spricht vieles dafiir, daB menschliche 
Massenerscheinungen ihn niemals vollkommen darbieten, ihm vielmehr 
als einem idealen Falle nur nahe kommen; mit andern Worten: daB 
die véllige Konstanz der eine menschliche Massenerscheinung be- 
dingenden Umstiinde auf die Dauer niemals vorhanden ist. 

Die Relation h’ =h” oder Q=1 wird also im allgemeinen nur 
augenahert zu erwarten sein; selbst dort, wo die Bedingungen normaler 
Dispersion erfiillt sind (Ziehungen aus einer Urne mit konstantem 
Mengenverhaltnis weiBer und schwarzer Kugeln bei bestindiger 
Mischung der letzteren), wird eine Abweichung nach der einen oder 
andern Seite die Regel bilden. Nur die Erfassung des Gesamtbildes, 
das eine Reibe von Beobachtungsserien tiber eine Massenerscheinung 
darbietet, erméglicht einen SchluB auf deren Natur. 

Reihen, welchen der typische Charakter, sei es mit normaler oder 
iibernormaler Dispersion, abgeht, werden symiptomatische Reihen ge- 
nannt*). Sie bilden die quantitative Beschreibung eines mit der Zeit 
veranderlichen Zustandes einer Menschenmasse, und miissen nach der 
Zeitfolge geordnet bleiben, um die Art der Anderung erkennen zu 
lassen. Verrat sich diese als eine in gleichem Sinne anhaliende, so 
mag die Reihe als eine evolutorische bezeichnet werden; wechselt sie, 
jedoch in unregelmaBiger Weise, ihren Sinn, so soll die Reihe eine 
undulatorische heiBen, und verrat sich in dem ‘Wechsel der Anderungs- 
tendenz eine regelmaBige Zeitfolge, so hat man es mit einer periodischen 
Reihe zu tun. Das Studium solcher Reihen ist der sicherste Anhalts- 
punkt fir das Studium der Massenerscheinungen selbst. 


die Urne durch Aufwerfen der Mtinze bestimmt wird; von da ab alternieren die 
Urnen regelmiBig. Die relative Hiufigkeit ciner Farbe wird wieder nahe } sein, 
es kommen aber nur kleine Abweichungen vor, weil die Einzelwerte entweder 


Sictonley 
a (bei 


A —1 
genau } sind (bei geradem s), oder nahe daran, namlich : oder 


ungeradem s). In diesem wie in dem andern Beispiel besteht eine Abhangigkeit 
der Kinzelfalie, bei der ersten Anordnung der Ziehungen auf serienweise Gleich- 
artigkeit, bei der zweiten Anordnung auf Kompensation hinwirkend. Tschuprow 
sucht auch die tibernormale Dispersion statistischer Reihen aus der Abhingigkeit 
der Einzelfalle, also aus einer Verbundenheit 2u erklaren. 

1)W. Lexis, ZurTheorie etc.,p.33. -S.auch H.Timerding,Analysed.Zufalls, 1915. 
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249. Untersuchungsergebnisse. Scit der Begriindung der 
Dispersionstheorie sind durch ihren Urheber, W. Lexis selbst, sowie 
seitens anderer verschiedene menschliche Massenerscheinungen nach 
dieser Methode untersucht worden; insbesondere sind das Geschlechts- 
verhiltnis der Geborenen, das Geschiechtsverhiltnis der Gestorbenen 
und der Uberlebenden, vornehmlich in den ersten Lebensjahren, die 
Sterblichkeit, aber auch einige Erscheinungen der Moralstatistik Gegen- 
stand des Studiums gewesen. Untersuchungen dieser Art haben nicht 
allein ein bervorragendes wissenschaftliches Interesse, sondern auch 
eine praktische Bedeutung, indem sie der Lésung der Vorfrage dienen, 
‘ob auf gewisse gesellschaftliche Wareane die Satze der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung sich anwenden lassen. Denn dies ist nur dann ge- 
rechtiertigt, wenn eine typische WahrscheinlichkeitsgréBe mit normaler 
Dispersion oder, wenn es\sich nicht um weit ausgedehnte Zeitréume 
handelt, eine solehe mit maifiger tibernormaler Dispersion vorliegt. 

if folgenden sollen einige Beispiele und Resultate der Unter- 
suchung mitgeteilé werden. 

a) Uber. das Geschlechisverhalinis der Geborenen hat Lexis*) an 
preuSischen, englischen und franzésischen Becbachtungen umfangreiche 
Berechnungen angestellt, die zu dem Ergebnis fiihrten, daB man es 
bei dieser Erscheinung mit einer typischen WahrscheinlichkeitsgréBe 
von normaler Dispersion in sehr deutlich ausgesprochener Weise zu 
tun habe, daB also eime jenes Verhiltnis charakterisierende Zahl eine 
massenphysiologische Konstante darstelle, die mit der Zeit, wenn tiber- 
haupt, so doch nur eine sehr geringe Veranderung erleidet. Daraus 
folgt, daB die Geschlechtsbestimmung in der physiologischen Konsti- 
tution einer Menschenmasse tief begriindet und von auBeren Um- 
stinden fast unabhangig ist. 

Nachstehend ist das Resultat der ersten Le xisschen Beobachtungs- 
reihe zusammengestellt. Es handelt sich dabei um die monatlichen 
Geburten in 34 Bezirken Preubeus aus den Jahren 1868 und 1869, 
also um 34 Reihen von je 24 Becbachtungen. Als Relativzahl, auf 
welche sich die Untersuchung bezieht, ist 


_1000m 1000 p 


n i RP 
verwendet, also die Zahl der Knabengeburten, die auf 1000 Madchen- 
geburten entfallen (s. Nr. 244.) Die kombinatorische Prazision wurde 
nach der Formel 
h’ ERS (i a 1 eae 
1000 V2r, (1 — py) 
pubs Se wobei s die durchschnittliche monatliche Geburtenzahl des 


Vs 


1) Das ‘achlechtavernalinte der Geborenen und die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, p. 216--245; Zur Theorie der Massenerscheinungen, p. 64—73. 
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betreffenden Bezirkes, p, dagegen die aus siimtlichen Geburten der 
zwei Jahre abgeleitete Verhiltniszahl der minnlichen Geburten zu 
allen Geburtsfallen bedeutet, die sich mit 0,515 ergab, so daB bei h’ 
nur der Faktor Ys von Bezirk zu Bezirk wechselt, waibrend der 
andere (= 0,0003328) konstant bleibt. Die physikalische Priizision ist 
fiir jeden Bezirk nach der Formel 

- 28 
WV sii 
berechnet. Dadurch sind siamtliche Bezeichnungen der folgenden 
Tabelle erklart. 


Bezirk 8 is hr’ eae Q 
Aan * 0 
= = —— — | er = 

Memipgbere..:-5 lo... saen ws ise 3426 ih 0,0195 | 0,0208 0,94 
SUITED INT OL erty 31 2t sc ctetare. occ kise1e Ais ae 2275 0159 0144 » 1,10 
DNTATS .Sqg068 cae. ain cee aoe eee 1830 0142 0151 0,94 
Marienwerder .......... 2918 0180 0249 | 0,72 
EOS TING 5 Sig ae CR Oe aa | 2448 0165 0158 1,04 
PDS ES 111s eae Soe Ce fee 3028) 1 018s 0176 1,04 
Miran kfurt scr cr oe 3211 0189 0185 1,02 
[SSH Des oan ae ane ens 2167 0155 0166 0,93 
oslinger err cies coe Bre 1844 | 0143 0119 1,20 
Diralsund Pees ohten soo 6c ae | 639 | 0086 0096 0,90 
J ERTIGT SA es 6 ye oR a | 3738 0203 0205 0,99 
Beemer pie ees sass } 21383 “| 0154 0145 1,06 
LSYaDRLES TTS Ls Ue, 2 ie ee || 4766 0230 0205 1,12 
PepmttOMe: Psa LG. toelagusyiters 2975 0182 0163 112 
OD TR TADS s Seen ars os SeRe oe ce rere 4855 0232 0214 1,08 
MG Od DUT Prt ibe cases kes clreste ls © 3660 | 0201 0174 1,15 
IMOrcODUT i hr eee. cee ate. chee ole 2899 0179 0146 1,23 
LOY RRVEH + hicae cick Gy osc BRS ce one ee eee | 1235 0117 0142 0,82 
SEEN GT ag Se, a ne Tete 2715 0173 0118 1,47 
PLANT OVCU coy eo eke YE ct 1142 0112 | 0130 0,86 
Myldéshoim GL. Se wlhreP yi. ses 1200 0115 0114 1,01 
FATTO DUNG aettarreye cies sehr fone stei Non ciieue co 975 0104 0094 ust 
SLAC CRED e ce Meee sens Bas das a ere 879 0099 0098 | 1,06 
PAurCh-Osnavrucks. ..0 ie ores =< oes 1220 0116 0122 0,95 
Manetertee SURLA LG se Tigi sie 1118 O11t 0092 1,21 
TSM Ey 022 deca ere ean a 1464 0127 0145 0,90 
ANTS hind tnd nO OO OOOO Cae E aD 2918 0180 0177 1,02 
CORPS) less cca aia EIA ROUSE GE eerie 2441 0164 0189 0,87 
WVACSDAGOD cnt cn ie cies curse « cNecoceiexofeis © 1837 0143 0108 1,32 
LCG) SS io Ae GOP 4 aeRO OC an ome 1700 0137 0131 1,05 
PENT O Tage meneuatsNersyogeho cnet tei mee roles esauecatee. = 1901 | 0145 0148 0,98 
QUE) 5540) 2:6 abd SSS OnS een Omen Ope 1936 0146 0149 0,98 
WUSSCLOOKL Tie rears Coote caine theses: 4305 | 0218 0247 0,88 
PAN CHOW ae por¥Poutic ie) e-nctou shen custea-Kevened eens | 1485 | 0128 0151 0,85 


Die Werte von @ schwanken zwischen 0,72 und 1,47, liegen in 
19 Bezirken tiber, in 15 unter 1. Nichtsdestoweniger macht sich die 
Einheit oder eine ihr sehr nahe liegende Zah! als Zentralwert deutlich 
bemerkbar; in der Tat ist das arithmetische Mittel aller Q gleich 


Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechauung. II. 8, Aufl. 4 
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1,09, und man braucht keineswegs aus dem geringen UberschuB tiber 1 
auf tibernormale Dispersion zu schlieBen; vielmehr kann derselbe aus 
der Unsicherheit in der Bestimmung der h’ erklart werden. 

Auch daraus geht die gute Ubereinstimmung der wirklichen Dis- 
persicn mit der erwartungsm&Bigen hervor, daB das Mittel der h’ gleich 
0,0156, jenes der h” gleich 0,0154 ist. Aus der Priifung der Ver- 
teilung der 34-24 = 816 Hinzelwerte von v um den aus dem Ge- 
samtmaterial berechneten v, == 1063 unter Zugrundelegung der Pra- 
zision 0,0156 ergab sich folgendes: 


~ Beobachtet 
Abweichung ose —| Theoret. 
+ | — | zus. | 
0 vbistot “I” ‘i152 130 282 272 
2 \ 
192. so4 96 118 | 214 231 
2 2 | H 
9.0) Oe he, Bae 61 135 159 
2 2 
44 1 
RG a 46 48 94 90 
2 2 
1 1 : 
Toe Vice 25 22 at | 48 
2 2 | 
fiber 995. i SG 4g 44 | 33 


Manx kann auch hier von einer zureichenden Ann&herung der wirk- 
lichen Verteilung an die erwartungsmaBige sprechen. 

b) Die Bearbeitung der in Osterreich (im Reichsrate vertretene 
Linder) in dem 40jahrigen Zeitraume 1866---1905 registrierten Ge- 
burten in ihrer Scheidung nach Lebend- und Totgeburten einerseits 
und ehelichen und unebelichen Geburten endererseits ergab die nach- 
stehend mitgeteilten Ergebnisse.’) 

Zunachst mége der Gesamtumfang des Materials und seine Gliede- 
rung nach den erwahnten Kategorien aus folgender Tabelle entnommen 


[ ian Unehelich 


| mannl. | weibl. zusammen} miinnl. | weibl. |2usammen 


Zeitraum: 1866-1905. 
 Ehelich ; 


Kategorie 


-Lebend- |/15492625| 14613 525 / 30 106 sol 2492765 | 2367227 | 4849992 


geborne | Jahrl, Durchschn. | 752654] Jabrl. Durehschn. | 121250 
Tot- | 429829 319716, 749546| 104789| 87636] 192425 
| 18789] J&hrl. Durehschn. 4811 


geborne |) Jihrl. Durchsehn. 
i) Das Material fiir diese Untersuchung ist dem ,,Statistischen Jahrbuch 


und (von 1882 ab) der ,,Osterreichischen Statistik, beide herausgegeben von der 
Statist. Zentral-Komm., entnommen. 
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werden, welche auch den fiir die Rechnungen erforderlichen Jahres- 
durchschnitt angibt. 


Die Untersuchung wurde an dem Verhiiltnis ~~ der Knaben- 


geburten zur Gesamtzahl der Geburten, also an jenem Verhiltnis vor- 
genommen, das eine empirische Bestimmung der Wahrscheinlichkeit 
einer Knabengeburt darstellt. Ftir jede der vier Kategorien ergab 
sich so eine Reihe von 40 Einzelwerten dieses Verhiiltnisses, deren 
Dispersion dann gepriift wurde. Die Hinzelwerte selbst sind aus 
folgender Tabelle zu ersehen. 


Relative Hiufigkeit der Knabengeburten. 


Jahr Leb. ehel. | Leb. unehel.| Tot ehel.. | Tot unehel. 

1866 |} 0,51637 0,51050 0,5769 0,5263 
67 51662 51271 5736 5353 
68 51501 50929 5783 5407 
69 51575 51029 5805 5384 
70 51514 51845 5720 5436 
ic aaa | 51565 51628 5781 5275 
AZ wi 51594 51621 5825 5353 
13 51654 51366 5723 5389 
74 51611 | 51475 5708 5342 
75 51897 51695 5719 5310 
76 || 51503 51614 5751 5409 
17 (|i 51488 51482 5716 5387 
78 51398 51205 5803 5350 
79 51445 | 51381 5682 5333 
80 51479 51373 5158 5256 
81 51469 51420 5756 5450 
ae 51523 51378 5730 5424 
83 51450 61453 57384 5458 
84 | 51378 51137 5675 5261 
85 51439 51498 5769 5362 
86 51575 51429 5706 5386 
87 51323 51187 5779 5476 
88 51461 51222 =f} 5711 5422 
89 51405 | 51298 5761 53861 
90 51495 51335 5157 5525 
91 51473 51626 5780 5452 
92 51572 51286 5771 5454 
93 |} 51562 51620 5814 5543 
94 51455 51079 5789 5413 
95 51409 51430 5721 6489 
96 61358 51805 5721 5558 
CTs) 61873 61524 5653 5573 
98 | 51357 51556 5682 5672 
99 jj 61351 51647 5668 5516 

1900 || 51484 51408 5720 5517 
14 4 51351 51305 5646 5574 
2 || 61879 | 51682 5679 5521 
3 4° 51811; 51412 5701 6719 
Ao, 51487 | 518382 5759 5623 
5 51272 | 51317 5728 5606 


4* 
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Die Zahlen jeder Reihe sind verglichen werden mit jenem Werte py 


3 o : ™m 
des Verhialtnisses —-, der sich aus der Gesemtmenge der betreffenden 


Geburten ergibt; aus den Abweichungen 4, == —- wt +p, ist dann 


mee 17 iaal 
oe V 39? 
aus p, und dem Jahresdurchschnitt s, der Geburten der mittlere Fehler 
sien V Po (1 ~ Bo) 
: & 


berechnet worden’); aus diesen beiden ergab sich der Dispersions- 
koeffizient 


der mittlere Fehler 


= 
fa 
Die betreffenden Werte sind avs der folgenden Tabelle zu ersehen. 


7 [ bee. TAL | Leb. unedel.| | Toksebols "Totumeuell 


Ps 0,51460 | 0,51397 0,5785 | 0,5446 
Ti 0,000951 , 0,00138 0,00448 = 0,01181 
w 0000577 | 0,00144 0,00361 | 06,00718 
Q 1,65 1,37 1,24 1,57 


Um eine generelle Probe daraufhin zu erhalten, in welchem 
Grade sich die Abweichungen dem Bernoullischen Theorem anpassen, 
ist jedesmal auch der durchschnittliche Fehler # berechnet und das 


Verhiltnis He gebildet worden, dessen theoretischer Wert ae = 1,253 
ist; es ergab sich fiir die vier Kategorien: 

@ 0,000784 0,00156 0,00372 0,00923 
ee 1S 1,269>>_ “1, 2049410 1,295 


worin eine hinreichende Ubereinstimmung mit der Theorie erblickt 
werden kann. 

Was die Verteilung der 4,, also die eigentliche Dispersion, an- 
langt, so zeigen die nachstehenden Daten, wie sie nacl; dem jeweiligen 
Werte von h” (physikalische Prizision) sich hiitte ergeben sollen 
(Theor.) und wie sie tatsiichlich sich ergeben hat (Beob.). 


') Gelegentiich der ersten Auflage des Buches ist eine Proberechnung ber 
den ehelichen Lebendgeburten mit Beriicksichtigung der ungleichen Geburten- 
mengen von Jahr zu Jahr, also mit Beriicksichtigung der Gewichte ausgefiihrt 
worden; sie ergab zwar andere Werte fiir w” und 4’, lieB aber den Divergenz- 
koeffizienten fast unverandert. 
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Lebend phblick Lebend uachelich | ae ehelich ‘Tot os nein 
h” = 748.5 Oss s= 107 3 hk = 6257 
| Anzahl gerry Anzahl 
A ee 2 ett eae a Sa a -——————- 
ee Z ; e SAR tae ai | aed 
von 0 bis} 2 | 8 |yvonG bis 3 1S l von 0 bis 8 S | von 0 bis 8 a 
izia A | | izi8 = |S 
= ae a B ae = — — ae Sy _ Laat nw ‘Ble on = — set alt il es 
+ 90,0002 ieee? hae 0, 001 haeas | 18 | + 0,002; 18 | 12 -+ 0,001 3 3 
0,6004; 13 | 12 0,002; 25 | 25 H 0,004 | 25 | 24 0,005! 1: 12 
0,0006 | LOPES 0,003") 32) 1) 35 0,006 33 || 382 0,010! 25 | 26 
0,0008 | 24 | 20 0,004| 37 | 38 0,008! 37 37 0,015! 33 | 32 
0.0010 28 | 24 bi via | 
0,0014, 34 | - | 
0.0018: 35 | 2 


Man kann wohl, namentlich in den weniger zahlreichen Kategorien, 
von einem volikommenen Anschlusse der Erfahrung an die Theorie 
- sprechen. 

Die durchwegs iibernormale Dispersion veranlafte mich za einer 
eingehenderen Priifung des Zahlenmaterials daraufhin, ob nicht neben 
ven zufalligen Schwankungen auch Spuren systematischer Schwankungen 
2u erkennen seien, die dann auf zeitliche Anderungen des Bedingungs- 
komplexes der Geoohicchtsdeteemination hinweisen wiirden. In der 
Tat schemen mir solche Spuren deutlich vorhanden zu sein. Wenn 
man namlich die 4 in ihrer zeitlichen Aufeimandertolge auf ihr Vor- 
zeichen hin betrachtet, so treten bei allen Kategorien erhebliche Zeit- 
strecken mit einem sterk tiberwiegenden Vorzeichen ein, wahrend in- 
anderen Streeken ein bunter Wechse]l des Vorzeichens herrscht. Die 
Auszihlung ergab folgendes Resultat: 


se ao se 

Lebend ehej. 1866—1874 0 9 Lebend unehel. 1866—1870 5 90 
1875—1893 8 1l 1871—1894 12 12 

1894—1905 11 1 1895—1905 3 8 

Tot ehel. 1866-—-1888 11 12 Tot unehel. 1866—1880 15 0 
1889—1894 9 6 1881—1894 7 7 

1895—1905 10 1 1895—1905 0O 11 


Der Anblick der Tabelle auf S. 55 zeigt auch, wie z. B bei den 
ehelichen Lebendgeburten die relative Hiufigkeit der Knaben bis 1874 
betrachtlich groB bleibt, um dann vielfach zu schwanken und von 
1894 ab bestiudig verhaitnismabig klem zu bleiben; ein fast um- 
gekehrtes Verhalten zeigen die unehetichen Totgeburten. 

Eine weitere Stiitze fiir die Vermutung, dab die Haufigkeit der 
Knabengeburten aufer unwesentlichen auch wesentlichen zeithcben 
Schwankungen unterworfen ist, ergibt sich durch Hinteilung des ganzen 
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Zeitraumes in mebrere Perioden und deren gesonderte Untersuchung; 
die Kinteilung, die in der nachstehenden Tabelle gemacht worden ist, 
schlieBt sich in der Hauptsache den iiber die Vorzeichen gemachten 
Wahrnehmungen an. 
Relative Haufigkeit der Knabengeburten 
1866—1877 187—18$4 1895—1905 1866—1905 
Lebendgeborne, ehelich 0,51545 0,51465 0,51372 0,51460 
Lebendgeborne, unehelich 0,51368  0,51349 0,51498 0,51397 


Totgeborne, ehelich 0,5753 = 0,5653 0,5697 0,5735 
Totgeborne, unehelich 0,5359 0,5410 0,5576 0,5446 
Geborne iiberhaupt 0,51642 0,51596 051535 0,51590 


Man sehe auch das Beispiel am Schlusse von No. 238 nach. 

Zu einer weiteren Untersuchung gibt die Gliederung der Gesamt- 
geburtenmasse nach ehelichen und unehelichen Geburten einerseits 
und nach Lebend- und Totgeburten andererseits. Es handelt sich da 
um zwei Momente verschiedener Natur; auf die erste Gliederung 
nehmen die wirtschaftlichen Verhiltnisse unzweifelhaft einen erheb- 
lichen Einflu8, wiahrend die zweite Gliederung mehr von physio- 
logischen Momenten. beeinfluBt sein dirfte. 

Die Untersuchung ist derart gefiihrt, daB fiir alle ies des 
28 jahrigen Zeitraumes 1878—1905 der Anteil der unebelichen Ge- 
burten und ebenso der Anteil der Totgeburten an der Gesamtgeburten- 
masse in Promille bestimmt worden ist. Diese Promille sind in der 
linken Halfte der nachfolgevden Tabelle in ihrer zeitlichen Folge, in 
der rechten Hialfte ihrer GréBe nach geordnet aufgefiihrt. Die erste 
Anordnung dient dazu, um zu priifen, ob eine wesentliche zeitliche 
.Schwankung in den fiir die betrachteten Gliederungen maBgebenden 
Momenten zu vermuten sei; an der zweiten soll untersucht werden, 
welcher Art die Verteilung der Einzelwerte ohne Riicksicht auf das 
Jahr, aus dem sie stammen, sein mige. 

Was den ersten Fragepunkt betrifft, so spricht der Bau der 
Reihen in entschiedener Weise ftir die angedeutete Vermutung; das 
Promille der unehelichen Geburten bleibt wihrend des ganzen Zeit- 
raumes 1879—1898 tiber dem allgemeinen Durchschnitt 143,2 und 
halt sich auBerhalb dieses Zeitraumes stindig unter demselben; bei 
dem Promille der Totgeburten ist das gleiche Verhalten in bezug auf 
den Zeitraum 1885—-1901 und den allgemeinen Durchschnitt 27,5 2u 
beobachten. 

Mit diesen Erscheinungen harmoniert dean auch die Tatsache, 
daB die nach der GréBe geordneten Zahlen nicht den typischen Cha- 
rakter aufallig gestérter Werte, vielmehr eine ausgesprochene Asym- 
metrie zeigen. In der die unehclichen Geburten betreffenden Reihe 
legen 8 Glieder unter, 20 Q@lieder tiber dem Mittel, und die durch- 
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schnittliche Abweichung vom Mittel betrigt in diesen beiden Gruppen 
beziehungsweise 9,96, 4,27 Promille; die Streuung der Reihe betrigt 
7,42, der Unterschied ihrer extremen Glieder 24,5. Die auf die Tot- 
geburten beziigliche Reihe weist 11 Glieder unter und 17 iiber dem 
Mittel und die durchschnittlichen Abweichungen betragen 1,25, ‘bzw. 
0,92; die Streuung berechnet sich mit 1,22, der Abstand der extremen 
Glieder ist bloB 4,3. All dies weist darauf hin, daB der Bedingungs- 
komplex fiir das Zustandekommen unehelicher Geburten viel staérkeren 
Stérungen ausgesetzt ist als jener, von dem die Totgeburten stammen. 


| Uneh. Geburten | Totgeburten | Uneh. Geburten | Totgeburten 


Jahr in °,, der gesamten Geburtenmenge 

nach der Zeitfolge | nach der Grofenfolge 
1878 | 142.2 26,1 126,0 25,1 
1879 | 145,2 25,6 126,5 25,6 
1880 148,0 25,9 128,2 25,6 
1881 145,2 26,2 132,7 ' 95.9 
1882 145,8 26,7 134,3 26,2 
1883 146,4 27,0 136,5 26,3 
1884 148,0 27,1 139,5 26,4 
1885 149,8 27,7 142,2 26,7 
1886 148,3 27,7 144,0 26,8 
1887 148,8 28,5 144.8 27,0 
1888 148,3 28,2 145,2 27,1 
1889 148,8 28,5 145,2 27,7 
1890 150,0 28,4 145,4 27,7 
1891 147,3 29,1 145,8 27,7 
1892 150,5 29,0 146,2 27,8 
1893 145,4 29,0 146,4 28.4 
1894 149,4 29.4 147,3 28,2 
1395 146,2 28,4 148,0 28,4 
1896 149,1 28,4 148,0 28,4 
1897 144,8 28,7 148.3 28,4 
1898 144,0 28,1 : 148,3 28,5 
1899 139,5 28,6 148,8 28,5 
1900 136,5 27,7 148,8 28,6 
1901 134,3 27,8 1491 28,7 
1902 182,7 26,8 1494 29,0 
1903 126,5 26,8 149,8 29,0 
1904 128,2 26,4 150,0 29,4 
1905 126,0 25,6 150,5 | 29,4 


c) Das Geschlechtsverhdltnis der Gestorbenen in den verschiedenen 
Altersklassen ist von Lexis’) an Beobachtungen tiber die Bevélkerung 
Belgiens in dem Zeitraume 1841—1860 untersucht worden. Es ergab 
sich, daB diesem Verhiltnis in den ersten Altersjahren eine typische 
Wahrscheinlichkeit mit fast normaler Dispersion zugrunde liegt und 
daB diese Wahrscheinlichkeit, der Verstorbene sei minnlichen Ge- 


1) Uber die Theorie der Stabil. d. statist. Reihen, p. 84—92. 
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schlechtes, mit dem Alter abnimmt. Spiater, und namentlich in den 
béheren Altersklassen (30 bis 75), wird die Dispersion ausgesprochen 
iibernormal, ein Zeichen daftir, daf hier energisch wirkende und stark 
wechselnde dufere Ursachen vorhanden sind, die spezifisch auf die 
Sterblichkeit des einen und des andern Geschlechtes EinfluB nehmen. 
In den héchsten Altern findet wieder ein Ausgleich statt und eine 
fast gleichmaBige Stellung beider Geschlechter zu den Todesursachen; 
der organische Unterschied in der Lebensfahigkeit der beiden Ge- 
schlechter, der vordem so erheblich war, tritt fast véllig zuriick. 

In jiingster Zeit sind diese Untersuchungen an vollkommenerem 
und ausgedehnterem statistischen Material von W. Kammann’') von 
neuem ausgetiihrt und auch auf das Geschlechtsverhdlinis der Uber- 
lebenden in den Kinderjahren erstreckt worden. Dadurch ist auch ein 
Einblick gewonnen worden in die Art und Weise, wie das urspriing- 
liche Ubergewicht des mannlichen Geschlechtes iiber das weibliche 
nach und nach aufgehoben wird, so daB schon sehr friih nahezu 
volliges Gleichgewicht der Geschlochter sich einetellt 

Die Beobachtungen, welche Kammann verwendet, beziehen sich 
auf Holland (1870—1873, 1880—1894) und auf PreuBen (1867—1894); 
durch Zerlegung des preuBischen Materials nach Provinzen sind Be- 
obachtungsreihen verschiedenen Umfanges hergestellt worden, um auch 
den Hinflu8 dieses Faktors auf die Ergebnisse zu priifen. 

Zunichst konnte, in Ubereinstimmung mit den vorerwahnten Re- 
sultaten von Lexis, festgestellt werden, daB die Gestorbenen der 
ersten Lebensjahre in bezug auf das Geschlechtsverbiltnis in guter 
Anniherung maximale Stabilitat aufweisen, wenn auch nicht in dem 


hohen Grade wie die Geborenen. Die Quotienten =, welche das 


Verhiltnis der Sterbefalle von Knaben zur Anzehl aller Sterbefille 
der betreffenden Altersstufe ausdriicken, kénnen also: als empirische 
Bestimmungen einer nur méfig schwankenden Wahrseheinlichkeit' p 
fiir einen minnlichen Todesfall angesehen werden. Die folgende Tabelle 
gibt eine Probe, wie sich das Geschlechtsverhiltnis der zwischen 0 und 
2 Jahren Gestorbenen gestaltet. Dabei bedeutet z die Anzahl der Be- 
obachtungsreihen, die fiir das betreffende Gebiet zu Gebote standen, 
P, den avs ihrer Gesamtheit abgeleiteten Wert von p, s, die mittlere 
Anzahl der beobachteten Sterbefialle, @ den Divergenzkoeffizienten. 


Geseh lechtsver haltnis der Gestorbenen zwischen 0 und 2 Jahren. 


eee ee ee 
Molkandew «ese 24 0,550 : 41 289 | 1,50 
Eshigeaish PrenBen hci.ctsns sentew eee? | 0,546 | 315 859 | 2,08 


) Das "Gesehlechiavartinlintt der Uberlebenden in den Kinderjahren als 
sclbstandige massenphysiclogische Konstante etc. Géttingen 1900. 
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Proving P ake etic 3 ee 24 0,542 | 43 699 1,46 
: Brandenburg ....... 2) 0,543 45 882 1,10 
5) MMSDOMION IA. ee 21 0,547 57 S84 1,41 
Rhemland. 3006 sc. sa 21 0,547 44 652 1,49 
PEE ONIDOINGS CR chs = 21 | (0,548 | 11 872 1,20 
SI ONO EAs ec Sects say Bi iy “02646 22 362 1,06 
eS eee 21 | 0,547 28 286 1,14 
s Hannovere, aati) see Per 0,551 | 16 415 0,95 
Pee wventiaten ”. 46.3.9 60, . a | 0,447 20 074 1,34 


Die Reihe der Q bestatigt das Ergebnis der Theoric, daB bei dem 
Vorhandensein einer auch noch so geringen physischeu SAS UG 
der Divergenzkoeffizient mit der Grundzah] wiachst; denn die sechs 
gréBten Gebiete geben 1,51, die fiinf iibrigen Gebietes I yl4 als Mittei- 
wert der Q. 

Die selbstanage Untersuchung des Geschlechtsverhiltnisses der 
Uberlebenden, nachdem das Geschlechtsv erhiltnis der Geborenen und 
jenes der Gestorbenen bereits urtersucht ist, erweist sich aus folgen- 
den Griinden ais ein neues, fiir sich hestehendes Problem. 

Es sei 

m die Anzahl der geborenen Knaben, 
s die Anzahl der Geborenen iiberhaupt; 


ferner fiir die Altersstufe (0, x): 

m, die Anzabl der gestorbenen Knaben, 

s, die Anzahl des Gestorbenen itberhaupt; 
endlich, im Alter x: 


m, die Anzahl der iiberlebenden Knaben, 
s, die Anzahl der Uberlebenden iiberhaupt; 


dann bestehen die Relationen 
Sg = 5 — §, 


und es drtickt sich das Geschlechtsverhaltnis der Uberlebenden durch 
den Bruch 


m 8, M, 

mM, ML — ™, Sd iahie ey 
bem Ko 4 
8 


oo . me 
aus, hiingt also ab von dem Geschlechtsverbiltnis a der Geborenen 


ine stited ° ee . nm 
das maximale Stabilitat besitzt, von dem Geschicchtsverhiltnis a 
i 
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der Gestorbenen, welchem nach den eben angefiihrten Daten nur an- 
genihert maximale Stabilitit zukommt, schlieBlich aber auch noch 


von dem allgemeinen Sterblichkeitsverhiltnis “ auf der Altersstufe 


(0, x), das, wie spiater gezeigt werden wird, von der normalen Dis- 
persion sich weit entfernt; es kann daher aus der obigen Beziehung 


ein SchluB auf die Stabilitat von a nicht gezogen werden. 


Die direkte Untersuchung Siege Verhiltnisses hat nun gezeigt, 
da8 ihm in den ersten und niitileren Kinderjahren und bei den der 
Beobachtung unterzogenen Bevélkerungen nahezu vollkommene Sta- 
bilitat zukommt, daB es also neben dem Geschlechtsverhaltnis der Ge- 
borenen eine massenphysiologische Konstante deutlich ausgesprochener 
Art bildet. Die GrédBe des Verhialtnisses liBt erkennen, da die er- 
hebliche Ubersterblichkeit' der Knaben gegentiber den Madchen in 
den ersten Lebensperioden, wie sie aus der vorangegangenen Tabelle 
zu ersehen ist, sehr rasch das Gleichgewicht beider Geschlechter 
herbeifiihrt. 

In der nachstehenden Tabelle bedeutet x das Alter der Uberleben- 
den, z die Anzahl der fiir das nebenstehende Alter gebildeten Beob- 
achtungsreihen, p, den aus allen abgeleiteten Wert des Geschlechts- 
verhiltnisses, s, die mittlere Grundzahl, Q den Divergenzkoeffizienten. 


Geschlechtsverhiltnis der Uberlebenden. 


Konigreich Preugon Kénigreich Holland 
l l l 
ap bel cages a, q Po S, | @ 
] ] / | 
1 | 21 | 0,508 | 846342 | 0,99] 1 | 25 | 0,603 | 117457 | 1,11 
2 | 21 | 0,503 | 785978 | 104] 2 | 24 | 0,503 | 110271 | 1,06 
3 | 21 | 0,508 | 763158 | 1,07] 38 | 28 | 0,803 | 106884 ;{ 1,09 
4 | 20 | 0,503 | 733928 | 097] 4 | 22 | 0,502 | 104795 | 1,12 
5 | 19 | 0,503 | 717880 | 1,28] 6& | 21 | 0,668 | 102967 | 1,12 
6 | 18 | 0,503 | 706283 | 103] 6 | 20 |! 0,502 | 101660 | 1,16 
7 | 19 | 0,602 ; 100475 | 1,18 
8 | 18 | 0,502 | 99479 | 1,10 
9 | 17 | 0,601 | 98412 | 1,08 
10 | 16 | 0,601 , 97347 | 1,06 


d) Die Untersuchung der Sterblichkeitsverhdlinisse auf den ver- 
schiedenen Altersstufen ist ein Problem, dem neben einem hervor- 
ragenden biologischen Interesse auch eine groBe praktiseche Bedeutung 
fiir das Versicherungswesen zukommt. Durch solche Untersuchungen 
soll entschieden werden, wie weit die Quotienten, die man unter dem 
Namen der Sterbenswahrscheinlichkeiten in den einzelnen Altersjahren 
anfiihrt und gebraucht, den Charakter von Wahrscheinlichkeiten be- 
sitzen und demgem&B nach den Siitzen der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung behandelt werden diirfen. 
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Uber diesen Gegenstand liegen gegenwirtig erst wenige Ar- 
beiten vor. 

Aaf Grund bevélkerungsstatistischer Erhebungen wurde die Sterb- 
lichkeit der allgemeinen miinnlichen Bevélkerung der Niederlande auf 
ihre Stabilitit durch J. H. Peek') untersucht. Unter Leitung van 
Peschs ist hier fiir jedes der zehn Beobachtungsjahre 1880—1889 
fiir jede einjihrige Altersklasse der Sterblichkeitsquotient (Anzahl der 
in der Altersklasse Gestorbenen durch die Anzahl derjenigen, welche 
ihre untere Grenze lebend iiberschritten haben) berechnet worden; da- 
durch war die Méglichkeit geboten, die Dispersion der zehn fiir jede 
Altersklasse gewonnenen Quotienten zu priifen; zu ihrer Charakteri- 
sierung wurde aus den auf die beiden Arten bestimmten mittleren 
Fehlern 


dd aaj , p, (i — ») 
ohm ate i a Ane 


” 


der Divergenzkoeffizient Q = = gebildet. Dabei bedeutet p, das Mittel 


aus den zehn Kinzelwerten, s, die durchschnittliche Zahl der Lebenden 


m. 
am Beginne der Altersklasse, 4; ———+ p) die Abweichung des 


Einzelwertes vom Mittel. 

Das Ergebnis, in allemeinen Ziigen dargestellt, war folgendes. 
In den ersten neun Lebensjahren ist die Dispersion iibernormal mit 
von Jahr zu Jahr abnehmender Amplitude, die Sterblichkeit also mit 
den auBeren Umstanden schwankend. Vom 10. Lebensjahre an oszilliert 
@ in nicht weiten Grenzen um die Hinheit, ist 55mal dber, 26mal 
unter 1; das Mittel der Hinzelwerte von @ ist 


fir die Alter 10—47 . . . 1,163 
9” ” ” 48 i 90 * . . 1,127 
i Sy ” 10-00) km, 1,144. 


Man kann also sagen, da8 mit Ausschilu8 der ersten und mittleren 
Kinderjahre die Sterblichkeitsquotienten eine nur wenig von der nor- 
malen abweichende (schwach iibernormale) Dispersion aufweisen 
und daher, wenn es sich nicht um lange Zeitraume handelt, ganz 
wohl als Wahrscheinlichkeiten angesehen und behandelt werden 
dirfen. Auch die Verteilung der Hinzelwerte um den jeweiligen 
Mittelwert spricht daftir; bezeichnet r die wahrscheinliche Abweichung, 
so zeigte sich beziiglich der 10-91 = 910 Ninzelwerte von 4 das folgende: 

1) Das Problem des Risiko in der Lebensversicherung. Zeitschr. f. Ver- 
sicherungsrecht und -Wissensch. V, 1899, p.169—197. — Eine grofangelegte Unter- 
-suchung dieser Art, die schwedische Bevilkerung betreffend, hat F. Esscher 
durchgefithrt. Meddelanden fran Lund Astron. Observ., 1920. 
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 Abweich i | Theoretische Anzahl Beobachtete Anzanl Anzahl 
von 0 bis = 241 224 
; 5 ee 215 | 208 
ar 
333 ls Oy 172 189 
Bh a 121 137 
7 2 ” 
” 27s; = 80 93 
uber we 81 59 
2 
| 910 | 910 


Normale Dispersion in sehr guter Annaherung wurde von dem- 
selben Autor auch an den Sterblichkeitsquotienten nachgewiesen, die 
aus der Statistik der niederlandischen Beamten (1878—1894 zur Ken- 
struktion der erster. Beamtensterbetafel ftir die Niederlande abgeleitet 
worden sind. Hier handelt es sich also um eine Gesellschaft, die ver- 
moége der Homogenitat, die sie in manchen Beziehungen aufweist, dem 
Bestande einer Versicherungsanstalt nahe kommt. Bei Trennung der 
Beobachtungsjahre und Bildung von Altersgruppen ergaben sich 
192 Einzelwerte und der Mittelwert der berechneten Divergenzkoefti- 
zienten betrug 0,99. 

Aus Beobachtungen an Versicherien wurde die normale Dispersion, 
also die maximale Stabilitét der Sterblichkeitsquotienten, an zwei 
speziellen Fallen (Gotha 1869-—1880, Leipzig 1880—1894) von 
G. Bohlmann’) dargetan. Hiir die fiinfjahrigen Altersklassen von 
26 bis 90 ergaben sich die Divergenzkoeffizienten 


0,8, .0:8,. 1,8, 70,9, 90,9 O85 “12 9100 ie le ieee 
aus den (tothaer Beobachtungen, und fiir die fiinfjabrigen Altersklassen 


1 ; 1 : : : 
von 21 bis 80,- die Divergenzkoeffizienten 


0:9, ° 1 j0j6 184,01 tn COB Ladle, SOS oeat 0 ae 


aus den Leipziger Beobachtungen. 

e) Za einer Untersuchung der Sterblichkeit unter Versicherten auf 
ihre Stabilitait ergibt sich in anderer Weise Gelegenheit dort, wo auBer 
dem Alter auch dic abgetaufene Versicherungsdauer in Betracht ge- 
zogen wird. Man erhilt dann fiir eine und dieselbe Altersstufe so 
viele Sterblichkeitsquotienten, als man Versicherungsdauern unter- 
Batt hat. Dabet darf als durch die Erfahrung erwiesen hingestelli 


1) Sher angewtndte. Mathematik usw., Leipzig 1900, p. 142. 
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werden, da hier auBer zufalligen Schwankungen auch systematische 
auftreten, und zwar in dem bestimmten Sinne, da8 in den ersten Ver- 
sicherungsiahren der Sterblichkeitsquotient betrachtlich unter dem all- 
gemeinen Durchschnitt liegt, wihrend er sich nach Ablauf einer 
gewissen Versichernngsdauer ¢ unter zufalligen Schwankungen im all- 
gemeinen in gleicher [che iiber dem allgemeinen Durchschnitt halt. 
Darauf wird bei der folgenden Untersuchung Riicksicht zu nehmen 
sein; die beiden vorgefiihrten Falle sind nach verschiedenen Methoden 
rechnerisch behandelt, um auch nach dieser Richtung eine Richtschnur 
zu bieten 

Die folgenden Hrfahrangen sind der dsterreichischen Sterblich- 
keitsmessung entnommen und beziehen sich auf 50jahrige Manner, die 
auf den Todesfal} versichert waren. In der Kolonne E stehen die 
Anzahlen derjemgen, welche nach Ablauf der in der ersten Kolonne 
verzeichneten VYersicherungsdauer das Alter 50 durchschritten haben, 
in der Kolonne 4 die Anzahlen derjenigen von ihnen, die vor Er- 
reichung des Alters 51 mit Tod abgegangen sind. Daraus sind die 
Sterblichkeitsquctienten » gebildet, dann ihre Abweichungen 4 von 


sans = 0,02011, ferner die Pro- 


dukte £21; auf dieses Material griindet sich die Auswertung der 
Formeln (6*), (7*) von Nr 245, indem 


dem allgemeinen Durchschnitt p. = 


» 4 /{Bia} 7 /0181154061 
w= Ye YS = 0,10641 


a’ =Vpo(1 — py) =V0,02011 - 0,97989 = 0,14037, 
woraus sich der Divergenzkoeffizient 
Q = 0,758 


berechnet. Ausdriicklich sei hervorgehoben, daf erst die Erfahrungen 
nach Ablauf von 10 Versicherungsjahren, also vom 11. angefangen, 
verwertet worden sind. 


— 0,00056 | 0,001077 962 
1 | 3278 | 65 1986 | + | 25 | 206 199 
12 | 3268 | 74 22963 | — 252 20851800 
13 | 3087 | 66 2187 | —- 126 4.902166 
14 | 3076 | 52 1690 | + 321] 44696104 
15 | 2982 | 66 2213 |-- 202) 12166860 
16 | 2558 | 58 2267! — 256| 16765132 
17 | 2482 | 48 1934 {4 177 1471826 
ig | 2298 | 43 1929} 4 82 1497216 
19 | 1998 | 39 | 028) — 17 55767 
20 | 1739 | 37 2198, — 117 2651753 
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or | 1448 | 23 | 1588! + 4293) 25909064 
22 {| 1049 | 14 | 1884 |-4+ 677 | 48078817 
28 g48 17 | «= 2004 | + 7 4240 
24 626 | 12 , 1916/4 96 | 565278 
25 | ° 402 8 | 1999;+4+ 21 17688 
26 | 243 4 | 1646! + 365 3237489 

| 34665 | 697 | | 0,181 154051 


Gleichfalls der 6sterreichischen Sterblichkeitsmessung sind die 
nachstehenden Erfahrungen tiber minnliche Personen des Alters 47 
entnommen, die eine gemischte Versicherung abgeschlossen haben. 
Die ersten vier Kolonnen sind ebenso angeordnet wie vorhin, die Be- 
stimmung von [£44] erfolgte aber nach der am Schlusse von Nr. 190 
angefiihrten Formel, die hier lautet: 

6 2 
[Baa] ~ [6p] — 3 
darum sind in der letzten Kolonne die Produkte @p angefiigt. Man 
berechnet auf Grund der Tabello: 


247 e 
Po = zooai = (9,01297, [B24] = 347225 — 3,20408 = 0,26817, 
i 026817 cam AGHA - A414: 
u” = YF, = 0,13884, a’ = V0,01297 - 0,98703 = 0,1131, 
Q = 1,224. 
cur shee, eae ‘| Op 
nem — a — =— = 
6 | 2027 | 25 | 0,01934 | 0,30860 
7 1949.) 257. 1288 {| 32200 
8 | 1994 28 1404 | 89312 
9 1904 38 1996 | 75848 
10 | 1887 12 653 7836 
11 1761 21 1193 25053 
12 1645 17 1033 17561 
13 1435 20 | 1394 27880 
14 1262 22 1757 38654 
15 976 an, 717 | =: 8019 
16 801 12 1498 17976 
17 | 687 11 1701 18711 
18 | 411 5 1217 6085 
19 263 2 760 1520 
20 "ln eet Pe es Ls kD 
| 19041 | 247 8,47225 


Bei dieser Rechnung sind die Erfahrungen vom 7. Versicherungs- 
jahr aufwirts benutzt; fiigt man die Ergebnisse der ersten 6 Ver- 
sicherungsjahre hinzu, welche lauten: 
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é E 6 p Op 
O 1832 12 0,00655  0,07860 
1 1725 19 1101 20919 
2 1960 30 1531 45930 
2 1784. ¥ 31 1177 24717 
4 1932 23 1190 27370 
5 1957 33 1686 55738 
11190 138 1,82534 


so ist aus den oben angefiihrten Grtinden auf eine VergrdBerung des 
Divergenzkoeffizienten zu schlieBen; in der Tat ergibt die Rech- 
nung jetzt: 
Po = 0,01273, u’ = 0,1406, je = 0,112), 
Q = 1,254. 


f) In den Beilagen zum Gesetzentwurfe fiir die Sozialversiche- 
rung in Osterreich sind die Hauptergebnisse der Unfallstatistik ent- 
halten, denen die nachstehende Zahlenreihe, betreffend die auf 100000 
Vollarbeiter entfallenden ¢dtlichen Unfdlle in den aufeinanderfolgenden 
Verwaltungsjahren, entnommen ist. Dieselben Zahlen sind dann noch- 
mals der GréBe nach geordnet angefiihrt und es sind zu der ersten 
Anordnung die Abweichungen vom allgemeinen Durchschnitt, d. i. 67, 
and deren Quadrate ee Man hat hier 


= 0,00067 
0 epenee a, 0; 0000353 , 3, p= Vion DoE eS = 0000818 , 
Q = 0,431. 


Die ausgesprochen unternormale Dispersion diirfte aus dem Um- 
stande zu erklaren sein, dab die tétlichen Unfalle hiufig kummulativ 
sich ereignen. 


pro n, d. GréBe 
Jahr | 100000 | geordnet | i te 
1890 67 60 0 0 
91 66 | 61 Zt ag | 
92 64 64 +3 9 
93 69 64 —2 4 
94 68 64 | —1 1 
95 68 66 —1 1 
96 72 67 = bi! 198 
97 70 67 eee 9 
98 70 68 — 38 9 
99 13 68 —6 | 36 
1900 68 asa it 
01 67 68 0 0 
02 617560 +6 | 36 
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—— See = 
n.d, GroBe | 


pro righ 

ed | 100000 | aa : ae 
1908 | 60° | 70 47-4 Tiere 
04 641) 70. He 3 
05 68 | m2 |—1 1 
06 64, | %% l4+8 9 

| 1139 | | 200 


Der aus w” gerechnete wahrscheinliche Fehler r = 0,000023 fihri 
dazu, daB die wahrscheinlichen Grenzen 64,7 und 69,3 sind: zwischen 
ihn-ti liegen 8 von den 17 Uihedern, was zu dem typischen Charakter 
der Keibe gut stimmit.*) 

250. Extensive statistische GréZen. Zur Beschreibung von 
Massenerscheinunyen werden auBer den bisher betrachteten Relativ- 
zahlen, die als imicnsive statistische GréBen bezeichnet werden konnen, 
weil sie die Intensitat des Auftretens, die Haufigkeit eines Zustandes 
oder eincr Zustandsinderung kennzeichnen, auch extensive Grofen her- 
angezogen, die durch benannte Zahlen zum Ausdruck kommen. 

Eine solche GréBe tritt nun an den Elementen der Masse, ins- 
besondere also an den Individuen einer Menschenmasse, mit verschie- 
denen Werten auf, und es kénnen beziiglich der Verteilung dieser 
Werte, beziiglich der Haufigkeit ihres Auftretens alle die Fragen ge- 
stellt werden, die im dritten Teil, in der KollektivmaSlehre, erértert 
worden sind, wo der Gegenstand in seiner vollen Aligemeinheit sowohl 
was die Natur der Objekie, die die Masse bilden, als auch was die 
Art der Verteilung betrifft, zur Behandlung kam. Hier wendet sich 
unser Interesse hauptsichlich menschlichen Massenerscheinungen und 
einer speziellen Irage zu. 

Ks ist namlich iiblich, eine Masse in bezug auf eine extensive 
Kigenschaft ihrer Individuen durch einen einzigen Wert zu kenn- 
zeichnen, niimlich durch einen Mittelwert. Trotz der Mingel, die einem 
solchen Verfahren im allgemeinen anbaften und auf die bereits in 
Nr. 239 hingewiesen woiden ist, hat sich diese Art der Kennzeich- 
nung in der Statistik doch eingebiirgert; es gibt indes Valle, wo sie 
in der Tat Berechtigung hat. Dazu kommt die vielfach vorhandene 
praktische Bedeutung. 


1) Vgl. bierzu Bortkiewicz Bemerkungen in ,,Iterationen p. 198. — Wei- 
tere Beispiele findet man in £. Blaschkes Vorles. tber mathem. Statistik, 
Leipzig 1906, § 35d) und e). — Als Beispiele erheblicher tibernormaler Disper- 
sion, die wohl die Regel bilden wird, fihrt A. Tschuprow in Schmollers Jahrb. 
d. Gesetzgeb. 26 (1906), p. 11---70, die Geschlechtsgliederung der Gestorbenen in 
den hiheren Altern an, bei der sich nach seiner Angabe der Divergenzkoeffizient in 
der Altersstrecke 50—75 bestindig tiber 4 hilt, was also auf ein sehr verschie- 
denes Verhalten der beiden Geschlechter gegentiber den Todesursachen schlieSen 
tiBt; dann die relative Seibstmordh&ufigkeit, bei der Q gegen 5 betragen soll. 
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Von den Mitielwerten kommen fast ausschlieBlich die drei in 
Nr. 239 besprochenen: das arithmetische Mittel, der Zentralwert, der 
dichteste Wert, und unter ihnen der erste am hiufigsten zur An- 
wendung. Ist die Verteilung der Hinzelwerte durch eine analytische 
Funktion nach den Methoden der KollektivmaBlehre oder auf eine 
der in Nr. 240—242 entwickelten Arten dargestellt, so ist die Be- 
stimmung der Mittelwerte eine rein analytische Aufgabe. Von diesem 
Fall wird hier abgesehen. 

Unter den Mittelwerten hat sich das wissenschaftliche Interesse 
insbesondere einem solchen zugewandt, der zu den Hinzelwerten die- 
selbe Stellung einnimmt wie das arithmetiscke Mittel einer Reihe 
gleich genauer Beobachtungen einer GréBe zu diesen, mit anderen 
Worten: einem Mittelwert von solcher Art, daB die auf ihn bezogenen 
Abweichungen der Hinzelwerte das Gaufsche Gesetz befolgen. Mit 
demselben Recht, mit dem man Verhialtniszahlen, die eine solche Ver- 
teilung aufweisen, als zufdllig gesiérte Werte emer Grundwahrschein- 
lichkett ansieht, kann man die Hinzelwerte einer extensiven GriBe, 
denen ein derartiger Mittelwert zukommt, als zufdilig gestérie Speziali- 
sierungen eines Grundwertes der betreffenden Gréfe auffassen; zur 
Kennzeichnung ihrer Verteilung geniigt dann eim einziger Parameter, 
das Prdzisionsmaf. 

Wegen der Symmetrie der Verteilung kommen einem Mitielwert 
der betrachteten Art die Eigenschaften des arithmetischen Mittels, 
des Zentralwerts und des dichtesten Werts zugleich za; Lexis') hat 
ihm den Namen eines typischen Mitiels gegeben. 

Quetelet, der die Hxistenz typischer Mittel anf dem Gebiete 
der Statistik a priori annahm, ist es gelungen, sie wenigsions in-stark 
angenabertera Ma8e auf anthropometrischem Gebiete nachzuweisen (s. 
Nr. 219, 230). 

Fir uns haben solche Falie besondere Bedeutung, wo die exten- 
sive GréBe einen Zeitraum bedeutet, der die Daner eines Austandes 
oder den Zeitabstand zweier Zustuadsinderungen mift; dem Mittelwert 
kommt dann biologische, soziologische, ne selbst wirtscbafiliche 
Bedeutung zu. Die Vergleichung “gleichartiger Mitteiwerte kaan auch 
zum Substrat der Kausalforschung werden, insofern namlich erheblich 
verschiedene Mittelwerte einer und derselben GréBe auf Unterschiede 
in der Verursachung hinweisen. 

Als Beispiele extensiver GréBen der letztbesprochenen Art scien 
angefithrt: die menschliche Lebensdauer; die Alter der Individuen einer 
in einem bestimmten Zeitpunkte erfaBten Masse; das Alter der in den 
Ehestand tretenden miannlichen und weiblichien Individuen einer be- 
stimmten Herkunft; die Ehedauer beider Geschlechter; der Zeitraum 
1) Zur Theorie der Massenerscheinungen, p. 28. 
Osuber, Wahrscheinlichkeiterechnung. Ti. 3. And. 5 
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zwischen Verwitwung und Wiederverheiratung; der Zeitraum zwischen 
Verheiratung und erster Entbindung, zwischen erster und zweiter, 
zweiter und dritter, --: Entbindung bei Frauen eines bestimmten Heirats- 
alters; die Alter der Kinder bei bestimmten Alterskombinationen der 
Eltern; die Dauer der Aktivitit bei Personen einer bestimmten Be 
rufskategorie; die Dauer der Invaliditat bei Personen eines bestimmten 
Invalidisierungsalters; die jahrliche Krankheitsdauer auf den verschie- 
denen Altersstufen usw. 

Das Auftreten eines typischen Mittels in Fallen der autgezahlten 
und Shnlichen Arten wird zu den gréBten Seltenheiten gehéren und 
dann den Gegenstand besonderen Interesses bilden. 

Die Beschaffung des Materials fiir derartige Untersuchungen bietet 
groBe Schwierigkeiten dar und die Art seiner Gewinnung hat auf die 
Bedeutung des abgeleiteten Mittelwertes mabgebenden HinfinB; sie 
kann mitunter einen klaren Sinn desselben ganz in Frage stellen 

Betrachten wir, um diese Bemerkung naéher zu beleuchten, die 
menschliche Lebensdauer. Hat man von einer selbst sehr groBen 
Anzahl von Personen beliebiger Geburtszeit und Herkunit die Lebens- 
dauer aufgezeichnet und aus-den Hinzelwerten das arithmetische Mittel 
gezogen, so stellt dieses die durchschnittliche oder mittlere Lebens- 
dauer eben dieses Personenkreises dar und entbehrt einer klar zu um- 
schreibenden Bedeutung. Hegistriert man die Lebensdauern der in 
einer geschlossenen Bevélkerang wihrend eines bestimmten Kalender- 
jahves verstorbenen Personen und bildet daraus das arithmetische 
Mitiel, so hat man das mittlere Sterbealter der betreffenden Personenge- 
meiuschaft bestimmt, bei dessen Beurteilung man nicht tibersehen 
darf, da® sich die Geburtszeiten der Personen rund tiber ein Jahr- 
hundert erstrecken. Stelite man sich die Aufgabe, die mittlere Lebens- 
dauer der Personen zu bestimmen, die der Geburt nach ans einem 
bestimmten Kalenderjahre stammen, so witirde dies die Beobachtung 
dieser Geperation bis zu ihrem vwélligen Aussterben, also rund durch 
ein Jahrhundert, erfordern; erst dann kénnte der Mittelwert gebildet 
werden und es kame ihm nur mehr historische Bedeutung zu. Man 
sieht indes, daB die Aufgabe in dieser Form undurchfiihrbar ist. Ein 
anderer Weg, der sich erdffnet, besteht darin, durch gleichzeitige 
Beobschtung aller Altersklassen, einer Bevilkorung etwa, fiir jedes 
Altersjahr den Sterblichkeitsquotienten zu bestinimen und aus der so 
ermittelten relativen Verteilang der Siterbefiille nach dem Alter das 
mittlere Sterbealter zu bestimmen; die Bedeutung der mittleren Lebens- 
dauer zur Zeit der Beobachtung kommt der gefundenen Zahl aber nur 
unter der Voraussetzung zu, daB die ermittelten Sterblichkeitsquotienten 
wuuch dem kiinftigen Verlaut entsprechen. 

Aus dieser Auseinandersetzung mag ersehen werden, mit welcber 
Vorsicht Angaben iiber die mittlere Lebensdauer aufzunehmen sind; 
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ohne Kennzeichnung des Weges ihrer Gewinnung lassen sie eine Be- 
urteilung nicht zu. 

Noch komplizierter gestalten sich die Verhiltnisse bei vielen der 
andern oben angefiibrten Beispiele. 

251. Feststellung sines typischen Mittels. Bei der Ent- 
scheidung der Frage, ob man anzunehmen berechtigt sei, daB einer exten- 
siven GréBe, die an den Individuen einer grofen menschlichen Masse 
beobachtet worden ist, ein typischer Wert zugrunde liege, von welchem 
die Hinzelwerte nur infolge zufalliger Storungen abweichen, kommt es 
darauf an, in welcher Form das Beobachtungsmaterial geyeben ist. 

Die ee Form besteht darin, daB man die Reihe der Einzelwerte 
selbst kennt, die andere, dai man eine Verteilungstafel (Nr. 218) der- 
selben besitzt, wobei der normale Fall gleicher Intervalle vorausgesetzt 
werden soll. 

Wir beginnen mit dem detaillierteren Modus und nehmen an, 
(,, y,°-- G, seien die m Einzelwerte der unbekannten GréBe X. Da ein 
typisches Mitte! arithmetisches Mittel, Zentralwert und dichtester Wert 
zugleich ist, so wird man von diesen drei Hauptwerten jenen wiiblen, der 
die einfachste Bestimmung zulaBbt; dies ist das ar:thmetische Miittel 
Oy +b Oe ft ay (1) 


nr 


= 


Die Frage, ob x mit zureichender Sicherheit als ein typisches Mittel 
betrachtet werden diirfe, kommt daravf zurtick, ob sich a,, a,,--- a, 
als gleich genaue, nur von zufalligen Fehlern beeinflubte Beobach- 
tungen einer festen GréBe auffassen lassen. Um dies 2u entscheiden, 
bilde man die Reike der Abweichungen 

A, = — & + x (@=1,2,---n) (2) 
und wenn diese die Forderung der symmetrischen Anordnung um 


Null in zureichendem MaBe erfiillen, dann kommt es zur Priifung des 
Umstandes, ob sie sich dem GauBschen Gesetze 


oe Cae a 
V2 
gentigend anschmiegen; die Prdzision h ware dabei aus der lormel 


, - 
zu berechnen.!) Man hat nun fiir verschicdene Intervalle (— @, 6) zu 
cite. ahh w—1 

1) Diese Prazision mit Bezag auf den wahren Wert X wiire h, =\% (aay 
in Ermengelung der Kenntnie desselben und der wahren Abweichungen 
&; = — a, + X wird die Untersnchung an der Reihe der 2 vorgenommen und 


A er naeren n 
dieser kommt nach Nr. 187 die Prizision h = oe h, =V sq zu. 
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untersuchen, ob die Anzahl der darin enthaltenen 2 mit der wahr- 
scheinlichsten Zahl 
F 
an 


nD(y) = af ora (4) 


tibereinstimmt; darin ist y=h6. Auf volle Ubereinstimmung ist 
dabei nicht zu rechnen; das Gesamtbild, dag die fiir eine Anzahl 
von Intervallen abgeleiteten Resultate darbieten, mu8 dariiber Auf- 
schluB geben, ob man von einer zureichenden Anpassung an das Ge- 
setz sprechen kann. 

Eine Probe kann auch darin bestehen, dai man aus der Reihe 
der a, neben dem arithmetischen Mittel auch den Zentralwert ableitet. 
Zu diesem Zwecke sind die a, in steigender Folge zu ordnen, wobei 
gleiche a, so oft gesetzt werden miissen, als ihrem wiederholten Auf- 
treten entspricht; das mittelste a, (bei ungerader Anzahl) oder ein 
Zwischenwert, etwa das Mittel, der beiden mittelsten (bei gerader 
Anzahl) gibt eine Bestimmung des Zentralwertes. Dieser darf sich 
nun tiber gewisse, durch die Natur der Sache bedingte Grenzen von 
dem arithmetischen Mittel nicht unterscheiden, soli von der Existenz 
eines typischen Mittels die Rede sein diirfen. 

Anders gestaltet sich die Untersuchung, wenn bloB eine nach 
Intervallen geordnete Tabelle von Zahlen gegeben ist, die angeben, 
wie vielmal der beobachtete Wert von X in jedes einzelne Intervali 
a lieen kam. Es sei 


Hy, Wy, Og, ++ Gy (5) 


diese Reihe von Zaklen, webei a, die Kinzelwerte zahit, die zwischen 
a und a, += a; a, div Einzelworte, die zwischen a, und a,-+¢é=a,, 
‘+; «,, die Hinzelwerte, die zwischen a,_, und a,,+6—=a, ge- 
fallen sind. Das Intervall (a, @,) enthilt somit den kleinsten, jenes 
(@, 4, @,) den gréBten zur Wahrnehmung gelangten Wert von X; 
d ist die IntervaligréBe. 

In dem Interval, welchem das gréBte « entspricht, und wir 
nehmen an, daB nur em solches existiere, ist der dichteste Wert zu 
suchen, cer zugleich eine Bestimmung von X liefert. Seine Lage in 
der Intervall néher zu bestimmen, ist Aufgabe einer Interpolation, 
auf die hier nicht eingegangen werden soll.‘) Es sei also a, die 
groBte der Zahlen (5) und a,+ 0 der dichteste Wert (0<9< 1); 
auch sei oy bereits in die beiden Teile «,’, a,’ aufgeteilt, von denen 
der erste dem Intervallteil (a,, a,4- 0), der zweite dem Intervallteil 
(a, + #9, @,,,) angehirt. 

Bildet man nun (fiir ein t<g) die Summen 


1) Nr. 252. 
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a, + O44 See tee, 8 =O, 
Qt ey toe te = 2, 
so ist 5 = P ein empirischer Wert fiir die Wahrscheinlichkeit, daB 


die Abweichung 2 zwischen — (ua, + #0 —a,) = — 6 und + 6 falle; 
dem zugrunde gelegten Gesetze zufolge ist diese Wahrscheinlichkeit 


h@ 


P= [e--dt; 
yaa k dt; (6) 


4 
0 


aus dieser Gleichung, in der P und 0 bekannt sind, bestimmt man 
mit Hilfe der Tafel I, Bd. I, die Prazision h. 

Hine Probe auf die Giiltigkeit jenes Ceseties wiirde darin be- 
stehen, da8 man die Prazision auf mehrfache Art, diesseits und jenseits 
des dichtesten Wertes bestimmt; geniigende Ubereinstimmung der 
erhaltenen Werte spricht fiir die Giiltigkeit. Hine andere Priifungs- 
methode besteht darin, dab man mit Benutzung des aus (6) gefundenen h 
die wirkliche Verteilung der 4 mit der erwartungsmaBigen vergleicht, 
wie dies vorhin geschah; nur mu man sich jetzt an die Intervall- 
grenzen halten. 

252. Beispiel LEVI. Lexis‘) ist durch nihere Betrachtung 
der Sterblichkeitsverhaltnisse und durch die Wahrnehmung, daf die 
Sterbetafeln allgemein in der Nahe des 70. Lebensjahres eine relative 
Hiufung der Sterbefille ausweisen, zu der Frage gefiihrt worden, ob 
der so auftretende dichteste Wert der Lebensdauer wenigstens mit ge- 
wissen Einschrankungen die Merkmale eines typischen Mittels auf- 
weise. Zur strengen Beantwortung dieser Frage wire eine kontinuier- 
liche Beobachtung der Individuen einer zahlreichen Generation (etwa 
der Geborenen eines Landes aus einem Kalenderjahre) bis zu ihrem 
Aussterben erforderlich; so weit Sterbetafeln eine angeniherte Lésung 
zulassen, hat Lexis gefunden, daf tatsichlich zu beiden Seiten des. 
dichtesten Wertes, und zwar nach der Seite der niedrigeren Sterbe- 
alter nur bis zu einer gewissen Grenze, nach der Seite der héheren 
Alter aber bis zu dem héchsten Alter hin die Merkmale des typischen 
Mittels in ziemlieh deutlicher Weise vorhanden sind. Dies fiihrte ihn 
zu den Begriffen der ,normalen Lebensdauer“ und des ,normalen oder 
typischen Sterbens“, welch letzteres nach der Seite der niedrigen Alter 
allerdings recht bald durch ein ,,vorzeitiges Sterben“ yverwischt wird. 

Nachstehend sollen diese Verhiltnisse an drei verschiedenen Ma- 
terialien gepriift werden, und zwar av der Darstellung der Sterblich- 
keit unter. der Beyélkerung des Deutschen Reichs durch die ,,Deutsche 


1) Zur Theorie der Massenerscheinungen, p. 42—64; Abhandlungen zur 
Theorie der Bevélk.- u. Moralstatistik, p. 111—119. 
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Sterbetafel“*), dann an der neuen Bankliste der Gothaer Bank’), end- 
lich an einem der Ergebnisse der jlingsten englischen Sterblichkeits- 
messung unter Versicherten.*) Damit ist zugleich ein Beispie! der 
Untersuchung auf einen typischen Mittelwert auf Grund einer Ver- 
teilungstafel gegeben. 

a) Die Zahlen der Gestorbenen, hervorgegangen aus 100000 Ge- 
bornen, wie sie die deutsche Sterbetafel bei den hier maBgebenden 
Altern anfiihrt, sind die folgenden: 


| Anzahl der Sterbefalle 
Alter 
ee yee 
2 rr a 
66 |. 1896 1531 
67 {| 1417 1568 
68 1431 1597 
69 14389 1620 
10 1440 1636 
71 1430 1648 
72 1412 1657 
%3 1383 1653 
14 Hi 1342 1630 
75 1289 1587 


ae 

5000 

eit eI eon 
ae 


ER 
7 


0 9 19, 289”~*~‘ Uw” «= ae BO” SC 79~—CéC« 
Fig. 20. 


Ss) 
Ls) 


' 1) Monatshefte zur Statistik d. Deutschen Reiches. 1887. — Man vergleiche 
Nr. 268 und Tafel [IV am Ende des Buches. 


a) J. Karup, Die Reform des Rechnungswesens der Gothaer Lebensver- 
sicherungsbank. Jena 1903, II. Bd., p. 66. 


3) Combined experience of assured lives (1863—-1893). 4 Bde., London. 
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Die Fig. 20 stellt den Verlauf der Sterbefille unter der miinn- 
lichen Bevélkerung dar — mit Ausschlu8 des Siuglingsalters — und 
enthalt auch eine Andeutung der Normalkurve, die nach der Auf- 
fassung von Lexis einen Teil der Hiufigkeitskurve bildet. 

Hieraus folgt, da® ein dichtester Wert der Lebensdauer bei dem 
mannlichen Geschlecht zwischen 70 und 71, bei dem weiblichen 
zwischen 72 und 73 Jahre fallt. Um ihn naher zu _bestimmen, 
stellen wir uns vor, das Sterben sei ein kontinuierlicher Vorgang, 
geregelt nach der Funktion f(x) des Alters « in dem Sinne, daB das 
Integral 


die Menge der Sterbefille zwischen den Altern x, und 2, bedeutet. 
Nimmt man fiir den engen Umkreis von drei aufeinander folgenden 
Jahren 

f(x) = 3027 + 2Ba + y 
an, so ergibt sich, nachdem man die Koeffizienten bestimmt hat, der 
dichteste Wert von x aus der Gleichung 

f (%) = Bax, + 2p = 0. 


Behufs Durchfiihrung der Rechnung bezeichne man die gréBbte 
Zahl aus der Reihe mit d,, die ibr nachfolgende mit d,, die voran- 
gehende mit d_, und benutze das neben der letzteren stehende Alter 
als Nullpunkt der Zaihlung; dann ergeben sich zur Bestimmung von 
a, B, y die Gleichungen: 


Sf@ax = a+ Bty=d, 
fflajda= Ta+ 3B +7 =a, 


$ 
Sfladz = 190 + 5B+y=4,; 
2 


wird weiter 
dg—d_,= 44, dy— d= 4, 


gesetzt, so findet man: 
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Hiernach ist fiir das Pipes Geschlecht, wo d_, = 1439, 4_,=1, 
A, = 10 ist, m=1+; a somit 70,1 Jahre die dichteste Lebens- 
dauer, ferner «= — 1,833, B = 6, y = 1435; fiir das welphcts Ge- 


schlecht, wo d_,= 1648, 4_,=9, 4,=4 ist, m=1+5 =) also 


72,7 Jahre die dichteste Lebensdauer, ferner « = — 2,17, 6 = 11, 
y = 1639. 

Die gréBte Zahl teilt sich hiernach bei dem mannlichen Ge- 
schlechte in 


1,1 


Jfla)ax = 144 Sterbefalle vor xz) und 1296 nach a, 


bei dem weiblichen Geschlechte in 


J fa)dx =1121 Sterbefille vor 7, und 536 nach iy 
1 


Nun kann an die Ermittelung der Priizision geschritten werden; 
bei dieser ist nur der tiber dem dichtesten Sterbealter legende Teil 
der Tafel zu verwenden, wie dies aus den eingangs gemachten Be- 
merkungen hervorgeht. 

Bei dem miannlichen Geschlechte weist die Tafel zwischen dem 
Alter 70,1 und dem vollendeten 79. Lebeusjahre, bei einer Alters- 
differenz-von 8,9 Jahren, 


1296 + 1430 + 1412 + ---+ 1067 = 11596 Sterbefille 
auf, wibrend die Zah! aller Sterbefalle iiber 70,1 
1296 + 1430 +--+ 1,0 = 17605 


betragt; hieraus ergibt sich fiir die Grenzen — 8,9 bis + 8,9 der Ab- 
weichung vom dichtesten Werte die Wahrscheinlichkeit 


11 596 


Treoe = 0385867 = (9), 


ma der sich aus Tafel I, Bd. I, das zugehérige g findet: 


g = 0,67287; 
demnach ist 
0,67287 


aan ke 


= 0,0756. 


Hine mit dem Altersintervall von 72,7 bis zum vollendeten 83. durch- 
gefiihrte Rechnung gibt fiir das weibliche Geschlecht 


h = 0,0866. 
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Die Priifung der Verteilung der Sterbefalle an der dem GauBschen 
Gesetze entsprechenden ergibt nun das folgende Resultat: 


Mannliches Geschlecht 


Weibliches Ceschlocht 


| 


1 | 
Attere. | __Settorbene gitar. |__—Sastorbeme 
intervall || nach der nach der intervall | nach der | nach der 
| Theorie | Sterbetafel | Theorie Sterbetafel 
56—-59 1810 | 3248 ez—67 || 5165 | 7167 
59—62 2667 3566 Ci 70 ee a 4785 
62-65 | 3507 3906 10—72,7 | 4607 | 4406 
65—68 4172 | 4182 | 72,7—78 || 8444 | 88865 
68—170,1 31381 | = 3014 78-83 | 5396 | 66517 
70,1—73 4284 | 4188 83 —88 | 2552 | 2679 
73—76 4021 | 4014 88—93 B59. | 793 
7%—79 || 3292 | 3444 93-98 | 191 - | 131 
79—82 2482 | 2632 iiber 98. | Ces ea 10 
82—85 |; 1615 | 1743 : 
85—88 980 969 
88—91 | 5338s 441 
91—94 |} 260 | 164 
94—97 116 48 
97-101 54 12 


Der AnschluB der Tafelwerte an die theoretischen ist oberhalb 
des dichtesten Sterbealters ein unverkennbarer und er halt auch auf 
eine kurze Strecke in den niedrigeren Altern an, so daB mit dieser 
Einschrankung von den Merkmalen eines typischen Mittels gesprochea 
werden kann.*) 

b) Die neue Gothaer Bankliste weist’ unter den Versicherten, 
welche 7 und mehr Versicherungsjahre zuriickgelegt haben, vom Alter 
60 aufwirts die folgenden Sterbefalle aus, wobei von 100000 Per- 
sonen des Alters 25 ausgegangen ist: 


x dy, aL a 


£ ad 


be x d,, x 
T 

60 | 2138- |, 71 2887 82 1713 93 100 
61 | 2226 72 2882 83 1493 | 94 61 
62 2308 | 78 2861 | 84 1282 95 34 
63 2387 74 2825 85 1082 96 19 
64 2466 15 2775 86 899 97 8 
65 2547 76 2705 si 729 98 4 
66 | 2629 iy ie 2611 1 88 | 577 99 1 
67 2708 18 2487 89 . 442 | 100 1 
68 2779 «||, «79 2329 90 327 i 
69 2835 80 2142 91 230 1 
70 | 2872 || 81 1938 = ||_:«492 156 


1) Nur scheinbar ist die Ubereinstimmung in der obigen Tabelle geringer 
als in den vielen von Lexis a. a. O. gerechneten Beispielen. Diesen liegen 
namlich Sterbetafeln mit kleiner Grundzahl (1000) zugrunde. 
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Die normale Lebensdauer fallt hier in das 72. Lebensjahr. Unter 
Beibehaltung der vorbin elngefiihrten Bezeichnungen ist 


d_,= poe 5 PKS 
d, = 2887 Pre: 
d, = 2882 
t= 1+ 52 = 1,75, Normalalter 71,75; 
85 
a= — = 333, B= >= 178, y= 2872 — 2 — 2857,83 


1,75 


[Gact+ 2Ba+ pdx = 2165 


1 


a 
[Buat+ 2Ba+y)dx= 722, 
1,75 
womit zugleich eine Probe fiir den Anschlu8 der Parabel gegeben 
ist, da die Summe der beiden Teilintegrale tatsichlich d, liefert. 
Aus der Gesamtzahl 35 430 der Toten tiber dem Normalalter und 
ihrer Anzahl 24339 in dem Intervall 71,75 bis Ende 80 ergibt sich 
der Ansatz 


24 389 i > 
woraus 
g = 0,71389, k=O US _ oom, r=% —6,18 


Um den Grad der Ubereinstimmung mit dem Gaufschen Gesetz 
iiber und unter dem Normalalter kennen zu lernen, kann man auch 
so vorgehen, daB man die Zah] der beobachteten Todesfille zwischen 
den Grenzen: Normalalter +r, Normalalter + 2r,... mit der Zahl 
35430 ins Verhaltnis setzt und dies mit dem rechnungsmiZigen Ver- 
haltnis vergleicht; so ergibt sich folgendes: 


Anzahl der Toten zwischen 71,75 und 71,75 + r = 77,93... 17198, 
d. i 48,5°/,, statt des theoretischen 50%. 

Anzahl der Toten zwischen 71,75 und 71,75 + 27 = 84,12... 29 632, 
d. i. 83,6°, statt des theoretischen 82,3%,. 

Anzahl der Toten a2wiechen 71,75 und 71,75 — r == 65,57... 17083, 
d. i. 48, 2°) statt des theoretischen 50°. 

Anzahl der Toten zwischen 71,75 und 71,75 — 2r = 59,38 ... 31 328, 
d. 1. 88,4% statt des theoretischen 82,3%,. 


Wahrend also die Ubereinstimmung oberhalb des Normalalters 
auch im Abstande 27 eine befriedigende ist, findet unterhalb in dem 
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gleichen Abstande schon ein betrichtlicher Unterschied, und zwar 
ein Ubergewicht der wirklichen Todesfille tiber die rechnungs- 
miaBigen statt. 

Bemerkt sei, daB innerhalb eines Jahresintervalls lineare Inter- 
polation angewendet wurde. 

c) Wiahrend die ersten zwei Beispiele sich auf ausgeglichene 
Tafeln stiitzten, hat das folgende den Vorzug, daB ihm unausge- 
glichene Ergebnisse zugrunde liegen. Nach den englischen Beob- 
achtungen an minnlichen Personen, die auf den Todesfall gegen lebens- 
langliche Primienzahlung versichert waren, betrugen die Sterbefalle 
vom Alter 58 aufwiirts, bezogen auf 100000 Personen im Alter von 
10 Jahren, wie folgt: 


x re aie dp oa d erie d 
x | ‘a | x L 

eo So G2 Se = 
58 1550 =| 70 | 2562 82 1826 94 | 141 
59 1696 71 | 2521 ||: 83 1635 95 101 
60 i799 || 72 2630 84 1562 96 | 35 
81 1798 | 73 2568 85.) a Ye54" or | 44 
62 1899 74 2602 86 | 1021 || 98 31 
63 1953 75 2571 87 | 918 | 99 1 
64 2152 16 2517 88 173 100 | 1 
65 2147 17 2444 89 | 584 101 = 
66 2273 || 78 2354 90 434 102 — 
67 2315 | 79 2266 91 | 339 103 4 
68 2496 =| 80 2180 92 | 285 
69 2415 || 81 2003 93 222 


Das Normalalier fallt ins 73. Lebensjahr. Man hat hier 


sinew. 4, =62 
d, = 2568 
=1+j% = 1,64, Normalalter 72,64 
pi a ~~ 28,5, B=" = 140, » = 2409,5 


1,64 


{ Bua®+ 2px + pdx = 1682 
1 


2 


{GBuar+2pe+7)dx= 948 


1,64 


Anzahl der Toten itiber dem Noma ee 33 676, 
Anzahl der Toten bis zum vollendeten 82. Jahre 22 453. 


1682 + 948 — 2630; 


Daraus 
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22 453 : a 
0,6838 
y= “0 — 6,524; 
Anteil der Toten nach der Be- nach der 
obachtung: Rechnung: 
zwischen 72,64 und 72,64+7r . . . 55,38% . . . 50% 
tt NO, C4cirtcT2 Gils? teetecenny Ol sie aeateeeenm eae 
gil. w 12/64 ng THEA te bea Oe 
1 864 1864 — Or) OO 1k ee eee 


Der Anschlu8 an die Formel ist minder gut als in den zwei 
andern Fallen, ja das Verhalten bis zur Entfernung r nach links und 
rechis widerspricht der Lexisschen Anschauung.*) 


1) K. Pearson hat seine Methcde der analytischen Darstellung statisti- 
scher Reihen (s. Nr 240--242) in der Richtung ausgebildet, daB er Reihen, die 
sich keiner der Formeltypen anpassen lassen, in Komponenten zu zerlegen sucht, die 
eine solche Anpassung gestatten. Es leitet ihn dabei der Gedanke, daf eine 
Reihe sich auf ein heterogenes Material beziehen kann, dessen Teile sich in 
bezug auf den beobachteten Zustand oder Vorgang verschieden verhalten, oder 
da8 im Ablanfe eines statistischen Vorgangs abschnittweise verschiedene Ur- 
sachen wirken, die das Aufkommen einer einheitlichen Hiufigkeitskurve verhin- 
dern. Hr unternahm es nun, auch die Kurve der Hiufigkeit der Todesialle durch 
Komponentenzerlegung herzustellen, wobei er sich auf ein nicht niher bezeich- 
netes Material aus englischen und aus franzdésischen Sterblichkeitsbeobachtungen 
sttitzte. In beiden Fallen glaubt er die totale Kurve aus fiinf Komponenten 
zusammensetzen zu kénnen, denen Sterblichkeitsursachen zugrunde liegen, die in 
gewissen Lebensabschnitten besouders hervortreten, ohne etwa in andern immer 
geaoz unwirksam zu sein. Er unterscheidet demgemif8f A. Sterblichkeit des Alters, 
B. des mittleren Altersabschnitts, C. der Jugend, D. der Kindheit, E. des Siug- 
lingsalters. Die Abschnitte A und D vermochte er durch Kurven des Typus UI 
darzustellen, fiir die Abschnitte B und C erwiesen sich Normalkurven als zu- 
reichend; der Abschnitt E aber bot der Anpassung an eine der verallgemeinerten 
Wahrscheinlichkeitskurven solange Schwierigkeiten, als der Beginn der Hiufig- 
keitskurve in den Zeitpunkt der Geburt verlegt wurde; seine Verlegung in den 
Abstand von 0,756 Jahren vor diesen Zeitpunkt machte die Anpassung an eine 
Kurve médglich, die horizontal und vertikal asymptotisch verliiuft. Aus der 
Superposition der Komponenten ergab sich die Kurve der Gesamthiufigkeit. 
Nach Pearsons Rechnung entfielen folgende Promille an Sterbefillen auf die fiinf 
Komponenten: — 


Knglisches Material. Franzésisches Material 
A. 484, 1 Atl 
B. 178 2 180 
C. 50,8 78 
D. 46,4 47 
B. 2457 284 
1600,2 1000 


Die letzte Komponente wiirde hiernach anch die ,,vorgeburtlichen*t Todes- 
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253. Ausdehnung des Diepersionsbegriffes auf extensive 
GréBen.*) Wenn iiber eine und dieselbe extensive GréBe mehrere, 
zeitlich oder drtlich verschiedene Beobachtungsreihen und die aus 
diesen fiir jene Gré8e abgeleiteten Hauptwerte vorliegen, so stellt sich 
die wichtige Frage ein, ob diese Hauptwerte ihrerseits als zufallig 
gestérte Modifikationen eines einzigen Grundwertes angesehen werden 
kdénnen oder nicht; sollte die Antwort entschieden in letzterem Sinne 
ausfallen, so wire dies ein Anhalt fiir die Annahme, daB die in Rede 
stehende GréBe zeitlichen, respektive drtlichen wesentlichen Schwan- 
kungen unterworfen sei. 

Angenommen, es Jigen z Reihen von je » Hinzelwerten einer 
extensiven GréBe X vor: 


ay, a, re 
M, +49 In +> "tt gy (1) 
Qin —1)2+19 Qin —t)e427 Tt Dens 


stellen wir uns auf den Standpunkt, X habe fiir alle Reihen den- 
selben typischen Wert, fiir welchen die erste Reihe in ihrem arith- 
metischen Mittel die Bestimmung x,, die zweite Reihe die Bestimmung 
L,,--+, die letzte Reihe die Bestimmung z, ergab, so folgt aus dem 
ganzen iisotahienssatatarial die Bestimmung: 
&, + a, + : mre (2) 
zugleich das arithmetische Mittel aller als gleich genau erachteten a. 
Die Prazision von « laBt nun zwei Berechnungsweisen zu, die 
in ihren Resulfaten bis auf die Unsicherheit, die in der Natur der 
Sache liegt, iibereinstimmen miiBten, wenn die gemachten Voraus- 


setzungen zutreffend wiren. Hinmal ergibt sich fiir 7, wenn man es 
als Mittel der a anffaBt und 


4,=—a,+% (@=1,8,--- 22) 


, zn (gn — 1) F 
Wm re afar]? (3) 


falle umfassen, die sich nur zum Teile beobachten lassen als Todesfille, die nach 
Frihgeburten vor dem normalen Fialligkeitstermin eintreten; iiber diesen Teil 
konnte Pearson an der Hand von Gebiranstaltsstatistiken eine kleine Probe 
machen, die nicht ungiinstig ausfiel. — So interessant diese Darstellung ist, so 
laBt sich nicht leugnen, da8 ibre rechnerische Durchfiibreng neben Schwierig- 
keiten auch Willktirlichkeiten einschlieBt. Phil. Trans. London 186 (1895) I A, 
p. 406—-410. 

1) Vel. L. v. Bortkiewiez, Kritiache Betrachtungen zur theoretischen 
Statistik. Jahrb. f. Nationalék. u. Statist. (3), X (1895), p. 342 ff 


“= 


setzt, die Prizision 
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auf der anderen Seite, wenn man @ als Mittel der x, ansieht und 
(2S tee (@=1,2,-+-2) 


setzt, hat man dafiir die Prazision 


ag) iia 
be Va (4) 

Das Merkmal fiir normale Dispersion der Werte x, und somit fiir 
das Vorhandensein eines gemeinsamen Grundwertes, von dem die 
Einzelwerte nur zufallig abweichen, ware das wenigstens sehr ange- 
niherte Bestehen der Relation 

Wi=h" oder Q= - = 1 

Wenn dagegen der Grundwert von Reihe zu Reihe ein anderer 
ist, so kommen in den x, nicht allein die zufalligen Schwankungen 
der a, um den jeweiligen Grundwert, sondern auch die wesentlichen 
Schwankungen des Grundwertes selbst zum Ausdruck; dies hat eine 
VergréBerung von [44], daher eine Verkleinerung von h” zur Folge; 
dieser Fall, der der wibernormalen Dispersion der x, entspricht, ist 
also durch 


h’>h’ oder Qg=5 51 


gekennzeichnet. 

Dieser Gedankengang entspricht véllig demjenigen, der bei Unter- 
suchung von RelativgréBen befolgt worden ist, and es laBt sich auch 
zeigen, daB h’ der dort auf kombinatorischem Wege bestimmten Pri- 
zision adaquat ist. Stellt man sich namlich vor, an die Stelle von X 
trite die unbekannte konstante Wahrscheinlichkeit p eines Ereig- 
nisses J, fiir die aus zm Versuchen der Wert p, ermittelt worden ware; 
so heift dies, daB H im ganzen znp,-mal eingetroffen, zn(1 — p,)-mal 
ausgeblieben ist; so oft HK eintraf, hat man fiir p den Wert 1 beob- 
achtet, war also 4 1—p,; so oft es ausblieb, hat man fiir p den 
Wert 0 beobachtet und betrug die Abweichung — p,; infolgedessen 
ist also 


[44] = ampo(1 — po)’ + 2m(1 — po) Mo" = 2mpo(1 — 2). 
Setzt man diesen Wert in (3) ein, so wird 


, —an—1 
N— Vig? 
und dies entspricht [vgl. Nr. 245, Gl. (5) u. (4)] der ,,kombinatorischen“ 
Prizision aus zn Beobachtungen. 
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Il. Abschnitt. Sterblichkeitsmessung. 
§ 1. SterblichkeitsmaBe. 


264. Aufgabe der Sterblichkeitsmessung. Die Sterblich- 
keitsmessung hat den Zweck, die abschlieBende Massenwirkung aller 
jener Ursachen und Umstiinde mathematisch zu beschreiben, die auf 
die allmahliche Aufzehrung und schlieBliche Vernichtung der Lebens- 
energie Hinflu8 iiben. 

Da die abschlieBende Wirkung in dem Sterben der einzelnen 
Individuen der Masse sich duBert, so pflegt man die erwihnten Ur- 
sachen und Umstiinde als Todeswrsachen im weiteren Sinne zu be- 
zeichnen, wahrend man unter der Todesursache im engeren Sinne die 
letzte Veranlassung versteht, mit der man das Sterben einer bestimmten 
Person in einen Kausalnexus bringt. 

Man braucht nur den Versuch zu machen, Ursachen und Um- 
stiinde der bezeichneten Art, soweit sie offen zutage liegen, auf- 
zuzaihlen, um sich eine Vorstellung von der Komplikation des Problems 
zu bilden. 

Zunichst wird man allgemeimme Ursachen wahrnehmen, die auf alle 
Individuen der Masse, wenn auch nicht in gleichem Grade, einwirken. 
hinige Beispiele werden dies erliutern. 

Ist die Masse der Bevélkerung eines Landes entnommen, so ist 
wohl an erster Stelle der durch fortschreitende Vererbung entwickelte 
Schlag za nennen; es zahlen hierher ferner die klimatischen Verhdlt- 
nisse, weiter die allgemeime wirtschaftliche Lage, dann die hygiexischen 
Einrichtungen, u. a. m. 

An die allgemeinen Ursachen waren solche zu reihen, die auf 
bestimmte Tele der Masse verschiedene Wirkung austiben. Hierher 
gehort beispielsweise das Geschlecht, das neben physiologischen Ver- 
schiedenheiten solche in der Lebensfiihrung bedingt; dann das Alter, 
von dem der Stand der Lebensenergie und damit das Verhalten gegen 
die aufzehrenden Ursachen abhingt; ferner der Beruf, der seine spezi- 
fischen Schidigungen mit sich fiihrt, u. a. m. 

SchlieBlich gibt es individuelle Ursachen, die von einem Indi- 
viduum zum andern wechseln; man denke an die angeborene physische 
Anlage, die bei dem einen eine kriftige Reaktion gegen die verzehren- 
den Ursachen auslést, wahrend sie den anderen widerstandslos ihnen 
ausliefert; an das Temperament, von dem die Stellungnahme zu den 
Hindernissen des Lebens abhingt, u. v. a.') 


1) Es sind mehrfach weitgehende Aufzihlungen und Kinteilungen der Todes- 
ursachen im weiteren Sinne versucht worden. A. Quetelet (Physique sociale, 
1869) teilte vie in ,nattirliche’ und ,,zufallige (vom Menschen selbst ausgehende} 
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Dieser Aufzihlung kénnen zwei wichtige Gesichtspunkte fiir die 
Auffassung des Problems entnommen werden. 

1. Manche der Ursachen unterliegen zeitlichen Schwankungen, so 
das Klima, die allgemeine wirtschaftliche Lage; andere weisen eine 
fortschreitende Entwicklung auf, wie etwa die hygienischen Hinrich- 
tungen in den meisten Kulturlindern, Staidten, Ortschaften. Es ist 
anzunehmen, daB auch ihre Wirkungen im ganzen einem zeilichen 
Wechsel unterliegen werden. 

2. Mit Riicksicht auf die gruppenweise und auf die inviduell wirken- 
den Ursachen wird die schlieBliche Massenwirkung durch die Art der 
Zusammensetzung der Masse bedingt sein, an der die Beobachtung und 
Messung vorgenommen wird. 

Das Zeitmoment wird bei der Behandlung des Problems in mehr- 
facher Weise in Betracht ‘kommen. 

Die absolute Zeit im Sinne der biirgerlichen Zeitrechnung kommt 
zur Verwendung, wenn es sich darum handelt, den Hintritt eines 
einzelnen Individuums ins Dasein oder die Epoche zu bezeichnen, in 
welcher dieser Hintritt bei emer Masse von Individuen erfolgt ist. 
Man gibt die (Geburiszeit eines Individuums durch das Datum, einer 
Generation etwa durch das Kalenderjahr ibrer Geburt an. 

Die absolute Zeit kommt weiter zur Anwendung bei Angabe der 
Epoche, in welcher die Beobachtung, die Messung, oder ein einzelner 
Akt derselben vorgenommen worden ist. So wird von einer Volks- 
zihlung das Datum, von einer Sterblichkeitsmessung der Zeitraum an- 
gegeben, innerhalb dessen die Wirkungen der Todesursachen, also die 
Todesfaille, beobachtet worden sind. 

Zu den relativen Zettangaben gehért vor allem das Alier, ge- 
messen durch die seit der Geburt jeweilen verstrichene Zeit; seine 
Angabe erfolgt zunichst in Jahren und Bruchteilen eines Jahres. Hs 
gehéri dazu weiter die Beobachtungsdaner als die seit dem Kintritt 
in die Beobachtung verstrichene Zeit; auch sie wird gewdéhnlich in 
Jahren und Bruchteilen eines Jahres gegeben. 

So kann denn ein Individuum in einem bestimmten Augenblicke 
durch mehrero Zeitangaben gekennzeichnet sein: Durch die Geburts- 
zeit, durch das Alter und durch die Beobachtungsdauer; der Unter- 
schied bei diesen Angaben liegt nur in dem Anfangspunkt der Zah- 
lung: bei der Geburtszeit ist es der Anfangspunkt unserer Zeitrechnung, 


ein. N.. Colajanni (Manuale di statistica teorica ¢ di demografia, Napoli, 1904) 
oringt sie in drei Gruppen: 1. Physische Todesursachen (Klima, Bodenhbeschaffen- 
heit, Feuchtigkeitsgrad usw.); 2. anthropologische (Geschlecht, Alter, physische 
und psychische Konstitution, Vererbung, Rasse); 3. soziale (Bevélkerungsdichtig- 
keit, Agglomerationsverhiltnisse, Verteilung des Besitzes, politische Verfassung, 
Gesetze, Kulturstufe, Religion, Familienstand, Beruf). 
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bei dem Alter der Zeitpunkt der Geburt, bei der Beobachtungsdauer 
der Zeitpunkt des Hintrittes in die Beobachtung. 

Damit wire die materielle Seite des Problems der Sterblichkeits- 
messung in knappen Ziigen gekennzeichnet. Nun handelt es sich um 
die Form, in der die verlangte mathematische Beschreibung gegeben 
werden soll. Es ist begreiflich, daB bei einem so vielgestaltigen 
Problem verschiedene Mittel ersonnen und in Anwendung gebracht 
worden sind, um dies zu leisten; sie werden im Laufe der weiteren 
Betrachtungen allmahlich zur Sprache kommen. Vor allem aber 
handelt es sich darum, unter méglichst einfachen Voraussetzungen, 
ohne Riicksicht darauf, ob sie sich irgendwo verwirklicht finden oder 
verwirklichen lassen, die Grundlagen der Beschreibung, die sogenannten 
SterblichkeitsmaBe, zu besprechen. Erst dann kann daran gegangen 
werden, die praktisch ausfiihrbaren Methoden zu erértern und ihre 
Resultate an dem Vergleich zwischen den ideellen Voraussetzungen 
und den wirklichen Verhiltnissen zu wiirdigen. 

255. Sterbens- und Lebenswahrsacheinlichkeit. Wir stellen — 
uns zundchst auf den ideellen Standpunkt, es sei méglich, eine groBe 
Anzahl |, gleichzeitig Geborener in Evidenz zu halten und zu beob- 
achten bis zu ihrem volligen Absterben. Da eine kontinwierliche Be- 
obachtung, die sich auf die jeweilige Menge der Personen zu beziehen 
hatte, praktisch unausfiihrbar ist, so beschranke man sich darauf, 
festzustellen, wie viele von den J, das Alter von 1,2,---2,2+1, 
---@— 1 Jahren vollendet haben, wobei vorausgesetzt wird, daB keine 
der Personen das Alter w erreicht habe. Dieses Ziel kann dadurch 
erreicht werden, daB man in den Zeitpunkten 


%=t+1, t2=t+2, --: t=t+2, 
ty, et+atl,.--- t2,=t+o—l, 


simtlich in Jahren ausgedriickt, wobei ¢ den Zeitpunkt der Geburt 
bedeutet, zihlt, wie viele der Personen am Leben sind; die so er- 
haltenen Zahlen, mit der urspriinglichen /, zusammengestellt, bilden 
die (niemals steigende) Reihe der sukzessive Ubderlebenden: 


loo yy cot bey leat Tale ae (1) 
Es steht nichts im Wege, auch die Anzahl der Uberlebenden in eimem 


Zwischenalter x + 4a, wo 4x <1, festzustellen; sie heibe 1,4 42. 
Man kann zu der Reihe (1) auch durch Ziblung der Sterbefille 


gelangen, die sich im Laufe der Jahre 


OU ps CRE lp et GPs Pea) ames (ye a 
zugetragen haben; ihre Anzahlen, die Zahlen der Toten, seien: 
Cialis eo Gay Oe: a, (2) 


Onzuber, Wabrscheinlichkeitsrechnung. If. 3, Aufl. 6 
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Es bestehen nimlich die Beziehungen 


et ad 
l, 4 L, oe a, 
ae a L, ag d,, (3) 
bees a Lis = d,,_» 


O= Ws aye; dy _1s 
Durch Summierung der Gleichungen von /J,,, abwarts ergibt sich 
0 =t,— >4d,, woraus 
. L = 24, (4) 
wobei sick die Summenbildung auf alle Zahlen von d, an bis zum 
SchluB der Reihe bezieht. 4 
Die allgemeine Relation zwischen den Uberlebenden und den Ge- 


storbenen lautet: 
d,=—1,—1,,;. (5) 


Der Verlauf der Reihen (1) und (2) muB als von der Geburts- 
zeit t abhangig erachtet werden, weil ja die zu verschiedenen Zeiten 
(an demselben Orte, in derselben Bevélkerung) Geborenen unter ver- 
schiedenen auBeren Verhidltnissen existierend in verschiedener Weise 
absterben werden. Er wird auch davon abhangen, ob man die beiden 
Geschlechter vereint oder getrennt beobachtet und somit besondere 
Reihen (1), (2) fiir jedes Geschlecht feststellt. 

Hatte eine vorausgehende Untersuchung gezeigt, daB die fiir 
Personen aus verschiedenen Geburtszeiten bestimmten Verhiltniszahlen 


4s yormale Dispersion aufweisen (vgl. Nr. 249, d) so ware 


l, 

Is = a (6) 
als eine empirische, und zwar als die der wahrscheinlichsten Hypo- 
these (Nr. 122) entspringende Bestimmung einer Wahrscheinlichkeit 
anzusehen, nimlich der Wahrscheinlichkeit, daB eine Person, welche 
das Alter x erreicht hat, vor Erreichung des Alters x + 1 sterben 
werde. Man nennt sie die Sterbenswahrscheinlichkeit zum Alter 2. 


Thr Komplement: 
! l 
p,=1-9¢,=" L Or a cae (7) 


hatte dann in demselben Sinne die Bedeutung einer Wahrscheinlich- 
keit, namlich der, daB eine Person, welche das Alter x erreicht hat, 
auch das Alter «-+ 1 vollenden werde; man nennt sie die Lebens- 
wahrschemlichkett zum Alter x. 
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Moo Gi °° Gar *°* Gay (1) (8) 
Po: Pi) NC Pr» ei Put (= 0) (9) 


ist ebenso wie die Reihen (1), (2) geeignet, den Verlauf’ des Sterbens 
darzustellen; es lassen sich in der Tat die Reihen (1), (2) aus jenen 
(8), (9) mittels der Relationen (6), (7) und des bekannten J, ableiten. 

256. Sterblichkeitsintensitat, Sterblichkeitskoeffizient 
und zeutrales Sterblichkeitsverhaltnis. Um die Raschheit des 
Sterbens oder die Sterblichkeitskraft in irgend einem Alter zu messen, 
hat man drei Gré8en ‘gleichzeitig in Betracht zu ziehen: 1. die Menge J, 
der Personen des betreffenden Alters, die am Leben sind; 2. die Menge 
der Todesfalle bis zu einem héheren Alter x + 42, d. i. be — let te 
=— Al,; 3. die GréBe der Altersdifferenz 4%. Und man wird be- 
rechtigt sein, die Sterblichkeitskraft fiir um so gréBer zu erkliren, je 
groéBer — 4/1, bei demselben /, und 4z, und je kleiner 1, und 4x 
bei demselben — 41, sind; hiernach bildet’der Ausdruck 
Al, 

1,40 

ein MaB der Sterblichkeitskraft bei dem Alter z, und zwar ein um so 
zutreffenderes, je kleiner das als konstant festzusetzende Jax ange- 
nommen wird. 

Der Verkleinerung des Ja ist aber durch die Menge der be- 
obachteten Personen eine Grenze gesetzt. Denn wiirde 4x so klein 
genommen, daB auf manchen Altersstufen (2,7 -+ 42) kein Todesfall 
eintrate, so ergabe sich bei solchen Altern die Sterblichkeitskraft Null, 
was der Vorstellung von dieser GréBe widerspricht. 

Wiewohl die Verminderung der urspriiglichen 7, Personen durch 
den Tod unstetig, in diskreten Zeitpunkten vor sich geht, kann man 
sich doch unter J, eine stetige (und differentiierbare) Funktion des 
Alters « vorstellen, die das Gesetz der Abuahme der Uberlebenden 
mit zunehmendem Alter darstellt und von der verlangt werden mub, 
daB sie bei den ganzzahligen x die Werte (1) annehme. Dadurch 
erlangt cian den Vorteil, daB auf den Vorgang des Absterbens die 
Hilfsmittel der Analysis anwendbar werden. 

An dieser Vorstellung festhaltend, bezeichnet man den Grenzwert 
des Quotienten (10) fir lim Jz =0 als die Sterblichkeitsintensitdt bei 
dem Alter x; wird sie mit yw, bezeichnet, so ist’) 


(10) 


1) Der Sterblichkeitsintensitat kommt sachlich die Bedeutung einer fiktiven 
Sterbenswabrscheinlichkeit zu; es bedeutet namlich — dl, die Anzahl der Sterbe- 


Ate edeimezeitintervall @, 274 d2), — ee Scat dioue7ahl iden Geerbafilte 


in einem Jahre, wenn diein jenem Zettintervall herrschende Sterblichkett durch das ganze 
6 * 
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be=— 7 = - (11) 


Ist J, wirklich als Funktion von a analytisch dargestellt, so kann 
nach dieser Formel uw, fiir jedes Alter bestimmt werden. 

Aus (11) ergibt sich durch Integration zwischen den Grenzen x 
und +1: 


wWoOreus 


> 
- fizas 


Pr a * (12) 


Diese Formel wiirde bei bekannter analytisch dargestellter Sterb- 
lichkeitsintensitat die Lebenswahrscheinlichkeit fiir jedes Alter zu 
bestimmen gestatten. 

Denkt man sich die Funktion |, durch die zu den Abszissen x 
gehérigen Ordinaten one Kurve, der Kurve der Uberlebenden, dar- 


gestellt, so bedeutet Sl > den Richtungskoeffizienten der Tangente im 


‘Punkte «| 1,1); die Selne, welche die Punkte —1/l,_1, ~+ 1) 1.4: 
verbindet, wird dort, wo l, keine groBe Bewegung ausfiihri, sich in 
der Richtung nicht wesentlich von jener Tangente unterscheiden; daher 


i Z dl 
kann niherungsweise “*1+— = a iat qn und 
rey gerta a 
i. = saris et+1 EP ot: Aspe (11*) 
z 


gesetzt werden; eine Formel, die man zur Bestimmung der Sterblich- 
keitsintensitat bei den ganzjaéhrigen Altern verwenden kann, wenn die 
Reihen (1), (2) gegeben sind. 

Aus der Formel (11) folgt — dl,= Hale dx und hieraus durch 
Integration zwischen den Grenzen a’ <a 


a" 


bdrm ft da 


x 
r 


Jahr unveréndert anhielte, mithin — iz die unter dieser Fiktion geltende Sterbens- 


wahbrscheinlichkeit zum Alter x. Man kann daraus den Schlu8 ziehen, da8 in 
solchen Lebensperioden, in denen sich die Sterbenswahrscheinlichkeit nahezu 
gleichférmig (d. h. nahezu linear) indert, zwischen Sterbenswahrscheinlichkeit 
und Sterblichkeitsintensitit nur ein geringer Unterschied bestehen werde. 

1) w, ist dabei durch den reziproken Wert der Subtangente dargestellt. 
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es existiert daher ein mittlerer Wert m(x’,2”) der Sterblichkeits- 
intensitaét wiihrend des Altersintervalls (z’, 2”), fiir den 


L.- — Lo= (a’, 2%) fr dx, 


woraus eben dieser mittlere Wert, den man als den Sterblichkeits- 
koeffiztenten dieser Altersstrecke bezeichnet, folgt: 


m (a, x") = eae. (13) 


fide 


Insbesondere nennt man den zu einem Altersjahr (a, # + 1) ge- 
horigen Sterblichkeitskoeffizienten auch das zentrale Sterblichkeits- 
verhdlinis dieses Altersjahrs; benutzt man dafiir das Zeichen m,, so ist 


m, = #alen (14) 


Der Nenner von (13) hat die Bedeutung einer Zeit; da namlich 
angenommen werden kann, da8 alle |, Personen, die das Alter x erreicht 
' haben, auch noch die Altersstrecke (x, x + dz) durchleben, so ist 


an" 


/l,dx die yon den 1, unter Beobachtung stehenden Personen auf der 


Altersstrecke (z’, x”) durchlebte Zeit; insbesondere ist demnach 


ae 


die yon diesen Personen Aare noeh durchlebte Zeit, also 


fi Ldz=f,,—~ F,,. 
Die Ermittlung von r wiirde die Aufzeichnung des Sterbealters 
jeder der i, Personen erfordern. 
Bei Besehrénkung auf ein Jahr kann man, wofern sich 1, nahezu 
gleichmabig dudert, niberangsweise 


nehmen, indem. man statt des variablen 1, das arithmetische Mittel 
seiner Endwerte setzt. 
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Hiermit schreiben sich dann die Formeln (13) und (14): 
m (a, a") — 2 (13*) 
2d, 2d 


ne pap ecb led ace 14* 
v Le thee 20 — 4, ( ) 


Mit Riicksicht auf die Formeln (6) und (7) kann auch geschrieben 
werden: 


ee 2(i1— Pz) 


Fo EE 


woraus sich die (ebenfalls angenitherte) Relation 


ee Oe, 


Pe 8 F am, 


zwischen p, und m, ergibt. 

257. Gebenserwartung. Die Wahrscheinlichkeit, daB eine 
Person, die das Alter x’ erreicht hat, in dem (spateren) Altersintervall 
(x, x -+ dx) sterber werde, ist 


da sie bis dahin die Zeit «— x’ durchlebt hat, so ist die gesamte 
Lebenserwartung einer Person des Alters 2’: 


© dl , 1 dl ' 
a= f—e@—a) = Pb [—$i @— 2) ae: 
¥ 


G 


x 


, U 5 : 
wendet man, x — 2’ =u und — oe dx = dv setzend, partielle Inte- 


gration an, so wird 


@ m 


— Se — 2") da [tax —,, 


Fad ax’ 


folglich 
e, = = ~ (16) 


In dieser Form stellt sich die Lebenserwartung in ihrer zweiten, 
iibrigens schon aus dem Begriffe der mathematischen Erwartung her- 
vorgehenden Bedeutung der méttleren oder durchschnittlichen Lebens- 
dauer dar. 

Unter der Annahme der gleichmiBigen Verteilung der Sterbefalle 
einer cinjihrigen Altersstufe tiber diese liBt sich die Lebenserwartung 
durch die Zahlen der Reihen (1) und (2), Nr. 212, ausdriicken. Geht 


If. Abschnitt. Sterblichkeitsmessung. 87 


man vom Alter x aus, so durchleben die d, Gestorbenen des ersten 


Jahres et dieser Annahme a, die d,,, Gestorbenen des zweiten 


A i ahres 2% — , die d, b5 ee rae: des nachsten Jahres Seats Jahre 
usW.; folglich ist 
ate + 3d,,,;+5d,,,+--:) 
=; (, iA en wi 2G es rai ) 
+(d z+1 +d 2+? as ‘) 
cs eee te us 
d. i. nach (4): 
Fe =s let lear tls te (17) 


Daraus ergibt sich der aus obiger Annahme entspringende Nihe- 
rungswert der Boe. der x-jéhrigen 


0 


.—¢ ae ented (18) 


Neben dieser vollen eae ad man die abgekirzte Lebens- 
erwartung 


Pee Was he eS Syne : 1 (19) 


CS CC Ch = Co 
‘2 ie C7 2 


Halt man neben diese Formel die Gleichung 
Isat agate Soles 
let4 a ey 


14+¢,,= 


so erhilt man eine approximative Beziehung zwischen Lebenswahr- 
scheinlichkeit und Lebenserwartung, indem 

1 eae ieee (20) 
ist, 

Es mu8 darauf hingewiesen werden, daB die Lebenserwartung zu 
einem bestimmten Alter x keine GréBe ist, die man mit einer allgemein 
angebbaren Wahrscheinlichkeit zu erwarten hatte; vielmehr hangt die 
relative GréBe dieser unendlich kleinen Wahrscheinlichkeit von dem 
ganzen ferneren Sterblichkeitsverlauf ab. 

268. Wahrscheinlichste und wahrscheinliche Lebens- 
dauer. Unter der wahrscheinlichsten Lebensdauer der 2'-jahrigen 
wire diejenige Dauer zu verstehen, bei deren Ablauf der Kintritt des 
' Todes relativ am wahrscheinlichsten ist. Nun ist die Wahrscheinlich- 
keit fiir einen 2’-jabrigen, in dem Altersintervall (7, a+ da) au 
sterben, gleich 
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dl, 
al, dz 
pis 
: : ees dl, a*l 1 
sie wird am gréBten, wenn — ,* ein Maximum, also wenn ~~ = ' 


dix 
(und ~ as ix 0) wird; angenommen, diese Bedingung ie. nur Sint 


den einen Wert x2 = & erfiillt, so wire & — x’ die wahrscheinlichste 
weitere Lebensdauer der 2’-jéhrigen. 

Ist in der Reihe der Zablen (2), Nr. 212, unter jenen, die auf 
d, folgen, d,; ,; die gréBte, so fallt die‘wahrscheinlichste Lebensdauer 
perisehion, 's und — + 1 (vgl. Nr. 250). 

Als wahrscheinliche Lebensdauer der x-jaihrigen wird jene Dauer ¢ 


bezeichnet, nach deren Ablauf die Anzahl J, dieser Personen sich 


durch das Absterben auf die Halfte vermindert hat, so da J,..= > i 


es ist dann beziiglich einer beliebigen Person des Alters z ebenso 
wahrscheinlich, das Alter «+r nicht AN erreichen, wie es zu iiber- 
schreiten. 

Man hat, um gy zu finden, in der Reihe (1) der Uberlebenden 


von 1, ausgehend bis zu jenen Zahlen |, , und l,, ,,, fortzuschreiten, 


1 : : . 
welche = 1, einschlieSen; dann liegt ¢ zwischen n und n + 1. 


259. Das Problem der Sterblichkeitsmessung. Im vor- 
stehenden ist eine Reihe von GréBen definiert, die, als Funktionen des 
Alters aufgefait, geeignet sind, die Massenwirkungen der Todesursachen 
zu beschreiberi. Man belegt sie mit dem gemeinsamen Namen Sterb- 
lichkeitsmafe oder brometrische Funktionen. Es befinden sich darunter 
absolute Zahlen, wie die Zahlen der Lebenden und der Toten, die 
Lebenserwartung, die wahrscheinliche Lebensdauer, und Relativzahlen, 
wie die Lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeit, die Sterblichkeits- 
intensitit, der Sterblichkeitskoeffizient und das zentrale Sterblichkeits- 
verhaltnis. Die biometrischen Funktionen sind nicht unabhingig von 
einapder; vielmehr ist es vermige der im Laute der Betrachtung 
zwischen ihnen nachgewiesenen Relationen médglich, aus einer von 
ihnen alle andern abmuleiten, eventuell bis auf emen willktirlich zu 
wihlenden Faktor. 

Das Problem der Sterblichkeitsmessung wird nun praktisch dahin 
aufgefaft, daB man verlangt, es seien die Werte einer der biometrischea 
Funktionen, gehérig zu einer nach arithmetischer Progression fort- 
schreitenden Wertreihe des Alters 2, anzugeben. Die Beschreibung 
erschemt dann in der Form einer zweispaltigen Tabelle, deren eine 
Spalte die steigend geordneten Alter enthalt, wahrend die andere die 
augeordneten Werte der gewiblten biometrischen Funktion angibt. 


1) Wendepunkt in der Kurve der Uherlebenden. 
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Jede so aufgebaute Tafel kann als Sterbetafel, Sterblichkeits- oder 
Mortalitatstafel im weiteren Sinne bezeichnet werden, gleichgiiltig also, 
ob sie Lebens- oder Sterbenswahrscheinlichkeiten, Sterblichkeitsinten. 
sitéten, Lebenserwartungen o. dgl. anfihrt. 

Seit dem ersten wissenschaftlichen Versuche, die menschliche 
Sterblichkeit zahlenma&Big zu beschreiben, den der englische Astronom 
E. Halley*) unternommen, hat sich vorzugsweise die Reihe der 
Zahlen 1, der Uberlebenden unter dem obigen Namen eingebiirgert, 
die man insbesondere auch mit dem Newien einer Absterbeordnung 
oder einer Dekremententafel belegt. Aus praktischen Riicksichten, also 
nicht, weil es notwendig ist, wird eine solche Tafel zameist noch 
durch Angabe anderer biometrischer Funktionen, so insbesondere der 
Zahlen der Toten d,, der Sterbens- und Lebenswahrscheinlichkeiten 
Vx Pz» Mmitanter auch der Lebenserwartungen u. a. m. erweitert. 

Die bisherigen Entwicklungen sind unter Voraussetzungen gefiihrt 
worden, welche sich in Wirklichkeit nicht erfiillen lassen; sie hatten 
daher lediglich den Zweck, die grundlegenden Begriffe festzustellen, 
nicht aber die Bestimmung, einen praktisch verwendbaren Weg zur 
Gewinnung einer Sterbetafel anzugeben. 

Es ist zuniichst angenommen worden, da die Beobachtungen an 
einer groBen Zahl gleichzeitig Geborener ausgefiihrt werden. Die nichste, 
der praktischen Ausfiihrbarkeit niher kommende Modalitét wire die, 
daB man eine Generation, d.i. die Geborenen eines ausgedebnten 
Zeitraumes, etwa eines Kalenderjahres, beobachtet. Aber auch dieser 
Vorgang erweist sich wegen der dazu erforderlichen langen Beobach- 
tungsdauer und wegen der Schwierigkeit, ja Unméglichkeit der Evident- 
haltung einer Generation durch die ganze Dauer ihres Bestandes als 
zur Erreichung eines praktischen Resultates ungeeignet. Man wird 
gendtigt sein, die Beobachtung auf verschiedene Generationen, auf 
Personen verschiedener Ortlicher und zeitlicher Abkunft zu erstrecken 
je nach dem Zwecke, den man verfolgt. 

Es wird nun den Gegenstand der folgenden Hrérterungen bilden, 
nach welchen Metheden es praktisch miglich ist, den Verlauf einer 
der biometrischen Funktionen zu erforschen, und welche Modifikationen 
die entwickelten Begriffe unter den Voraussetzungen einer solchen 
Methode erfahren. 


1) Der vollstindige Titel dieser fiir die Geschichte der Sterblichkeitsmessung 
hochbedeuisamen Arbeit lautet: An Estimate of the Degrees of the Mortality 
of Mankind, drawn from curious Tables of the Births and Funerals at the City 
of Breslaw, with an Attempt to ascertain the Price of Anauities upon Lives. 
Sie erschien im XVII. Bande der London Philos. Trans. (fir das Jahr 1693) und 
umfaBt 14 Seiten. —- Vgl. auch meine Ansgabe von De Moivre, p. 171, FuBn. 7) 
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§ 2. Formale Bevélkerungstheorie. 


260. Geometrische und analytische Hilfsmittel der Dar- 
stellung. Die praktische Erledigung von Fragen tiber Sterblichkeit, 
Lebensdauer, Dauer eines bestimmten Zustandes ete. setzt die genaue 
Erfassung jener Vorginge voraus, durch welche der auBere Umfang 
and die innere Zusammensetzung einer Menschenmasse bedingt wird, 
sei dieselbe auf natiirlichem Wege (Bevélkerung) oder durch eine auf 
ein bestimmtes Ziel gerichtete Absicht zusammengefiihrt worden. Ks 
handelt sich dabei um abstrakte oder formale Beziehungen, die unab- 
hangig sind von der Lage des einzelnen Falles, vielmehr die gemeinsame 
Grundlage bilden fiir alle. 

Fiir die Klarstellung dieser Beziehungen haben sich die Hilfs- 
mittel der Geometrie in einer eigenartigen, der Sache angepaBten An- 
wendung als sehr wertvoll erwiesen; an die geometrische Verbildlichung 
1aBt sich dann eine analytische Formulierung der Ergebnisse an- 
schlieBen. So hat sich als eine wichtige Grundlage fiir Untersuchungen 
des Bevélkerungswechsels eine formale Bevolkerungstheorie entwickelt, 
die wieder, je nach den Mitteln, deren sie sich bedient, in eine 
graphische und eine analytische Statistik geschieden werden kénnte. 

Was die geometrischen Darstellungen betrifft, die schon vermége 
ihrer Anschaulichkeit den Ausgangspunkt zu bilden haben, so kénnen 
sie in zwei Gruppen geschieden werden. Die einen sind individualisierend, 
insofern sie jedes Individuum der Masse gesondert verfolgen und zur 
Anschauung bringen; die andern fassen die Masse als Ganzes auf und 
betrachten die Vorgiuge als stetige Funktionen der Zeit. Im schlieB- 
lichen Erfolg treffen beide zusammen; ihr Resultat sind allgemeine 
GréBenbeziehungen. Vom methodischen Standpunkte méchte wohl 
den Darstellungen der zweiten Art der Vorzug gegeben werden, weil 
sie zu einer einfacheren analytischen Formulierung fiihren; dagegen 
laBt sich nicht leugnen, daS die Darstellungen der ersten Art eine 
treuere Wiedergabe der tatsichlichen Vorginge vermitteln. 

Bevor an die Mitteilung der Prinzipien einiger Darstellungen 
geschritten wird, mégen einige Bemerkungen allgemeiner Natur Platz 
finden. 

Bei bevélkerungsstatistischen (und diesen analogen) Untersuchungen 
kommt es im Wesen darauf an, die Individuen einer Masse auf das 
Bestehen eimes Zustandes oder auf den Kintritt einer Zustandsdnderung 
zu beobachten; so sind: leben; ledig, verheiratet, verwitwet sein; aktiv, 
invalid sein; gesund, krank sein — verschiedene Zustinde, um deren 
Wahrnehmung es sich nicht bloB aus wissenschaftlichem Interesse, 
sondern auch aus praktischen Griinden handeln kann; ebenso verhilt 
es sich mit Zustandsinderungen wie: Eintritt (aus dem vorgeburt- 


Li. Abschnitt. Sterblichkeitsmessung. 9} 


lichen Leben) ins Dasein, sterben; heiraten; Witwer (Witwe) werden; 
invalid werden; erkranken, genesen u. a. 

Bei der Beobachtung spielen nun Zeitpunkte (Zeiten) und Zeit- 
strecken (Zeitriume) eine maSgebende Rolle. 

Man kann ein statistisch zu erfassendes Moment (Zustand oder 
Zustandsinderung) im Leben eines Individuums vergleichen mit einem 
Punkt in einer Strecke, die auf einem Sfrahle liegt: Der Ursprung O 
des Strahls ist der Anfangspunkt der biirgerlichen Zeitrechnung, die 
Strecke stellt den zeitlichen Lebenslauf des Individuums dar; den 
Punkt wollen wir einen Ereignispunkt nennen und allgemein mit E 
bezeichnen. Die Lage des Punktes H gegen O bestimmt die Zeit r 
der Beobachtung. Es kann aber notwendig sein, auch die relative 
Lage des Ereignispunktes gegen andere Ereignispunkte desselben 
Lebenslaufs anzugeben; der Hreignispunkt ist dann durch mehrere 
Zeitangaben gekennzeichnet, die wir seine Zeitkoordinaten nennen 
wollen. 

Einige Beispiele werden dies erliutern. 

Ist der Ereignispunkt der Geburtspunkt KF, so kann nur von 
einer Zeitkoordinate gesprochen werden, von der ‘Geburtszeit 2 (OE, ys 

Bedeutet H, den Zeitpunkt der EheschlieBung, so erfordert seine 
Beschreibung die Angabe zweier Koordinaten: seinen Abstand von O, 
das Heiratsdatum, und den Abstand von FE, das Heiratsalter. 

Stellt H, ein Ereignis im Verlauf der ersten Ehe vor, so sind 
zu seiner vollisténdigen Kennzeichnang drei Koordinaten notwendig: 
sein Abstand von 0; sein Abstand von /,, der das momentane Alter, 
und sein Abstand von F,, der die bis zum Ereignis FE, verflossene 
Ehedauer angibt. 

Bildet der Punkt EF, eine zweite EheschlieBung ab, so bedarf es 
zu seiner Beschreibung "der Angabe von vier Koordinaten: des Ab- 
standes von O; des Abstandes von H,, der das zweite Heiratsalter 
miBt; des Abstandes von F,, der den Zeitraum zwischen beiden Khe- 
schlieBungen bestimmt; endlich des Abstandes von jenem Punkte, der 
die Lésung der ersten Ehe abbildet, wodurch die Dauer des zwischen- 
ehelichen Standes gegeben ist; damit ist implizite auch die Dauer 
der ersten Khe bestimmt. 

Die Beispiele lieBen sich leicht vermehren und komplizierter ge- 
stalten. 

Die Statistik verzichtet mitunter auf die Beriicksichtigung einzelner 
Zeitkoordinaten; so wird z. B. hiufig von dem Datum des Ereignis- 
punktes abgesehen; werden KheschlieBungsalter schlechtweg in Betracht 
gezogen, so heift dies, daB bei wiederholten Heiraten die zu ihrer 
Kennzeichnung eigentlich notwendigen Zeitangaben auBer acht gelassen 
werden u. 4. m. 

‘Nach dieser Vorbereitung kann an die Definition eines fiir die 
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Statistik tiberhaupt und fiir die Sterblichkeitsmessung insbesondere 
grundlegenden Begriffes geschritten werden. 

_ Eine Masse, deren Individuen durch ein yemeinsames, statistisch 
zu erfassendes Moment zusammengehalien werden mit der Mapgabe, da 
awischen den Zeitkoordinaten dieses Moments bei den einzelnen Individuen 
eine vorgeschriebene Relation besteht, wird als eime statistische Gesamt- 
heit bezerchnet. 

Von der Zahl der Koordinaten hingt, wenn man die mathe- 
matische Ausdrucksweise weiter beibehalt, die Ausdehnung oder die 
Miichtigkeit der Gesamtheit ab. 

Wenden wir uns jetzt der Beobachtung einer Masse lediglich in 
bezug auf Leben und Sterben zu, so kommen drei Zeitangaben in 
Betracht, zwischen denen aber eine Gleichung besteht, so da® nur 
zwei als unabhangig voneinander gelten kénnen, namlich: 

Die Geburtszeit 1; 

die Beobachtungs- (oder Erfiillungs-)Zeit + fiir einen bestimmten 
Ereignispunkt (sei es der Zustand des Lebens oder die Zustands- 
anderung des Sterbens); 

das Alter x bei diesem Hreignispunkt; 
die Gleichung zwischen diesen GréBen lautet: 


a Ge te 


Jede geometrische Darstellung muff diese drei Zeiten entnehmen 
lassen. 

Bei den individualisierenden Methoden entspricht jeder Person 
eine Lebenslimee, deren Anfangspunkt die Geburt, deren Endpunkt das 
Sterben bedeutet'). Die Ebene, in welcher die Darstellung erfolgt, 
wird dadurch sur Trigerin eines Systemes (paralleler) Lebenslinien, 
einer Reihe von Geburtspunkten und eines Systemes von Sterbe- 
punkten, Fiir die Zusammenfassung der Individuen nach gewissen 
Merkmalen zu Gesamtheiten ist eine dreifache Zerlegung der Masse 
von Wichtigkeit: nach der Geburtszeit, nach dem Alter und nach der 
Beobachtungszeit. Diese Zerlegung erfolgt bei der Darstellung in der 
bene durch drei Arten von Scheidungslinien: solche nach der Ge- 
burtszeit (¢); soleke nach dem Alter (x); solche nach der Beobach- 
tungs- oder Erfiillungszeit (7). Hine Linie (¢) trennt also die Masse 
in einen Teil, dessen Geburt vor der Zeit ¢, und einen Teil, dessen 
Geburt nach der Zeit ¢ erfolgt ist; eine Linie (7) trennt alle Hreig- 
nisse, welche bei den Individuen der Masse eingetreten sind, bevor 
sie das Alter x erreicht hatten, von Hireignissen, die nach dem Alter x 


1) Bei Individuen, welche erst nach der Geburt in die Masse eintreten und 
eventuell vor dem Tode aus ihr scheiden, tritt an die Stelle der Lebenslinie 
eine Beobachtungslinie. 
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eintrafen, und in gleicher Weise scheidet eine Linie (r) Ereignisse 
vor der Zeit r vou solehen nach dieser Zeit. 

Bei der Darstellung von K. Beeker') (Fig. 21) werden Geburts- 
zeit ¢ und Erfiillucgszeit + auf zwei zueinander senkrechten Achsen 
OT und OF vom gemeinsamen Nullpankte O aus aufgetragen. Die 
Lebenslinien GS sind parallel zu Oc7, die Geburtspunkte G liegen in 
der Halbierungslinie Og des Winkels 702; die Alter x werden auf 
der zu Og senkrechten Geraden OX gemessen. Es ist also, wenn S 
den Sterbepunkt bedeutet, OA = ¢ die Geburtszeit, OB = ax das Sterbe- 
alter und OC = 1 die Sterbezeit der betreffenden Person”). Die Scheide- 
linien (f), (2), (c) sind der Reihe nach parallel zu Oc, Og, OT; sie 
lassen in dem durch die Figur dargesteliten Falle erkennen, daB die 
Person, deren Lebenslinie GS ist, ge- 
boren wurde vor der Zeit OA’, gestorben 
ist vor Erreichung des Alters 0B’ und 
vor der Zeit OC’. 


7 { 
Se a eee 
as ef 7 
g eo 3 ae 
a H ee Y 
y; a4 
Tie eS we 
ws Wy Ye 
Oe VS 
oi Pee ee i 
aa 
Br fo) 
by 
2G 
Fig. 21. Fig. 22. 


Die Darstellung, welche W. Lexis*) gewihlt hat, bedient sich 
einer Zeitachse O7 und einer Altersachse OX, die aufeinander senk- 
recht stehen (ig. 22). Die Lebenslinien AS sind parallel OX, die 
Geburtspunkte A liegen auf O7. Um die Erfiillungszeit des Ereig- 
nisses S auf O7' abzuschneiden, wird SC parailel zu der Geraden OF 
gezogen, die auf der Halbierungslinie von 7'O.X senkrecht steht. Be- 
deutet also S den Sterbepunkt, so ist OA—t die Geburtszeit, OB= x 
das Sterbealter und OC die Sterbezeit der verbtidlichten Person. Die 
Scheidungslinien (#), (ct), (w) sind der Reihe nach au OX, OF OT 
parallel. 

t) Zur Berechnung von Sterbetateln an die Bevélkerungsstatistik zu stellende 
Anforderunger. Berlin 1874. ‘ 

2) Da die Alter « hier nach einem andern (2 mal kleineren) Mafstabe 
aufgetragen sind als ¢ und c, so bestehé in der geometrischen Darstellung die 


Beziehung t-+ x=r nicht; es ist vielmehr OA OBY2 = OC. 
3) Kinleitung in die Theorie der Bevilkerungsstatistik. StraSburg 1875, p. 5. 
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Lexis hat an demselben Orte!) eine Modifikation seiner Dar- 
stellung angegeben, die sich von der fritheren dadurch unterscheidet, 
daB die drei Linien OT, OX, OF der Reihe nach Winkel von 60° 
einschlieBen (Fig. 23). Die Scheidelinien begrenzen dann gleichseitige 
Dreiecke, wiahrend sie friiher gleichschenklig rechtwinklige Dreiecke 
gebildet haben. Dies ist zugleich das Prinzip jener Methode, welche 
Lewin 1876 in einer Denkschrift dem statistischen Kongresse in 
Budapest vorgelegt hat. 


Fig. 93. 


Verschieden von den bisherigen ist die zweite Darstellung, die 
G. F. Knapp?) gegeben hat. Bei ihr werden alle Zeiten auf emer 
Achse, OX (Fig. 24), ersichtlich gemacht, wahrend auf der andern, 
dazu senkrechten Achse OY den Individuen der Masse in der Reihen- 
folge ihrer Geburt aquidistante Punkte zugewiesen sind. Durch die 
Ordnungszah! » und die Geburtszeit OA =? eines Individuums ist 
dessen Geburtspunkt G bestimmt, die Lebenslinie GS, parallel 2u OX, 
zeigt durch ihre Linge AC =a das Sterbealter an, und OC =1 ist 
die Sterbezeit. Die Ortslinie g der Geburtspunkte li8t die (wechselnde) 
Raschheit in der Aufeinanderfolge der Geburten erkennen. Die Schei- 
dungslinien (#), (~), (x) sind der Reihe nach den Linien OX, g, OY 
parallel; (2) ist die um a in der Richtung OX verschobene gq’). 

261. Fortsetzung. Indem wir nun dazu tibergehen, die Ver- 

1) Kinleitung in die Theorie der Bevélkerungastatistik. StraBburg 1875, p. 13. 

2) Die Sterblichkeit in Sachsen. Leipzig 1869, p. 113 ff, und: Theorie des 
Bevélkerungswechsels. Braunschweig 1874, p. 26 ff. —- Knapps erste und zu- 
gleich die Alteste Darstellung gehirt nicht zu den individualisierenden; wir 
gehen auf sie nicht nither ein, weil dig in der niichsten Nummer behandelte 
Darstellung dasselbe in viel vollkommenerer Form leistet, und erwihnen nur, 
daf8 Knapp sie in der Schrift: Uber die Ermittelung der Sterblichkeit, Leipzig 
1866, verdffentlicht hat. 

3) Vgl. zu diesem Artikel: L. Perozzo, Della rappresentazione di una 


collectivita etc., Annali di Statistica (2), XII (1880), deutsch von W. Lexis, 
Jahrb. f. Nationalék. u. Statist. 35 (1880). 
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anderungen einer menschlichen Masse, soweit es sich um Geburten 
und Sterbefalle handelt, als stetig in bezug auf den Verlauf zu be- 
trachten und die aus dieser Vorstellung entsprungene geometrische 
Darstellung G. Zeuners') zu entwickeln, beginnen wir mit einer 
analytischen Betrachtung, deren Ausgangspunkt eine Funktion von 
unmittelbar verstiandlicher Bedeutung ist. 

Nach Knapps*) Vorgang wollen wir unter I’(é, x) die Menge der 
Jenigen verstehen, die von einem festen Zeitpunkte an bis zur Zeit ¢ 
geboren das Alter z erreicht haben. Indem wir F(t, x) als stetige 
und nach beiden Argumenten differentiierbare Funktion auffassen, wird 


F(t + dt, x) — F(t, x) =f(t, 2)dt (1) 


die Menge jener im Zeitintervall (¢,¢ + dt) Geborenen sein, die das 
Alter x erreicht haben; dabei bedeutet 


: a= f(t,2), (2) 
namlich der partielle Differentialquotient von I(t, ~) nach ¢, die 
Uberlebensdichtigkeit der zur Zeit ¢ Geborenen im Alter z. 

Weiter ist 
— [fb 2 + dz) — f(t, 2)]dt = y(t, «)dtde (3) 


das negativ genommene zweite Differential von F(t) nach ¢ und x 
die Menge derjenigen aus dem Intervall (¢,¢-+ dt) Geborenen, welche 
in dem Altersinterall (7, «+ dx) sterben; es bedeutet also 

f= p(t, 2) (4) 
die Sterbensdichtigkett der zur Zeit { Geborenen bei Erreichung des 
Alters x. 

Die Flache, die sich durch Interpretation der Gleichung (2) in 
einem rechtwinkligen Raumkoordinatensystem mit den Achsen O7, 
OX, OZ ergibt, bildet die Grundlage der Zeunerschen Darstellung. 
Die Fig. 25 soll ein ideelles Bild jenes Teiles der Flache geben, der 
von den Kurven 

e=f(t,0), -=f,2), «=f,2), 0=fG«x) 
begrenzt wird. - , 

Die erste dieser Kurven: (4 = 0), 2 = f(t, 0), veranschaulicht den 
Verlauf der Geburtendichtigkett und soll Geburtenkurve heiben; der 
Bogen G,G, entspricht dem Zeitraume von OA,=t, bis OA, = ty. 

Die zweite Kurve: ((=¢,), 2=/(t,,”) zeigt die Abnahme der 
mur Zeit OA, = t, Geborenen mit dem zunehmenden Alter; daher soil 


1) Abhandlungen aus der Mathematischen Statistik. Leipzig 1869. 
2) Die Sterblichkeit in Sachsen, p. 112, und: Theorie des Bevdlkerungs- 


wecbsels, p. 82. 
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G,S, die Absterbekurve fiir die Gebartacare t, heiBen. Hine ahnliche 
Bedeutung hat die dritte Kurve: (¢=1%,), 2=/f(t, 2), namlich G,8,, 
fir die Geburtszeit OA,=t,. Diese Kurven fallen im allgemeinen 
verschieden aus nicht blo8 Feats , weil die relativen Mengen der 
Geburten zu den Zeiten ¢,, t,, dargestellt durch A,G,, A,G,, ver- 
schieden sind, sondern weil auch anzunehmen ist, daB die zu ver- 
schiedenen Zeiten Geborenen in ungleicher Weise absterben. 

Die vierte Kurve endlich: (¢ = 0), 0 = f(¢, x), in der Figur durch 
S,S, dargestellt, versinnlicht den Zusammenhang zwischen der Ge- 
burtszeit und dem hdchsten Alter, das die aus ihr Stammenden er- 
reichen. Hiernach ware OB,=, das Alter der zuletzt Gestorbenen 
aus der Geburtszeit OA,=t, und OC,=+t,+%,=1, die Erfillungs- 


Fig. 25. 


zeit dieses ee wenn S,C, so gezogen wird, daB der Winkel S,¢, B, 
gleich 45° ist. Die lotzte Pomerat zeigt zugleich, wie auf der 
Achse OX auBer dem Alter x auch die Erfiillungszeit +t zum Aus- 
druck zu bringen ist. 
Man kann indessen fiir viele Frocks von der riumlichen Dar- 
stellung absehen und lediglich mit der Ebene O 7X (Fig. 26) operieren, 
die man sich auf zweierlei Art mit Funktions- 
a Cy werten belegt denkt: eimmal mit den Werten 


t ge der Uberlebensdichtigkeit f(t, x), ein zweites Mal 

Abas i mit den Werten der Sterbensdichtigkeit (¢, x); 

beide Werte gehéren zu dem Punkte M(t, 2), 

7 und die Beobachtungszeit des Ereignisses, das 
Fig. 26. 


diesem Punkte entspricht, ist OC = t. 
262. Allgemeine Satze fiber Gesamtheiten von Lebenden 
und Gestorbenen. Lrster Saiz: ,Ist x(¢) eine 


Divs ae “¥ eindeutige Funktion und z == y(¢) die Gleichung 
f arate os einer Kurve in der Ebene O7'X, 80 ist das tiber 
1 apicorsg den Bogen M,M, (Fig. 27) dieser Kurve er- 
hea. Me streckte Integral der Funktion f(t, 2) der Aus- 
\p druck fiir die Menge der aus der Zeit (t,, ¢,) 

Wig. 27. Geborenen, welche das durch M,M, gesetzte 


Alter erreicht haben.“ 


A 
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Denn es ist tatsachlich 


J fi ayat = fj ‘Us (hat 


M, My 


vermége der Bedeutung von f(t, x) die Menge derjenigen, zwischen 
deren Geburtszeit und Alter die Beziehung « = y(t) besteht. 

Mit Bezugnahme auf die Zeunersche Flache interpretiert besagt 
dieser Satz folgendes: Der Durchschnitt M, M, P, P, der Flache Fig. 28 
mit einem zur z-Achse parallelen Zylinder gibt in seiner Projektion 
A,A,Q,Q, auf der T7Z-Ebene die Menge derjenigen, die in der Zeit 
(it, , t,) geboren, die durch die Kurve M, M, begrenzten Alter erreichi 

en. 

Bei den Darstellungen der Nr. 217 wiirde diese allgemeine Ge- 

samtheit von Lebenden durch die Zahl der 
Zz Schnittpunkte bestimmt, welche die Kurve 
| M, M, mit den Lebenslinien ergibt. 


Zweiter Satz: ,,Das tiber eine Figur £ (Fig. 29) ausgedehnte 
Integral der Funktion g(é, 7), das auch gleichkommt dem im Simne- 
des Pfeiles tiber den Umri8 I der Figur erstreckten Integral der 
Funktion f(t, 7), bedeutet die Menge der in dem Zeitraume (¢,, 4) 
Geborenen, welche zwischen dev durch I bezeichneten Altersgrenzen 
gestorben sind.“ 

Der eine Teil der Aussage folgt unmittelbar aus der Bedeutung 
von (t,x) als Dichtigkeit der Sterbefalle an der Stelle t)x. Weil 
ferner 

6? F(t, x) oft, x 
Ceara ae 


by Ze 
[ fow sdtde~—f at { M2 ae 
A Al Ly 


by 4 
= {Te x)dt + [Ft mat = [70 a at. 
t & isi 


Czuaber, Wanhrscheialichkeitsrechnung, TJ. 5. Aufi. 7 


so 18h 
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Bei geometrischer Interpretation an der Zeunerschen Flache ist 
diese allgemeine Gesamtheit der Gestorbenen durch die TZ-Projektion 
jenes Teiles der 
Flache dargestellt, 
der sich auf der 
TX-Ebene in die 
Figur # projiziert 
(siehe Fig. 30). Bei 
den Diagrammen 
der Nr. 217 ware 
sie durch die Anzahl 
der Sterbepunkte 
bestimmt, welche in 
die Figur F zu lie- 
gen kommen. 

263. Hauptgesamtheiten der Lebenden. Unter den denk- 
baren Gesamtheiten Lebender und Gestorbener gibt es nur eine relatiy 
kleine Anzahl solcher, die bei der Sterblichkeitsmessung Verwendung 
finden; auch sind es nur wenige, die sich, zumal in ganzen Bevélke- 
rungen, statistisch leicht erheben lassen. Beziiglich der Lebenden 
sind folgende Gesamtheiten von Wichtigkeit. 

Die erste Hauptgesamtheit der Lebenden ist die Gesamtheit der 

Gleichaltrigen. Sie ist im geometrischen Bilde 
0,» _% xy (Fig. 31) durch eine zu OT parallele Strecke B, B, 


ae Bo dargestellt und zahlt die Personen, die in der 
| es Zeitstrecke (t,, ¢,) geboren ein bestimmtes Alter a 
4g B, erreicht haben. Die Erfiillung dieses Alters er- 
ip ‘ folgt aber nicht gleichzeitig; von der ersten Per- 
ake son der Gesamtheit wird es zur Zeit 
t= t,4-2, 
von der letzten zur Zeit 
Mets 


vollendet; ist also die Geburtsstrecke einjiibrig, so ist auch die Dauer 
der Hrfiillung eines bestimmten Alters einjaéhrig. 
Analytisch ist diese Gesamtheit durch 


fy 
V= [ fit, a)dt 
ES 


ausgedriickt; ein besonderer Fall derselben ist die Geburtenmenge aus 
der Zeitstrecke (t,, 4), im Bilde durch die Strecke A, A, vertreten, 
analytisch durch , 
V, =| f(t, Oat 

4 


hestimme. 
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Fiir die Bevélkerungsstatistik hat diese Hauptgesamtheit nur 
theoretische Bedeutung; ihre direkte Erhebung ist nur dort mdglich, 
wo Individualbeobachtung gepflogen wird, also in geschlossenen Ge- 
sellschaften. In der Bevélkerungsstatik wird sie auf andere, zihlbare 
Gesamtheiten zuriickgefiihrt. 

Die zweite Hauptgesamtheit der Lebenden ist die Gesamtheit der 
Gleichzeitiglebenden oder der Gesdhlten. Im Bilde 
(Fig. 32) entspricht ihr eine gegen O7' und OX 
gleich geneigte Strecke C,C,. Sie umfaBt Per- 
sonen, welche in der Zeitstrecke (¢,, t,) geboren 
zur Zeit t am Leben sind, gezdhlt werden; die- 
selben stehen in verschiedenen Altern, und zwar 
haben die jiingsten das Alter 


t= t— ts, 
die altesten das Alter 
tz=t—t,, 
so daB sie einer einjahrigen Altersklasse angehéren, wenn die Cene- 
ration emjahrig war. 
Der analytische Ausdruck fiir diese Gesamtheit ist') 


V, ~ (T(t, a)dt — {it «— tdt. 


6,6, é 


Diese Gesamtheit wird bei Volkszihlungen unmittelbar erhoben, 
wenn die Gezahlten nach Kalenderjahren der Geburt geschieden werden. 
So stehen bei einer am 31. Dezember 1900 vorgenommenen Volks- 
ziblung die Personen aus dem Geburtsjahre 1850 (d.i. vom 1. Januar 
bis 31. Dezember 1850) auf der Altersstufe von 50 bis 51. 

264. Hauptgesamtheiten von Gestorbenen. Der ersten 
Hauptgesamtheit von Gestorbenen entspricht im geometrischen Bilde 
(Fig. 33) ein Rechteck B, B, B,’B,’ mit zu 
den Achsen parallelen Seiten. Die Gesamt- 
heit besteht aus Personen, die in der Zeit- 
strecke (t,, t,) geboren, nach Vollendung des 
Alters x, und vor Vollendung des Alters x, 
gestorben sind. Das Sterben erfolgte zu |, 
verschiedenen Zeiten, bei den ersten zur Zeit Fig. $3. 


t= + x, 


1) Man kann in dem Zeichen der vorstehenden Gesamtbeiten auch die 
andern sie bestimmenden Momente zum Ausdruck bringen und fiir V, vollstan- 
diger schreiben Vi:/" oder V2/" usw., ebenso fiir V, schreiben V21/* oder 
V2/4 osw. Vgl. E. Blaschke, Vorlesungen tiber Math. Statistik, Leipzig 1906, 
p. 28 ff. 

7* 
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bei den letzten zur Zeit 
T, = ty + 2q. 
Im ganzen ist also zur Erhebung dieser Gesamtheit der Zeitraum 
%—t, == —h+%,—%, 

speziell ein Zeitraum von zwei Jahren erforderlich, wenn einjihrige 
Generationen und einjahrige Altersstufen beobachtet werden. Beispiels- 
weise sterben die im Kalenderjahre 1890 Geborenen auf der Alters- 
stufe von 20 bis 21 Jahren in den beiden Kalenderjahren 1909 


und 1910. 
Der analytische Ausdruck dieser Gesamtheit ist 


tg 2g by 22 
M,—f folt, aadtde= f(t, ade — f(t, 2) at; 
4 2, 4 4 
in der letzten Form erscheint M, als Differenz von zwei ersten Haupt- 
gesamtheiten Lebender, namlich 
Mem iV pl 

eine Relation, die aus der Zeunerschen Darstellung unmittelbar zu 
entuehmen ist. 

Die zweite Hauptgesamtheit der Gestor- 
g-—t__A% { y» benen ist im Bilde (Fig. 34) durch ein Paral- 


pee Cea lelogramm C, C, C,’C,' vertreten, von dem zwei 

se SE 3 f 

Not AML aL Seiten parallel zu OX, die zwei andern unter 

Aer aye 45° geneigt sind. Sie besteht aus den Per- 
ye 2 fae ; 

ewe sonen, die in der Zeitstrecke (t,, 4.) geboren, 
5 Fig. 34. nach der Zeit t, und vor der Zeit t, ge- 


storben sind. Das Sterben geschah in ver- 

schiedenen Altern, bei den jiingsten im Alter 

hy = T — by, 
bei den altesten im Alter 

y= 1, — by, 
so daB cich die Alter in einem Intervall von 

Ly — X= %— +h t,, 
also speaell von gwei Jahren bewegen, wenn die Gestorberen aus 
einera Kalenderjahre sitammen und in einem Kalenderjahre beobachtet 
wurden. So stehen beispielsweise die im Kalenderjahre 1900 ver- 
zeichneten Verstorbonen aus dem Geburtsjahre 1850 im Alter von 
49 bis 51 Jahren. 
Analytisch drtickt sich diese Gesamtheit durch 
ig Met 


M,-f { ott, n)dtdx 


4 tt 
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aus, kann aber auch durch Hauptgesamtheiten 2weiter Art von Leben- 
den dargestellt werden, indem 


M,=V,,—V,, 
ist. 

Die dritte Haupigesamitheit von Gestorbenen ist im Bilde (Fig. 35) 
durch ein Parallelogramm dargestellt, von 
dem zwei Seiten parallel zu OT, zwei 
unter 45° geneigt sind. Sie umfaBt Per- 
sonen, welche nach der Zeit +r, und nach 
Vollendung des Alters 2,, jedoch vor der | | We 
Zeit t, und vor Vollendung des Alters 2, 4 eae 
gestorben sind. Sie stammen aus verschie- 
denen Geburtszeiten, und zwar die ersten 
und dltesten aus der Zeit 


X 


Fig. 35. 


f= — 2, 
die letzten und jiingsten aus der Zeit 
t. 


z 


die Zeitstrecke der Geburten hat also die Linge 


ae oe ts 


_— 4 = 7, — 1,4 4,— 2}. 


Hiernach gehéren die wahrend eines Kalenderjahres paskaeteren 
Sterbefalle einer einjahrigen Altersklasse zwei Geburtsjahren an; bei- 
spielsweise die im Jahre 1910 beobachteten Gestorbenen von 30 bis 
31 Jahren den Kalenderjahbren 1879 und 1880. 

Der analytische Ausdruck dieser Gesamtheit ist*) 


fo %—x 


M,=| { o(t,.a)dtda. 


G %-2 


Sie kann tibrigens auch durch Hauptgesamtheiten erster und zweiter 
Art von Lebenden ausgedriickt werden, und zwar ist 


M, ae V5 te Ve Si i. aig Ves 


jedoch beziehen sich die rechts stehenden Gesamtheiten auf ver- 
schiedene Geburtsstrecken, die man aus der Figur unmittelbar ab- 
lest, namlich 


1) Will man die vorstehenden Gesamtheiten vollstindiger symbolisieren, so 
sind die sie kennzeichnenden Zeitbestimmungen hinzuzuftigen; man kann so fir 


M,, schreiben Milt, fix M, das Zeichen M — und fiir M, das Zeichen 3G Dg 


verwenden. Vgl. E. Blaschke, Vorlesungen tiber Math. Statistik, peepee 1906, 
p. 30 ff. 
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V, auf t—a, bis t,—4, 
Vig oa Si ee ee 
Vig 0 Tye Uy yy TH 
V 9 Tq er Fy les X2- 


265. Elementargesamtheiten von Gestorbenen. Die vorhin 
betrachteten Hauptgesamtheiten von Gestorbenen kennzeichnen sich 
dadurch, da8 im geometrischen Bilde zweierlei Scheidelinien an ihrer 
Begrenzung teilnehmen; bei M, sind es Linien (¢) und (x); bei DZ, 
Linien (t) und (rz); bei MM, Linien (%) und (z). Wenn man bei zweien 
der mafgebenden GréBen ein einjahriges Intervall annimmt, stellt sich 
jedesmal fiir die dritte ein zweijahriges Interval! heraus. 

Fiir das Problem der Sterblichkeitsmessung von Bevélkerungen 
haben sich Gesamtheiten als wichtig und notwendig erwiesen, die im 
Bilde durch Linien aller drei Arten begrenzt die Form von Dreiecken 
haben; man bezeichnet sie nach Lexis’) als Hlementargcesamtheiten. 
Es gibt deren zwei Arten. 

Die Gesamtheit M’, dargestellt 


Sanna ee aeeeeaee x durch das Dreieck B,C, C, (Fig. 36), 
a ie eee umfaBt Personen aus ioe Geburts- 
ee he Cee jahre (t,¢-++ 1), die im Kalenderjahre 
be ra (z,¢ + 1) auf der Altersstute (x, z+ 1) 
2h Ze. A gestorben sind, wobei zwischen ¢, t 
G und x die Beziehung +r =t¢+ 2 be- 

Fig. 38. steht. 


Die Gesamtheit 27”, dargestellt 
durch das Dreieck C,C,B,, vereinigt Personen desselben Geburtsjahres 
und derselben Altersstufe, die aber in dem Kalenderjahre (x +1, 7 + 2) 
gestorben sind.*) 

Elementargesamtheiten von Gestorbenen erstrecken sich also auf 
ein Geburtsjahr, ein Beobachtungsjahr und eine einjahrige Altersklasse. 
Ihre groBe Bedeutung liegt in dem Zusammenhange, den sie mit den 
Hauptgesamtheiten der Lebenden aufweisen. Man entnimmt der Figur 
sofort, daB die durch B,C, reprasentierte Gesamtheit von Lebenden 
durch den Abgang von J’ sich verwandelt in die Lebendengesamt- 
heit C,C,, und diese wieder durch den weiteren Abgang von M” in 
die EL ACI CEA C, B,; in Zeichen heiBt dies: 


1) Einieitung in die Theor. d. Bevolk.-Statist., p. 13. Thre Bedeutung fiir 
den angefiihrten Zweck ist schon von G. Meyer, Jahrb. f, Nat.-Ok. u. Statist. 
VIII (1867), p. 19, hervorgshoben und dann von Knapp, Becker u. a. begriindet 
worden. 

2) Will man bei den Elementargesamtheiten auch die Zeitbestimmungen 


etrsichtlich machen, so kann man sich fiir M’, M” der Symbole 2M‘ eens i ae 
oder ihnlicher bedienen. Ygl. E. Biasohke. lic. p. Sef 
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V,—M =V,,, 
Lees — M"= Vea 


Krwaégt man nun, da die Gesamtheit V,,, der Beobachtung zngiing- 
lich ist (Volksz@hlung), und daB auch die Gesamtheiten M’, M” er- 
hoben werden kénnen — man hat nur die Gestorbenen nach Geburts- 
jahren umd Altersklassen zu sondern —, so bieten diese Relationen 
das Mittel zur Feststellung der Hauptgesamtheiten erster Art, V,,V,,,, 
yon welchen in Nr 263 hbemerkt wurde, daf sie der direkten Beob- 
achtung unzaganglich sind. 

Ubrigens erkennt man aus den Diagrammen, daB jede Haupt- 
gesamtheit von Gestorbenen, die sich auf einjahrigen Intervallen auf- 
baut, durch eine Diagonale in Hlerceutargesamtheiten zerlegt wird. 


§ 3. Sterbetafeln. 


266. Sterbetafeln aus bevélkernungsstatistischem Mate- 
rial. Das wissenschaftliche oder biclogische Interesse an der Sterb- 
lichkeitsuntersuchung ware in erster Linie auf die Feststellung des 
Verlaufes im Absterben einer Generation, d. h. der Geborenen eines 
oder mehrerer Kalenderjahre aus einer groBen Gemeinschaft, der Be- 
vélkerung eines Landes oder einer Stadt, gerichtet. Diese Aufgabe 
kénnte durch Beobachtung der aus der Generation hervorgehenden 
Elementargesamtheiten von Gestorbenen voraussetzungslos nur dann 
gelést werden, wenn weder Hin- noch 
Auswanderung : stattfande. Ein solches 
Material ware geeignet, den Verlauf des 
Absterbens sowohl nach der Zeit wie 
nach dem Alter darzustellen, d. h. die 
Hauptgesamtheiten der Lebenden in 
jahrweisen Absitzen zu bestimmen. Wie mie 
namlich aus Fig. 37 ersichtlich, waren 
die Uberlebenden nach i, 2,3,--+ Jahren, vom Beginne des Geburts- 
jahres der Generation gerechnet, durch folgende Zahlenreihe dar- 
gestellt: 


VO = V,— UM, 
V® = VO — M,” — M, (1) 
Ve) — VY) — M,” — M,’, usw. 

wo V, die Geburtenmenge, also die Starke der Generation bedeutet, 


die sich iibrigens aus den beobachteten Sterbefallen von selbst ergibt, 
indem nach (1) 


Vee Pe Me 2 
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ist. Dagegen hatte man fiir die Uberlebenden bei den Altern von 
1, 2, 8, --+ Jahren die Werte 


Lhe mat Ves M,’ ive M,” 
Vy ao V, ue M,’ cape M,” (2) 
V,=V,— M, — M,’ 


Diese Reihe, am Anfange durch V, erginzt, ware es, die unter 
der Bezeichnung 
toy Ly, by» 


den Ausgangspunkt zur Bestimmung der tibrigen biometrischen Funk- 
tionen gebildet hat (s. Nr. 255). 

Die lange Beobachtungsdauer ist jedoch eines der Haupthinder- 
nisse der praktischen Durchfiihrung dieses Vorganges. 

Man kénnte nun daran denken, durch Verzeichnung der Sterbe- 
fille eines Beobachtungsjahres nach Hauptgesamtheiten dritter Art das 
Material zu gewinnen, um das Absterben einer Generation darzustellen. 

Das setzte aber das Vorhandensein von Be- 
Oa, 444 _ ¥ dingungen voraus, die sich lingst als unzu- 
anions treffend erwiesen haben. Es miiBte namlich 
das Absterben aller Generationen, welche jener 
des Beobachtungsjahres bis zur langsten Le- 
bensdauer vorangehen, in gleicher Weise vor 
sich gegangen sein und alle in Betracht ge- 
zogenen Generationen miiBten von gleicher 


14 pos rea Pa Starke und gleichartiger Verteilung iiber das 
4 Mi kind beta OAL, lh Jahr sein. Unter diesen Voraussetzungen 

waren nimlich die beobachteten parallelogram- 
Tr matischen Hauptgesamtheiten M,, M,, M,,--- 


Fig. 38. . . 
© von Verstorbenen gleich den korrespondieren- 


den quadratischen der Fig. 38, und man hatte in den Zahlen 


¥,=V,—-M 
VY, = V,— UM, 


Vi 


die Reihe der Uberlebenden nach dem Alter, auf eine Generation be- 
zogen. Dabei wire auf Grund der obigen Gleichungen V, = M, 
+ M,+ M,+--- die urspriingliche Geburtenmenge und V,= M, 
+ M,,1 + M,.., +--+ die Zahl der Uberlebenden des Alters 2, so da8 
die Reihe der Uberlebenden durch Aufsummierung der wihrend eines 
Kalenderjabres beobachteten, nach Altersjahrgiingen steigend geordneten 
Toten von unten uach aufwirts erhalten wiirde. Dieser Gedanke lag 
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der von Halley’) benutzten Methode zur Herstellung der ersten 
Sterbetafel zugrunde. 

Aus dritten Hauptgesamtheiten von Gestorbenen und zweiten 
Hauptgesamtheiten von Lebenden in bestimmter Anordnung und bei 
Kenntnis der Geburtenmengen aller in Betracht kommenden Genera- 
tionen lieBe sich das Absterben einer Generation angendhert, aber 
nicht voraussetzungslos, ermitteln?). Angenommen, man hitte wihrend 
der Kalenderjahre (c — 1,17) und (t,7 + 1) dritte Hauptgesamtheiten 
von Gestorbenen erhoben und an der Grenze zwischen den zwei 
Jahren eine Zahlung nach Altersklassen vorgenommen; M, M,, V, seien 
die auf die Altersklasse (x, x + 1) beziiglichen Zahlen. Fig. 39 zeigt, 
daB die Gestorbenen aus drei Jahrgingen stammen, deren Geburten- 
mengen V,, V,,V," als bekannt vorausgesetzt werden. Nimmt man 
nun an, daB die Gestorbenen eines Geburtsjahres wnd einer Alters- 
klasse sich nach Geburtszeit und 
Alter gleichférmig verteilen, so sind 
die beiden Klementargesamtheiten 
m” und m,’, welche die quadratische 
Gesamtheit aus dem mittleren Ge- 
burtsjahre zusammensetzen, einan- 
der gleich; wenn ferner das Ab- 
sterben aller Generationen als 
gleichartig vorausgesetzt wird, so 
unterscheiden sich die Elementar- 
gesamtheiten m’ und m,’, m” und 
m,” nur insofern voneinander, als 
sie aus verschiedenen Geburten- Fig. 39. 


1) Vgl. hierzu die FuSnote zu Nr. 259. — Halley war sich indessen der 
Unzulanglichkeit und des hypothetischen Charakters seines Verfahrens wohl be- 
wut; aus dem Beobachtungsmaterial, das‘ihm vorlag, konnte er aber einen 
besseren Schlu8 nicht ziehen. Seine Methode ist, mit mehr oder weniger be- 
langreichen Modifikationen, zur Konstruktion einer Reihe von Tafeln benutzt 
worden; es wurde auch der Versuch gemacht, sie nach einer Richtung, was nim- 
lich die Starke der Generationen betrifft, durch Riickverfolgung der Geburten- 
mengen sowie auf Grund der ,,Vermehrungshypothese“, die L. Euler in der Ab- 
handlung: Recherches générales sur la mortalité et la multiplication du genre 
humain (Mém. de l’Acad. de Berlin, XVI (1767) p. 144 ff) aufgestellt hat und die 
dahin lautet, daB das jdahrliche Wachstum der Geburtenmenge und der Bevolke- 
rung nach einer geometrischen Progression vor sich gehe, 2a verbessern. Die letzt- 
erwihnte Hypothese hat heute nicht blo8 historischen Wert, sie wird auch als 
eine Annaiherung an die wirklichen Verhiltnisse praktisch verwendet und mag 
dazu fiir nicht allzulange Zeitriume auch geeignet sein. Ihren numerischen 
Ansdrock findet die Hypothese in dem Vermehrungsfaktor, s. d. Verf. Abh. ,,Das 
Bevilkerungsproblem“ i. d. dst. Rev. 1920. — Uber die Tafeln, die nach der 
Halleyschen Methode hergestellt worden sind, und iiber die versuchten Ver- 
besserungen der Methode vergleiche man HE. Blaschke, Vorles., p. 88ff. 

2) W. Lexis, Einleit. in d. Theor. d. Bevélk.-Stat., p. 39. 
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mengen stammen. Dies alles erméglicht die Berechnung von m” 
und m,’ aus den beobachteten M und M,. Es ist namlich 


m” =m, =m ies 
7 ¥, ’ 


daraus 
Le: Ves m° an cere a cae 
Cen Ae ee V+," 
und a 
mM = 2 M; 
a a ens 
ebenso findet sich 
rae 
‘= = iat as 7d MM. 
MEV Oot 


Hiermit erkennt man die Abminderung der 2-jahrigen auf die 
ge 1-jahrigen fiir die Generation Vy’, indem 
V,=Vi+m" 
i ee co my; 


auf diese Generation oder irgendeine andere aus dem Bereiche lassen 
sich alle Altersklassen reduzieren. 

In dem Mae, als gewisse gleich anzufiihrende Voraussetzungen 
zutreffen, lieBe sich durch eine einmalige Zahiung der Lebenden und 
ihre Scheidung nach Altersklassen ein angeniihertes Bild des Ab- 
sterbens einer Generation gewinnen. Diese Voraussetzungen waren: 
1) Das Gesetz des Absterbens ist unabhingig von des Geburtszeit; 
2) innerhalb eines engen Gebietes, etwa innerhalb eines Quadrates 
mit einjahrigen Intervallen, darf die Zeunersche Flache durch eine 
Ebene ersetzt werden; 3) die jihrlichen Geburtsmengen der der Zih- 
lung vorausgehenden Periode von etwa 100 Jahren sind bekannt. 

Vermége der zweiten Voraussetzung projizieren sich die beiden 
durch die Mitte des quadratischen Feldes Fig. 40 gelegten Vertikal- 

schnitte 2, B, eh der Fliche in 


v 


a+1 


Cin aes Rt oe Lhe Set deren Um- 
BO mall as Bie ~~ Jegung) als Sate Linien B,’ B,’,C, Gy; 
ae mere eae 2h ‘ Y infolgessensind die Flichen A, A, B,B, : 
ARE ee A, A,C,'C,’ inbaltsgleich, d. h. die 
G4 4 44 durch B,B,, C, C, dargesiellten Haupt- 
sib 1 gesamtheiten von Lebenden gleich 


groB; die erste, V,, ist die Gesamtheit 
der 2-jahrigen Uberlebonden, die andere, zihlbare Gesamtheit V, “ 


der Uberlebenden zur Zeit + zwischen den Altern 2 — + und 2 + $ y 


beide Gesamtheiten aus demselben Geburtsjahre (¢,¢-+ 1) stammend. 
Dabei gilt die Beziehung 
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t=t+r+ 2 z 
Setzt man beispielsweise ¢= 1880, 2=20, so ergibt sich 
v == 1900 + —- d. bh. wenn man bei einer Zaihlung am 1. Juli 1901 
die Personen zusammenfaBt, die aus dem Geburtsjahre 1880 stammend 
in dem Altersintervall von 195 bis 205 leben, so erhalt man damit 


einen angeniherten Wert der Gesamtheit der 20jahrigeo aus jenem 
Geburtsjahre. Denkt man sich dies fiir alle Altersklassen durchgefiihrt 
und die V, auf eine Geburtenmenge, etwa die des Zéhlungsjahres (1901), 
reduziert [Voraussetzung 3)], so wire damit ein beilaéufiges Bild der 
Absterbeordnung gewonnen. Auf die ersten Altersjahre diirfte jedoch 
die Voraussetzung 2) nicht angewendet werden. 

Auch in einer andern Art kénnte das Verfahren durchgefihrt 
werden. Setzt man z. B. r ~1902 (31. Dezember) und x = 30,. 80 


wird {= 18715 nd fi] 18725, d. h. zhlt man am 31. De- 


zember 1902 die Uberlebenden, welche der Geburt nach aus dem Zeit- 
raume vom 1. Juli 1872 bis 30. Juni 1873 stammen, so ist damit 
eine augeniherte- Bestimmung der Gesamtheit der iiberlebenden 
30jahrigen aus dem bezeichneten Zeitraume gewonnen. Die Zahlung 
wiirde sich einfach gestalten, wenn man von vornherein alle, die in 
der zweiten Halfte des Kalenderjahres 1872 und in der ersten Hilfte 
des Jahres 1873 geboren sind, mit dem Geburtsjahre 1872 bezeichnete.') 

267. Portsetzung. Die Erforschung des Absterbens einer Gene- 
ration darf nach dem vorgefiihrten als ein Ziel bezeichnet werden, 
dem heute und wohl noch auf lange hinaus nur theoretische Be- 
deutung zukommt. 

Dagegen laBt sich durch geeignete Verbindung von Volkszahlungs- 
ergebnissen mit entsprechend angelegten Totenregistern eine Zahlen- 
reihe gewinnen, welche formell die Struktar einer Sterbetafel aufweist, 
von der Sterbetafel einer Generation aber dadurch abweicht, daB sie 
die Abminderung der einzelnen Altersklassen, die ihnen entsprechen- 
den Lebenswahrscheinlichkeiten, aus ebenso vielen verschiedenen Gene- 
rationen ableitet. Weil die Grundlage einer solchen Tafel] in der 
Altersgruppierung der Gezihlten, also gleichzeitig Lebenden besteht, 
hat Zeuner’) sie als ,Sterbetafel gleichzeitig Lebender“ bezeichnet. 

Wenn man tiber den Wert einer solchen gegeniiber der Sterbe- 
tafel einer Generation urteilen will, so mu8 man auf den angestrebten 
Zweck Riicksicht nehmen. Vom Standpunkte der Biologie mtiBte den 
Sterbetafeln’ von Generationen der héchste Wert beigemessen werden; 

i) Vgl. G. Zeuner, Abhandlungen etc., p. 61 if. 

2) Abhandlungen etc., p. 53. 
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die .Vergleichung mehrerer derartiger Tafeln auf die verschiedenen 
biologischen Funktionen hin wtirde zu wichtigen Aufschliissen fahren 
iiber die Verinderung in der Lebenskraft der Bevélkerung, aus der 
die Generationen hervorgegangen sind. Immer aber ware in einer 
Sterbetafel einer Generation nichts mehr als ein historischer Bericht 
iiber eine bereits abgestorbene menschliche Masse zu erblicken, der 
zu Schliissen auf die Gegenwart streng genommen nicht verwendet 
werden diirfte. ee 

Handelt es sich um praktische Zwecke, dann wird eine Tafel 
gleichzeitig Lebender den Vorzug verdienen, namentlich wahrend einer ~ 
Periode, die iiber den Zeitpunkt der Entstehung der Tafel nicht allzu 
weit hinausgeht. Denn die angestellten Untersuchungen weisen darauf 
hin, daB die auf die Sierblichkeit der einzelnen Altersklassen bezitig- 
lichen Relativzahlen -—- von den untersten Klassen abgesehen — 
wenigstens innerhalb der bisher beobachteten Zeitriume [vgl. Nr. 249, 
d) und e)] auBer zufalligen Schwankungen nicht allzu betrachtlichen 
physischen Stérungen unterworfen sind, so daB man innerhalb nicht 
zu weiter Zeitraume mit einer fiir praktische Zwecke zureithenden 
Berechtigung von festen Lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeiten 
bei einer in bestimmter, gleichbleibender Weise zusammengesetzten 
Masse sprechen kann. Der Unterschied beider ‘Tafelarten aus diesem 
Gesichtspunkte mége an dem folgenden Beispiele beurteilf werden. 
Wendet man eine im Jahre 1900 :konstruierte Tafel gleichzeitig 
Lebender im Jahre 1930 auf 30jahrige. Personed an, so stammen diese 
aus einer Generation, die um 30 Jahre zuriickliegt; kénnte man auf 
dieselben Personen eine im Jahre 1900 fertig gewordene Tafel einer 
Generation anwenden, so kame das emer Vergleichung dieser Personen 
mit einer um rund 130 Jahre zuriickliegenden Generation gleich; es 
unterliegt keinem Zweifel, welche Vergleichung statthafter ist. 

Diese Erwigungen kénnen selbstverstindlich nur auf theoretischen 
Wert Anspruch erheben, da Sterbetafeln von Generationen tiberhaupt 
nicht vorliegen. 

Zur Sache selbst iibergehend nehmen wir an, das Ergebnis einer 
zum Zeitpunkte + ausgefiihrten Volkszihlung sei derart geordnet, daB 
die gezihlten Personen (des mannlichen, des weiblichen Geschlechtes) 
nach Geburtsjahren oder, was dasselbe ist, nach einjihrigen Alters- 
klassen georduet seien, vorausgesetzt nimlich, daB die Zahlung an 
der Grenze zweier Kalenderjahre stattgefunden hat. Dadurch sind 
Hauptgesamtheiten zweiter Art von Lebenden festgestellt. Eine solehe 
Gesamtheit sei die, welche der Strecke C,C, Fig. 41 entspricht, und 
heiBe V,; sie umfaBt Personen, welche aus dem Geburtsjahre (¢, + 1) 
stammen, oder anders .ausgedriickt, welche im Alter von «=1r—i—I 
bis «++ 1 Jahren stehen. Solcher Gesamtheiten gibt die Volkszihlung 
so viele, als sie Altersklassen von Lebenden antrifft, also rund 100. 
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Weiter seien in dem der Zahlung vorangehenden und dem nach- 
folgenden Kalenderjahre die Totenregister derart geftihrt worden, daB 
sie lementargesamiheiten 
yon Gestorbenen zu ent- 0 Ht Kt2 x) ere TI TC tt » 
nehmen gestatten. Somit hohe Clie AON Eee eae canis 
kennt man auch die bei- 
den Elementargesamthei- 
ten M’,M”, die an JV, 
anstoBen und geometrisch 
durch die Dreiecke B, C,C,, 
C,C,B, versinnlicht sind; 
die erste zahlt die Ver- 
storbenen der Altersstufe 
(av -+ 1) aus dem voran- 
gohenden; die zweite die 
Verstorbenen derselben Al- 
tersstufe aus dem nach- 
folgenden Kalenderjahre, berde aus dem Geburtsjahre (i,¢-+ 1). Aus 
diesen drei Daten berechnen sich — von Wanderungen abgesehen — 
die beiden Gesamtheiten: 


Fig. 41. 


VL=Vi,+M’ 
ares Sie Ve mM", 
cnd daraus die Lebenswahrscheinlichkeit der x-jihrigen: 
Vie+ 
| Pareiey oe 


Auf solche Weise erhalt man eine volistindige Reihe von Lebens- 
wahrscheinlichkeiten: 


Por Pr, Po, 


aus der sich die Werte aller andern biometrischen Funktionen ableiten 
lassen, insbesondere die Zahlen der Uberlebenden; man wéahlt zu 
diesem Zwecke cine (runde) Zahl 1, als Basis und rechnet sukzessive: 


L=Dolyy =D, b= Dh, +--+ 
diese Zablen driicken aus, wie eine fiktive Gesamtheit von J, Ge- 
borenen mit fortschreitendem Alter abnimmt. 

Diese vorgefihrte Methode bant sick auf der Voraussetzung aut, 
daB die Volkszihlung an einer Jahreswende stattfinde. Ist dem nicht 
so, erfolgt die Volkszihlung zu einem andern Zeitpunkte, 2. B. wie in 
Deutschland am 1. Dezember (Mitternacht vom 30. November auf den 
3. Dezember), so ist eine Fortschreibung ihrer Ergebnisse bis zur 
nichsten Jahreswende, bezichungsweise cine detailliertere Nachweisung 
der Geburts- und Sterbefaile im Kelenderjahre der Volkszihlung er- 
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forderlich. Dieser letztere Vorgang soll an dem Beispiele der vou 
Zeuner!) durchgeftihrten Konstruktion von Sterbetafeln fiir die Ge- 
samtbevélkerung des Kénigreiches Sachsen erlautert werden. 

. Die Volkszihlung zur 
LES 5 : 

7 Zeit r — @ (Fig. 42), wo @ 


1 
12’ 
des Jahres bedeutet, trifft 
die Personen aus dem Ge- 
burtsjahre (¢, ¢+ 1) in den 
Altersgrenzen x —9@ und 
z+1—6 (wobeixz =r 
M4 —t— 1}, wahrend eine an 
hee der Jahreswende 1 selbst 
vorgenommene Zahlang sie in der Altersklasse (x, «+ 1) antreffen 
wirde. Um nun aus dem Zihlungsergebnis, das geometrisch durch 
C,'C,' dargestellt ist und mit V,_, bezeichnet werden soll, die beiden 
Gesamtheiten 


einen Bruchteil, hier 


Vy 


az? 


V. 


a2+1 
abzuleiten, die in der Figur durch die Linien 5,C,, C, B, vertreten 
sind, ist die Beobachtung folgender Gesamtheiten von Gestorbenen 
notwendig: 
M,': Personen, welche in der Zeit (r—6, 1) vor Vollendung des 
Alters x gestorben sind; 
M,’: Personen, die im Kalenderjahre der Zahlung, aber vor dieser, 
nach Vollendung des Alters x gestorben sind; 
M,;: Personen, die im Kalenderjahre der Zahlung, aber nach dieser 
und wach Vollendung des Alters x starben; 
M”: Personen, die in dem folgenden Kalenderjahre vor Vollendung 
des Alters x + 1 starben, 
alle stammend aus dem Geburtsjahre (4, ¢+ 1). Die Figur 1aBt dann 
unmittelbar erkennen, daB 


Vo fg 
Vera = Vig — (M+ My + M”); : 
daraus ergibt sich wieder die Lebenswahrscheinlichkeit der x-jahrigen: 
Voce 
Pie ree 
So ergab beispielsweise die sachsische Volkszihlung vom 1. De- 
zember 1890 an Lebenden mi&nnlichen Geschlechtes aus dem Geburts- 
jahre 1888 


x 


Vio = 46443; 


1) Zeitschr. d Kénigl. Sachs, Statist. Bur. XI (1894). 
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ferner lieferten die fiir diesen Zweek besonders angelegten Sterbe- 
register folgende Daten: 


M, = 6 (Gestorbene unter zwei Jahren aus dem Dezember 1890, 
geboren 1888); 

M,” = 591 (Gestorbene tiber zwei Jahren aus Januar bis November 
1890, geboren 1888); 

M,”" = 135 (Gestorbene iiber zwei Jahren aus dem Dezember 1890, 
geboren 1888); 

M” =591 (Gestorbene unter drei Jahren wus dem Jahre 1891, 
geboren 1888); 


daraus berechnet sich 
V, = 46443 — 6 + 591 = 47028 
V, = 46443 — (6 + 135 + 591) = 45711, 
45711 
ear LTT em ec 
In der untersten Altersklasse (0,1) entfallt die Gesamtheit M,’ 


und es treten an ihre Stelle die Geborenen aus der Zeit (x — 0, 1), 
die jedoch additiv in Rechnung zu stellen sind. 


268. Die Deutsche Sterbetafel. Die vorstehenden Prinzipien 
sind bei der Konstruktion der Deutschen Sterbetafel von 1887+), der 
ersten, welche die Sterblichkeit der deutschen Reichsbevélkerung dar- 
stellt, zur Anwendung gebracht worden. Um der Berechnung eine 
méglichst breite Grundlage zu geben und dadurch den EHinfluB der 
unvermeidlichen Febler nach Méglichkeit einzuschréinken, sind die 
Ergebnisse dreier Volkszihlungen, derjenigen in den Jahren 1871, 
1875 und 1880, und die Sterbefalle aus dem Zeitraume 1871 bis 1881 
benutzt worden, wobei jedoch die beiden aduBersten Kalenderjahre, 
namlich 1871 und 1881, nur mit einem Teile der beobachteten 
Sterbefalle in Rechnung kommen. Selbstverstindlich ist auch auf 
die Wanderungen Riicksicht genommen worden. Da die Volkszahiungen 
je am 1. Dezember der genannten drei Jahre stattfanden, so war die 
Fortschreibung ihrer Ergebnisse auf den nichsten Jahresschluf er- 
forderlich; von dieser im vorigen Artikel erwaihnten Prozedur sehen 
wir hier ab und stellen uns auf den Standpunkt, als hatten die Volks- 
zahiungen je am Ende der Jahre 1871, 1875, 1880 stattgefunden. 
Ihre Ergebnisse bestehen dann in einer Gruppierung der gezihiten 
Personen, nach dem Geschlecht gesondert, nach Geburtsjahren, womit 
auch ihre Grappierung nach Altersklassen gegeben ist. 

Aus der fir eine Jahreswende durch Ziahlung festgesteliten 
Gruppierung 148+ sich die fiir eine andere Jahreswende geltende 


i) Monatsh. z. Statist. d. Deutschen Reiches. Jahrg. 1887, Nov.-Heft, p. 1— 65. 


te Vierter Teil. Mathematische Statistik 


Gruppierung rechnungsmaBig feststellen, wenn in der Zwischenzeit 
Geburten, Sterbefiille und Wanderungen in entsprechender Weise 
registriert worden sind; man nennt diesen Vorgang die Fortschreibung, 
bezichungsweise Riickschreibung der betreffenden Volkszihlungsergeb- 
nisse. Unter den hierfiir erforderlichen Elementen sind es die Wande- 
rungen, tiber welche namentlich mit Riicksicht auf die Altersverhalt- 
nisse nur unvollkommene Aufzeichnungen vorliegen; dies nétigt dazu, 
die Altersverteilung der Wanderungsgewinne und -Verluste auf hypo- 
thetischem Wege, durch ein Ausgleichungsverfahren, festzustellen. 
Hierin liegt der Grund, warum die Fortschreibung der Zihlung von 
1871 zum Schlusse des Jahres 1875 und die Riickschreibung jener 
von 1880 zu demselben Zeitpunkte untereinander und mit dem un- 
mittelbaren’ Ergebnisse der Zahlung von 1875 differierende Alters- 
gruppierungen ergeben haben; um diesen Widerspruch aufzuheben, ist 

aus den drei 


Se ee 

Q a ee ey tersklasse das 

My OP i Aa oe arithmetische 

eke wh fm iA ee ae Mittel genom- 
ee Oe a eee ae men worden, mit 

: es ee 5 der MaBgabe je- 


doch, da®B dem un- 

mittelbaren Zahlungs- 
ergebnisse das doppelte 
Gewicht verlichen wurde. 

Aus der auf diese Weise rech- 
nungsmaBig hergestellten Alters- 
gruppierung zu Ende 1875 hitten 

nun die Altersgruppierungen fiir alle 

Jahreswenden von 1871/72 bis 1880/81 

Fig. 43. berechnet werden kénnen, wodureh z. B. mit 
Riicksicht auf eine Altersklasse (32, 33) 

die in Fig. 43 durch C)C,,.C,C,, C,C,, --- C,¢,' dargestellten Ge- 
samtheiten von Lebenden erhalten worden wiiren. Da ferner die 
aus der Figur ersichtlichen Elementargesamtheiten 2)", m3 m,”, m,'3 
Ms", -- > My, Mm, von Geéstorbenen beobachtet worden sind, so waren 
alle Hilfsmittel vorhanden gewesen, um die Lebens- oder Sterbens- 
wahrscheinlichkeiten der 32-jiibrigen, soweit sie aus den zehn Ge- 
burtsjahren 1839 bis 1848 stammen, zu bestimmen, und dbnlich fiir 
alle anderen Altersklassen. Dieser detailierte Vorgang ist jedoch nur 
beispielsweise fiir eime Altersklasse, niémlich fiir Manner von 32 bis 


33 Jahren ausgefiihrt worden und ergab das felgende bemerkenswerte 
Resultat: 
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a cer A 


32—-33 Jahre alte Manner | Hierzu eine Rechnungs 

aici Urele " Elementarge- | 7“. |Davonsind bis) Sterbens- 

a =f | Sod samtheit yon eda oe zum Alter yon| wahrschein- 
gaalh os 1) |Gestorbenen *) d. Uberleben- 33 Jah -\lichkeit d. 82- 
SiS | Bete) Anzahl?) | e Henvimn altar. ren gé-|lichkeit d. 32 

aS | 3 2 ¥ lu. der Wande- 39 Jahren), Storben*) | jabr. Manner 
= Sate 5 | _rungsgewinn Me anon”) | 

254 3 & 5 6 7 

AS | > a eo ar ) Tae) i eas pres wT — rene 
1871 | 1839 275 289 1657 276 946 3108 0,01122 
1872 | 1840 | 278179 1518 279 697 3011 0,01077 
1873 | 1841 | 280651 1570 282 221 2857 0,01012 
1874 | 1842 | 293 498 1403 294 901 2765 0,00938 
1875 | 1843 275 610 1805 « 276915 2749 0,00993 
1876 | 1844 283 713 | 1273 284 986 2650 0,00930 
1877 | 1845 292 720 1341 294 061 2763 | 0,00940 
1878 | 1846 276 749 1313 278 062 2650 0,00953 
1879 | 1847 266 950 — 1148 268 063 2 2495 | 9,00931 
1880 | 1848 | 280 217 1085 281302 | 2630 | 0,00935 


Unter den zufalligen Schwankungen der Sterbenswahrscheinlichkeit 
wahrend der zehn Jahre leuchtet die Tendenz ihrer Abnahme deut- 
lich hervor. 

Um fir jede Altersklasse nur eimen auf das ganze Material 
basierten Wert der Sterbenswahrscheinlichkeit zu gewinnen, wurde die 
Summe der in der Spalte 5 angegebenen Uberlebenden und die Summe 
der in der Spalte 6 angefiihrten Gestorbenen gebildet; der Quotient 
der letzteren Summe durch die erstere ergab die Sterbenswahrschein- 
lichkeit. Thr Zahler ist also geometrisch durch das Rechteck B,C, B, C,’ 
der Sterbefalle und ihr Nenner durch die Linie B,C,’ der Lebenden 


dargestelit. 
Was die Summenzahlen der lopantien betrifft, so dienten zu ~ 


ihrer Bildung die summierten Bevélkerungszahlen der betrefienden 
Altersklasse an den Jahreswenden der Periode 1871/72 bis 1880/81, 


also die Summen: 
= OC, + O65 +---+ G0, 
ferner die summierten Elemeniargesamtheiten von Gestorbenen: 
M” =m" +m +--+ + ms" 
endlich eine Korrektur wegen der UnregelmaBigkeit der Wanderung: 
Ww: 
aus diesen Daten ergibt sich die Zahl der Uberlebenden fiir die untere 
Altersgrenze: 


¥) Mit Bezug auf die Figur die durch C,0,’, 0, C,’,--- C,C,° dargestellten 
Gesamtheiten. 


2) Es sind dies die Gesamtheiten m,”, m,” yore My 
8) Die Gesamtheiten B,C,’, C,’ OY; ++ O," C,. r 
4) Es sind dies die Gurnmen me + 1m), mm, +m’, -++ mm,” +m,. 


Czuber, Wahrscheinlichkeitsrochnung. If. 3. Autl. 8 


114 Vierter Teil. Mathematische Statistik. 


V.=V,+M' + W. 
Die Summenzahl der Gestorbenen hingegen ist: 
M,, =m," + mo +m + mo + ms” +--+ + my” + my. 
Daraus berechnet sich die Sterbenewahrscheinlichkeit der z-jahrigen: 
M, 

Auf Grund der a. a. 0. gegebenen Ubersichten stellt sich bei- 
spielsweise ftir die Altersklasse 20 bis 21 und das mannliche Ge- 
schlecht die Rechnung wie folgt: 


: V, = 3611632 
m= 1145 .,W= +4 332 My = 1589 
m,’ = 1580 m,, = 1503 
mM,” = 1459 m, = 1320 
m, = 1282 m, = 1255 
m, = 1261 m, = 1292. 
m,” = 1253 ma’ = 1289 
M, = 1247 m, = 1293 
m, = 1273 m,’ = 1305 
m, = 1273 mg, = 1336 
m, = 1300 My = 1330 
M” = 13673 mag iS 


Veo = 3611632 + 13673 + 332 = 3625637 
M,, = 13673 + 13512 = 27185 


27185 © 
Gz = 5656637 — 0,00750. 

Die so bestimmten Sterbenswahrscheinlichkeiten') sind einer Aus- 
gleichung (s. Nr. 282) unterworfen worden; mittels der ausgeglichenen 
Sterbenswahrscheinlichkeiten wurde sodann mit Zugrundelegung der 
Basis 100000 fiir die Lebendgeborenen (0-jahrigen) die Sterbetafel 
selbst konstruiert. In etwas abgeinderter Anordnung ist dieselbe in 
Tafel IV am Ende des Buches mitgeteilt. Uber die Bedeutung der 
Kolumnen ist nach dem vorgefiihrten nichts weiter zu bemerken, bis 
auf die Kolumne mit der Uberschrift: Bevélkerung L,. 


1) Auf dem beschriebenen Wege wurden die Sterbenswahrscheinlichkeiten 
nur bis zum Alter 89 bestimmt; die Feststellung der restlichen erfolgto auf 
rechnungsmiBigem Wege unter midglichstem Anschlu8 an die ausgeglichenen 
Sterbenswahrscheinlichkeiten der vorhergehenden Alter. AnlaB dazu gab das 
irregulare Verhalten der direkt bestimmten Sterbenswehrscheinlichkeiten, dessen 
Grund in der UnverlaBlichkeit des betreffenden Beobachtungsmaterials zu er- — 
blicken war. 
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Die Zahlen dieser Kolumue bezeichnen die Altersgruppierung, 
welche eine stationdre Bevilkerung mit 100000 jahrlichen Lebend- 
geburten aufweisen wiirde, d. i. eine Bevélkerung, in welcher alljahr- 
lich dieselbe Zah] von Kindern lebend geboren wiirde und eine ebenso 
groBe Zahl von Personen, stets nach dem Gesetze der Sterbetafel, 
stiirbe, wobei auch noch die Geburten sich immer gleichmaBig itiber 
das Jahr verteilten. Eine wirkliche Bevilkeruig richtet sich nach 
diesen Zahlen schon deshalb nicht, weil wegen des allenthalben be- 
obachteten Uberschusses der Geb»renen tiber die Gestorbenen ein An- 
wachsen der+ Bevélkerung und daher auch ein Anwachsen der jaibr- 
lichen Geburten stattfindet. 

Was die Ermitielung der Zable 1, aus den Zahlen der Uber- 
lebenden 1, und den Zahlen der Gestorbenen d, anlangt, so kann sie 
in erster Naherung in folgender Weise geschehen. Von den I, Per- 
-sonen, welche das Alter a itiberleben, sterben vor Erreichung des 
Alters «+1 im ganzen d,=1,—1,,, Personen; diese Gesamtheit 
zerfallt in zwei Hlementargesamtheiten, die, wenn man sich die 
Sterbefalle gleichmaBig iiber die Altersklasse vertcilt denkt, gleich 


x 1 . : C 
stark und von der GréBe = d, sind; brmgt man eine dieser Hle- 


mentargesamtheiten von 1, in Abzug, so erhalt man (s: Nr. 265) die 
Anzahl derjenigen Personen, welche zwischen den Altern x und # + 1 


gleichzeitig leben; also ist unter diesen Annabmen 
ied a ee (1) 


Eime dem Gange der Zahlen besser angepaBte Bestimmung von 
L, ist bei der Konstruktion der Deutschen Sterbetafel befolgt worden. 


Denkt man sich die durch die Zahlen 1, und d, der Tafel ausgedriickten 
Hauptgesamtheiten als zu einer Generation gehérig, so sind 


a, 4 =a, a, = 6, d,s. eee. Ceres ee A ee oan Se ey 
" ° . . : | i H H 
‘durch drei ueben einander liegende Qua- | Et ie Oh le 


+m \ Z ee pn ear S, ; ee re 
drate (Fig. 44), ee 4 ne 
I ij pee Bo va Ye } 

x) x+1 Jia Bay en (et: a eae 


durch deren Trennungslinien. B, C,, C, By, Ce 
und das unbekannte y 
Ih Fig. 44. 


durch die Diagonale C,C, des mittleren Quadrates dargestellt. Teilt 
man auch a und ¢ in die beiden Elementargesamtheiten, so handelt 
es sich darum, aus den der Tafel entnommenen Hauptgesamtheiten 
a, b,c von Gestorbenen nach einer plausibeln Annahme die Elementar- 
gesamtheiten w,, ¢,, B,, Bo, 71; 7, 7a bestimmen; ist dies geschehen 
60 ist 

g* 
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Li, ae L, “ak B;, (2) 


wie die Figur unmittelbar erkennen Ja8t. Die Annahme soll nun 
darin bestehen, daB die sechs Hlementargesamtheiten eme arithmetische 
Reihe zweiter Ordnung bilden; man hat dawn zo ihrer Bestimmung 
die Gleichungen: 


Cees =@4 
Bi + 8s a0 

1 age CO i Yacees 

a, — 3a,+38,— Bs is 
o — 36,+38,—- 7” = 


. By — 8B, +37 — Py = 0. 
Die Determinante des Systems der Koeffizienten: 
| as TR as ee PE 
0.10 ealionitheehhO 
OP Oe aes 
1233 3) NO nee 
0 1-3 3-1 0 | 
baie elie Be nae eo ag 


hat den Wert — 64; die au B, gehérige Zahlerdeterminante: 


Nie” aaott, 4080 
Oe Oiemiet heoyy at 
(SeadiNitai stams Pell 


1-3 0-1 0 0 
Qi" ee POSES ei) 
0 0 0—3 3-1 
berechnet sich zu — 4(8b + a@—c); mithin ist 


b | a—e 
| eae SATs 
und daher nach (2): 
, a, dy _ en Gey 
aah ets oat ere 
So ergibt sich auf Grund der Kolumnen |, d, von Tafel [V fiir 
x = 10 bei dem miinnlichen Gescblechte 


Ly. = 62089 — *° _ “= 288 _ 61939 


als die Zahi derjenigen, welche von 100000 Leben daehorener mann- 
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lichen Geschlechtes auf der Altersstufe von 10 zu 11 Jahren gleich- 
zeitig leben. 

269. Weiteres iiber dle Sterblichkeitsmessung an einer 
Bevélkerung. Die vorstehend an dem Beispiel der Deutschen Sterbe- 
tafel vorgefiihrte Methode ist von Becker ausgebildet worden und 
kann vom theoretischen Standpunkte als die beste unter den ver- 
schiedenen Methoden zur Gewinnung von Voikssterbetafeln bezeichnet 
werden, weil sie direkt zu Sterbenswahrscheinlichkeiten fihrt. Die 
Schwierigkeit, die sich ihrer Anwendung entgegenstellt, liegt darin, 
da8 sie, wenigstens an den Enden des Zeitraumes, fir welchen sie 
konstruiert wird, die Kenntnis von Elementargesamtheiten Gestorbener 
erfordert, die aber aus den gefiihrten Registern nur sausnahmsweise 
unmittelbar zu erheben sind. 

Um dieser Schwierigkeit zu entgehen, hat , 
men zu Hilfsmitteln gegriffen, die nur zu an- 
genéherten Resultaten fiihren kénnen. Ihre 
Stellung zur strengen Methode wird sich an der 
schematischen Fig. 45 am einfachsten erklaren 
lassen. 

Wéahrend die Beckersche Methode die erste 
Hauptgesamtheit BCD E von Gestorbenen mit 
der ersten Hauptgesamtheit BC von Lebenden 
vergleicht und dadurch eine wirkliche Sterbenswahrscheinlichkeit 
herstellt, bedient sich eine zweite Methode der zweiten Hauptgesamt- 
heit CDFE von Gestorbenen, die sie mit der zweiten Haupt- 
gesamtheit CH von Lebenden ins Verhaltnis setzt; man bemerkt, daB 
dann die Toten aus zwei Altersjahren stammen und die Lebenden 
nicht gleichaltrig sind, da8 der Quotient nur unter gewissen An- 
nehmen als Ersatz einer Sterbenswahrscheinlichkeit genommen werden 
kann. Bei einer dritten Methode wird die Hauptgesamtheit BCE G 
von Toten mit den sie begrenzenden Hauptgesamtheiten BG, CH 
aweiter Art von Lebenden in Beziehung gesetzt; hier stammen die 
Toten aus zwei verschiedenen Geburtsjahren.*) 


Fig. 45. 


1) Von andern Tafeln fiir ganze Bevélkerungen seien hier angefiihrt: Die 
preufische Sterbetafel, berechnet von Firks aus dem Miitel der Sterbetafeln von 
1867, 1868, 1872, 1875, 1876, 1877 (Zeitschr. d, k. pr. Stat. Bur. 1882); die 
schweizerische Sterbetafel, gegrtindet auf die Sterbefiille ans der Periode 1876/77 
bis 1880/81 (Schweizer. Stat. 1888), neu bearbeitet von G. Schaertlin (Schweizer. 
Stat. 1887 u. 1888); die Durrersche Sterbetafel, gleichfalls fir die Gesamt- 
bevélkerung der Schweiz, aus den Beobachtungen der Jahre 1881—88 und den 
Volkszihlungen am 1. XII. 1880 und 1. XII. 1888 (Ber. d. eidgen. Versicherungs- 
amtes pro 1907); die franzdsische Sterbetafel aus Beobachtungen des Zeitraumes 
1877 bis 1881, nach fiinfjahrigen Altersklassen fortschreitend (Stat. de la France 
XI, 1884); die englische Sterbetafel aus Beobachtungen des Zeitraumes 1871 bis 
1880, zum groBen Teil interpoliert, da die Sterbefalle nur nach 5- und 10jihri- 
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An der Beckerschen Methode ist eine Vereinfachung angebracht 
worden, die ihre wiederholte Anwendung, am die zeitlichen Ande- 
rungen in der Sterblichkeit einer Bevélkerung zu erkennen, erleichtert. 
Zu solchen wiederholten Sterblichkeitsmessungen eignen sich besonders 
die Zeitriume zwischen aufeinander folgenden Volkszaéhlungen.*) 

Die Volkszihlungsergebnisse der Ter- 
x mine +’, t’, Fig. 46, seien nach Altersjahr- 
gingen ausgezahlt, auf das Altersjabr (x,2+ 1) 
mégen die Zahlen V,, V,” entfallen sein, 
in der Figur dargestellt durch A,A,, B,B,. 
Die Lebendengesamtheit erster Art A,B, 
werde mit V,, die Lebendengesamtheit A, B, 
mit V, bezeichnet; wahrend der Periode 
(c’, x”) und zwischen den Altern x und 2 -} | 
‘seien M Personen gestorben (Hauptgesamt- 
heit dritter Art) und W Personen durch 
Wanderung ausgeschieden. Es besteht dann zwischen all diesen Ge- 
samtheiten die Beziehung (Nr. 264): 


View Veh Vie ee 


und bezeichnet man die Differenz V,,— V,, um welche die Alters- 
klasse (z, 2+ 1) sich von der ersten Volkszéhlung zur zweiten ye- 
indert hat, mit D, so gilt also: 


V.=V,—D—M-— W. (1} 

Mit Hilfe dieser Formel kann man, von den Geburten des Zeitraumes 

(c’, x’) ausgehend, nach und nach alle Lebendengesamtheiten von der 
Art A,B) gewinnen. 

Wendet man die gleiche Betrachtung auf den variablen Bruch- 


teil & des Altersjahres, also auf die Figur A,B,BA an, so entsteht 
die Gleichung 


Fig. 46. 


in der durch den Zeiger & angedeutet ist, daB sich die betreffenden 
Gesamtheiten auf das Alter z+ & bzw. auf das Altersintervall (a, 7+ 8) 
beziehen. 


gen und nur in den untersten Jahren nach 1jahrigen Altersklassen ausgewiesen 
waren (Suppl. of the 45" annual report. of the Registral-General of birthes, deaths 
and mariages, 1885); die niederldmdische Sterbetafel, aus den Volksziihlungen 
am 1. XII. 1869 und 1. XII, 1879 und den zwischenliegenden Geburten und 
Sterbefillen von van Pesch berechnet (Bijdragen van het statistisch Instituut 
1885). Von diesen Tafeln ist die niederlindische nach der zweiten, die fran- 
zésische und englische nach der dritten der oben unterschiedenen Methoden 
konstruiert worden. 

1) J. Rahts, Gutachten, Denkschriften und Verhandlungen des VI. intern. 
Kongr. f. Versich.-Wissensch., Wien 1909, Il, p. 549ff. 
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Bezeichnet man die Sterblichkeitsintensitét bei dem Alter x + & 
durch u;, 80 ist 
aM: 
Ue many 
woraus sich mittels der vorangehenden Gleichung die Differential- 
gleichung 
ergibt, der man die Form 


d(M; — V,) 
ag + Hy(Me — Mo) = — we(Dy + We) 


geben kann; sie erscheint jetzt ais lineare Differentialgleichung und 
gibt, integriert: 
§ $ 
— fue ag 


§ Sn 
g g 
M,—Vi-e?* |C—fu (D+ Wye* ab}; 
0 


fir die Konstante C ergibt sich, da mit §=0 auch M, =O wird, 
der Wert — V,, so daB 


$ : rg 
fu, as Sfucat § Susas 
Be Veli 28 )—e® JSug(D; + Wee ag; 
0 


wendet man auf das letzte Integral den Mittelwertsatz an und be- 
zeichnet mit @ den Mittelwert von D,+ W;, so ergibt. das eriibrigende 
g 
Sugas 
Integral nach seiner Ausfiihrung e® = —1, und es wird 
g 
— fu pat ; 
Moe (Va Oy eae? Ns 
LaBt man nun die Grenze & bis 1 hinaufriicken, wahlt dann fiir 
® unter Annahme gleichmaBiger Verteilung der Wanderungen und 
gleichmaBigen Anwachsens der Altersklassen wahrend der Zeit (z’, c”’) 
den Wert + (D+ W) und beachtet schlieBlich, daB (Nr. 256, (12)) 


1 
—fugat 
1—e° = q, 
ist, so ergibt sich 
De BES (2) 
Ie DTW 
cures esa, 


Nach dieser Formel sind fiir das Deutsche Reich auch fiir die 
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Perioden 1881—1890 und 1891—1900 Sterblichkeitstafeln berechnet 
worden, die sich an diejenige aus den Jahren 1871—1881 ansehheBen. 
Kine summarische Vorstellung von der im Laufe dieser drei Dezennien 
erfolgten Anderung der Sterblichkeitsverhiltnisse geben die aus den 
drei Tafeln abgeleiteten mittleren Lebensdauern; sie betragen” 


beim minnl. beim weibl. 
Geschlecht Geschlecht 


1871-1881 35,58 Jahre 38,45 Jahre 
1881—1890 37,17 ,, 40,24 ,, 
{991-1900 4056. 48dys 


270. Sterblichkeitskurven. Von den biometrischen Funktionen 
eignen sich zur geometrischen Darstellung des Sterblichkeitsverlaufes 
die Zahlen der Uberlebenden J, und die Sterbenswahrscheinlichkeiten 
g, am besten. Hine Kurve, welche 1, als zur Abszisse x gehérige 
Ordinate besitzt, zeigt die sukzessive Abnahme emer Grundmasse von 
Geborenen mit zunehmendem Alter; eine Kurve, deren Ordinate g, 
ist, wie die Hrwartung, im Laufe des nachsten Altersjahres zu sterben, 
roit dem Alter sich andert. Beide Kurven bezeichnet man als Sterd- 
lichkeviskurven. 

Fig. 47 zeigt ihren Verlauf mit Zugrundelegung der Zahlen der 
Deutschen Sterbetafel fir das minnliche Geschlecht. Der Ordinaten- 
maBstab fiir die ,Kurve der Uberlebenden“ ist links,.jener fiir die 
»Kurve der Sterbenswahrscheinlichkeiten“ rechts aufgetragen. Ubrigens 


1) Die durch diese Zahlen konstatierte Verbesserung der Sterblichkeits- 
verhdlinisse wahrend des 30jihrigen Zeitraums ist nicht eine vereinzelte Erschei- 
nung, sie ist auch in anderen Staaten, in denen wiederholie Sterblichkeits- 
messungen vorgenommen sind, wahrzunehmen. Ein bemerkenswertes Beispiel 
liefert die Schweiz, die tiber Volkssterbetafeln aus den Zeitrdumen 1876—-81. 
188i—88 (s. die FoSnote am Schlusse von Nr. 269) und 1889—1900 (Bericht 
des eidgen. Versicherungsamtes pro 1907) verfiigt. Diesen zufolge stellt sich 
die mittlere Lebensdauer wie folgt: 


beim miunl. beim weibl. 
Geschleckt Geschlecht 


1876—81 40,5 48,2 
1881—88 48,3 46,7 
1889—1900 46,7 48,5. 


Da die mittlere Lebensdaner bei der Geburt wesentlich beeinfin&t wird durch 
dio Sterbensintensitit der ersten Lebeusperiode, so mége noch die mittlere 
fernere Lebensdauer eines héheren Alters, die von diesem Einfluf frei ist, an- 
gegeben werden; sie betrug bei Personen des Alters von 16 Jahren 


beim miimnl. beim weibl. 
Geschlecht Geschlecht 


1876—8i 41,8 43,3 
1881—88 43,8 44.0 
1889—1900 43,8 46,3, 


stieg also von Periode zu Periode rund am 1 Jahr. 
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gibt die letztere Kurve auch eine Darstellung der Lebenswahrschein- 
lichkeiten, wenn man die Alter auf der oberen Begrenzungslinie des 
Diagrammes abliest und den rechts befindlichen Mafstab umgekehrt 
bezeichnet. 

Die Unterschiede zwischen den beiden Geschlechtern zum Aus- 
druck zu bringen, ist der gewihlte MaBstab wenig geeignet. Dagegen 
zeigt die genauere Verfoloung der beiderseitigen Sterbenswahrschein- 


+4 


Fig. 47. 


lichkeiten, daB im groBen Ganzen das weibliche “Geschlecht dem 
minnlichen gegentiber begiinstigt ist; nur in den Perioden 9 bis 15 
und 27 bis 35 erhebt sich die Sterbenswahrscheinlichkeit des weib- 
lichen Geschiechtes ein wenig tiber die des minnlichen, wogegen sie 
in manchen Alterslagen, so zwischen 50 und 60, recht erheblich 
hinter ihr zuriickbleibt. Die Kurve der Uberlebenden des weiblichen 
Geschlechtes verbleibt in ihrem ganzen Verlaufe oberhalb jener des 
mannlichen Geschlechtes, mit der sie bet 100000 einen gemeinsamen 
Ausgangspunkt hat. 
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271. Sterblichkeitsmessung an versicherten Personen. 
Das Problem der Sterblichkeitsmessung hat im Versicherungswesen 
seine héchste Ausbildung erfahren. Sachlich und formell zeigt es hier 
solche Besonderheiten, daB ihm eine selbstandige Stellung eingeriumt 
werden muB. 

Zunichat sind es bestimmte Altersklassen, die im Versicherungs- 
wesen vornehmlich in Betracht kommen, und das in ganz anderer 
relativer Besetzung als in der allgemeinen Bevélkerung. Ferner sind 
nicht alle Bevélkerungskreise gleichm&Big beteiligt, da das Hingehen 
und Fortfiihren einer Versicherung an gewisse wirtschaftliche Vor- 
aussetzungen gekniipft ist, die eine soziale Auslese bedingen. Die Zu- 
lassung zu manchen Versicherungsarten erfolgt nur unter der Vor- 
aussetzung, daB eine vorgenommene Pritifung des momentanen Ge- 
sundheitszustandes und der Antezedentien des Versicherungswerbers 
keine Bedenken hervorruft, es geht also dem AbschluB der Ver- 
sicherung eine dratliche Auslese voraus. Aber auch in solchen Fallen, 
wo die Versicherungsunternehmung kein Interesse daran hat, einen 
guten Gesundheitszustand des zu Versichernden voraussetzen zu kénnen, 
findet der Zugang nicht wahllos statt; vielmehr wirkt hier die innere 
Empfindung, die bei den einen auf lange Lebensdauer hinweist, bei 
andern die Hoffnung auf eine solche herabdriickt, als eine besondere 
Art der Auslese, als Selbstauslese, die im einzelnen wohl irrefihren 
kann, in der Masse aber zu sicherem Ausdruck kommt; auch dort, 
wo eine arztliche Auslese erfolgt, geht ein gewisses MaB von Selbst- 
auslese neben ihr einher und wirkt bei der Wahl der Versicherungs- 
art mit. Das Ausscheiden aus der Beobachtung kann weiters in ver- 
schiedener Weise vor sich gehen: Durch Zod, durch Erreichung des 
Versicherungseweckes ber Lebzeiten, durch einseitige oder einverstaind- 
liche Lésung des Versicherungsvertrags und den damit verbundenen 
Austritt aus der Versicherang. Wenn auch bei der Sterblichkeits- 
messung die erstgenannte Form des Ausscheidens in erster Reihe in 
Betracht kommt, so bringt es der Gang der Messung doch mit sich, 
daB auch die andern Arten des Ausscheidens verzeichnet und verfolgt 
werden miissen. Um nimlich das Beobachtungsmaterial méglichst 
auszuntitzen und eine breite Grundlage zu gewinnen, wird jede ver- 
sicherte Person wihrend der ganzen Dauer ihrer Versicheryng beob- 
achtet und nicht etwa bloB im Falle thres Todes, sondern bei allen 
ganzjéhrigen Altern, die sie in der Versicherung durchschreitet, zur 
Sterblichkeitsmessung herangezogen. 

Alle diese und viele andere Momente, die noch zur Sprache 
kommen werden, unterscheiden die Sterblichkeitsmessung an Ver- 
sicherten so wesentlich von der Sterblichkeitsmessung einer Bevilke- 
rung, da sie zu einem selbstindigen und sehr komplizierten Problem 
der mathematischen Statistik geworden ist. 
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Was das Ziel betrifft, so besteht es darin, aus den Erfahrungen 
einer vergangenen Periode solche Daten abzuleiten, daB darauf dic 
Erwartungen einer naichsten Zukunft gegriindet werden kénnen. Diese 
Grundlegung aber stiitzt sich auf die aus vielfiltigter Beobachtung ge- 
wonnene Uberzeugung von der relativen Bestandigkeit menschlicher 
Massenzustiude; gerade auf dem hier in Rede stehenden Gebiete 
haben Untersuichnagen der neueren Zeit ergeben, daB diese Bestin- 
digkeit nicht allzuweit von jenem mathematisch umschriebenen Grade 
entfernt ist, der eine statistische Wahrscheinlichkeit einer solchen 
yon definitiver Bedeutung vergleichbar macht. Erst durch diese Unter- 
suchungen hat der von Anfang an gebrauchte Ausdruck ,,Sterbens- 
wahrscheinlichkeit“ eine wenn auch immer noch beschrankte Berechti- 
gung erlangt (Nr. 235) 

272. Entwickiung des Problems der Sterblichkeitsmes- 
sung an Versicherten. Unter den Umstanden, von welchen der 
Sterblichkeitsgrad abhingt, stand seit jeher das Aléer im Vordergrunde 
des Interesses. Die Unterschiede, die sich in dieser Richtung her- 
ausstellen, sind so erheblich und treten mit solcher Bestandigkeit auf, 
da8 sie zu keiner Zeit tibersehen werden konnten. Daher kommt es, 
daB bis in eine nicht weit zuriickliegende Vergangenheit das Alter 
als das alleinige zahlenmafig ausdriickbare Element der Sterbens- 
wahrscheinlichkeit gegolten hat. 

Der Einflu8 anderer Umstande’ ist nach und nach erkannt, viel- 
fach unterschitzt und erst in spaterer Zeit nach Richtung und Mai 
erforscht worden. 

DaB das Geschlecht fiir die Gestaltung der Sterblichkeitsverhalt- 
nisse maBgebend ist, hat die Bevolkerungsstatistik friihzeitig gelehrt; 
das Versicherungswesen nahm auf dieses Moment erst in spiiterer 
Zeit Riicksicht, ohne ihm jedoch bis auf den heutigen Tag in den 
Rechnungen immer Ausdruck zu verleihen. In den Sterblichkeits- 
messungen der neueren Zeit ist aber getrennte Behandlung der beiden 
Geschlechter zur Regel geworden. 

Die Wirkung det Auslese (Selektion) macht sich zunichst in 
verschiedener Weise bemerkbar, je nachdem es sich um 4rztliche 
Auslese oder Selbstauslese vornehmlich handelt. Die erstere tritt 
dann in Wirksamkeit, wenn Versicherungsleistungen auf dem Spiele 
stehen, die an den Tod der versicherten Person gekniipft sind; die 
andere macht sich hauptsachlich bei solchen Versicherungsarten geltend, 
bei denen eine von dem Erleben eines bestimmten Alters oder von 
der Fortdauer des Lebens abhingige Versicherungsleistung in Aussicht 
steht. In der Hauptsache also tritt in dem Sterblichkeitsverlauf ein 
wesentlicher Unterschied zwischen Todesfall- oder Erlebensversicherung 
zutage; neben diesem Unterschied im grofen machen sich aber feinere 
Unterschiede bemerkbar bei den verschiedenen Versicherungskombina- 
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tionen, deren Natur nicht allein von den versicherten Hreignissen und 
den an sie gekniipften Leistungen, sondern auch von der Art abhangt, 
wie der Versicherte seine Gegenleistungen abzutragen sich verpfiichtet. 

Die Auslese iuBert aber noch eine andere, mehr ins einzelne gehende 
Wirkung, deren Wahrnehmung wohl nicht lange ausbleiben konnte, 
deren genauere Erforschung aber erst der jiingsten Zeit angebért. 
Die iirztliche Auslese, wo eine solche getibt wird, hat den Zweck, 
Personen von der Versicherung auszuschlieBen, in deren Gesundheits- 
zustand und Antezedentien sich Momente nachweisen lassen, die eine 
Lebensktirzung zur Folge haben kénnen; die Entscheidung erfolgt auf 
Grund objektiver Merkmale, deren Ausbildung Sache der Versicherungs- 
medizin ist, aber auch subjektives Ermessen und geschiaftliche Riick- 
sichten kommen dabei zu Worte. Daraus folgt zunachst, daB die aus- 
gelesenen Leben besser sind als der allgemeine Durchschnitt bei 
demselben Alter. Dieser Vorzug hilt aber nicht unvermindert an, 
da ja die Auslese einmal nach einem momentan herrschenden Zustand 
sich richtet, der sich mit der Zeit 4ndern kann und bei vielen auch 
wirklich andert, und dann, da sie nicht untriiglich ist; je linger die 
seit der Auslese verstrichene Zeit, desto weniger, kann man im all- 
gemeinen sagen, ist von ihrer Wirkung noch wahrzunehmen. Den 
prazisen Ausdruck wird dieser Sachverhalt darin finden, dai Massen 
von Versicherten desselben Alters, deren erste unmittelbar ausgelesen 
worden ist, wiihrend die folgenden um 1, 2, 3,... Jahre von der Aus- 
lese entfernt sind, ungleiche und zwar im allgemeinen steigende 
Sterbenswahrscheinlichkeiten ergeben werden. Hiermit tritt die ab- 
gelaufene Versicherungsdauer als ein neues zahlenmiBig ausdriickbares 
Element der Sterbenswahrscheinlichkeit zu dem Alter hinzu. 

Was hier von der drztlichen Auslese ausgefiihrt worden ist. hat 
sich in der Hauptsache auch heziiglich der Selbstauslese gezeigt, so 
daB auch bei Versicherten, die aus dieser allein ervorgahen. die 
Sterbenswahrscheinlichkeit als vom Alter und der abgulauronin Ver- 
sicherungedauer abhangig aufgefaBt werden mu. 

Die wiederholten Sterblichkeitsmessungen, die heute bereits vor- 
liegen, haben weiter gezeigt, daB neben den relativen Zeitangaben des 
Alters und der Versicherungsdauer auch die absolute Zeitlage der 
Messung auf die Resultate Hinflu8 tibt. Der Grund hierfiir legt 
teils in der allgemeinen Anderung der auf die Sterblichkeit ein- 
wirkenden Umstinde, teils in der Vervollkommnung der 4rztlichen 
Auslese, teils ehalick in dem Wandel, dem die geschaftlichen Grund- 
sitze des Versicherungswesens ebenso unterliegen wie alle mensch- 
lichen Einrichtungen. Aus dieser Tatsache ergeben sich wichtige 
Folgerungen. Wenn man in friherer Zeit, um fiir die Messung eine 
méglichst breite Grundlage zu gewinnen, Hrfahrungen einer miglichst 
langen Periode zusammengefaBt hat, so ist man gegenwirtig davon 
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abgekommen und beschriinkt die Beobachtungsperiode auf einen 
kiirzeren Zeitraum, um auf annahernd gleichartige Verhiiltnisse wih- 
rend desselben rechnen zu kénnen. Man ist sich ferner dessen be- 
wut, daB die Ergebnisse einer Messung nicht auf unabsehbare Zeit 
Geltang behalten kénnen, da8 demnach Sterblichkeitsmessungen zu 
eimer stindigen Aufgabe des Versicherungswesens gemacht werden 
miissen, an die in entsprechenden Intervallen immer wieder von 
nevem heranzutreten ist.*) 

Von weiteren Momenten, die das Sterblichkeitsverhiltnis beein- 
flussen, seien genannt die Héhe der Versicherungssumme, in der die 
wirischaftliche und die soziale Lage zum Ausdruck kommen, ferner 
bei Versicherungsunternehmungen, die nicht auf dem Gegenseitigkeits- 
prinzip beruhen, die Beteiligung oder Nichtbeteiligung am erzielten 
Gewinn: der Aufenthalt, der Beruf. 

273. Die verschiedenen Arten von Sterbetafeln fiir Ver- 
sicherte. Nach diesen Darlegungen wird es mdglich sein, das Pro- 
blem der Sterblichkeitsmessung in seiner heutigen Fassung zu kenn- 
zeichnen und die verschiedenen Formen seiner Lésung dem Verstandnis 
zuzufiihren, die es in den mannigfachen gegenwartig vorhandenen und 
zum Teil auch schon in Verwendung stehenden Sterbetafeln ge- 
funden hat. 

I. Man kann die einjihrige Sterbenswahrscheinlichkeit in allge- 
meinster Weise durch das Symbol 
darstelien, in weichem x das: erreichte Alter, t die seit der Auslese 
versirichene Zeit, die Versicherungsdauer, und U den Komplex von 
Umstiinden bezeichnet, durch welche die Personengemeinschaft cha- 
rakterisiert ist, an der die Sterblichkeitsmessung vorgenommen wird. 

Mit Weglassung des U, das in der Beschreibung der aus der 
. Messung hervorgehenden Tafel zum Ausdruck kommt, etwa in der 
Angabe des Geschlechts, der Versicherungsart und anderer als wichtig 
erkannter Umstinde, schreibt man fiir (1) 


iw - +e (2 ) 
die Konstrukiion dieses Zeichens ist so getroffen, daB in der eckigen 
Klammer das Beitrittsalter steht, 2u dem die Versicherungsdauer ad- 
ditiv hinzugefiigt ist. Diese Bezeichnungsweise ist auf alle andern 
mit der Sterblichkeit zusammenhiingenden GréBen, auf die Lebens- 
wahrscheinlichkeit, die Zahlen der Lebenden und Gestorbenen, auf 
die verschiedenen in Betracht kommenden Gesamtheiten iibertragen 
worden; die Symbole pais Ue—qin Vege U- & bediirfen daher 
keiner weiteren Erklarung, ebenso die Symbole 9.) .., Draj4, USW-, in 


1) Das gilt in Europa besonders fiir die gegenwirtige Zeit. 
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denen nun x das. Hintrittsalter bedeutet, so daB «++ das erreichte 
Alter ist. 

Stellt man die Hypothese auf, daB zu jeder nach der Natur der 
Sache zuldssigen Wertverbindung «, ¢ ein bestimmter Wert des Sym- 
bols (1) gehért, so ist dureh dieses Symbol eine Funktion der ge- 
nannten Variablen dargestellt. 

Die Grundaufgabe der Sterblichkeitsmessung besteht nun darin, 
Einzelwerte dieser Funktion zu bestimmen, die zu ganzzahligen Wert- 
verbindungen von z, ¢ gehéren. Diese Bestimmung stiitzt sich auf 
die Ermittlung zweier Gesamtheiten, namlich der Gesamtheit E,,_ 4, , 
derjenigen, die das Alter x nach Ablauf von ‘ Versicherungsjahren 
durchschritten haben, und der Gesamtheit 6,,_,,, derjenigen unter 
ihnen, die vor Erreichung: des Alters «+1 gestorben sind. Nach 
der wahrscheinlichsten Hypothese iiber den unbekannten Funktions- 
wert ergibt sich fiir ihn die empirische Bestimmung: 


6 
{x — make as 
Ae (3) 
Vix +e Ee Se 


Aus der Gesamtheit der so bestimmten Einzelwerte seien folgende 
Kethen hervorgehoben: 
1. Die Reihe 
Vao—gQeir Uati-get Ue42—-q4tr:° (4) 
stellt die Sterbenswahrscheinlichkeiten der 2, + 1, zy + 2,...-jabrigen 
dar, die diese Alter nach ¢ Versicherungsjahren erreicht haben, also 
den Sterblichkeitsverlauf nach dem Alter bei konstanter Versicherungs- 


aauer, 
2. Die Reihe 


Fix—0}409 Qix-aj4i2 Wea} 4a--- (5) 
gibt die Sterbenswahrscheinlichkeiten der w-jahrigen an, die dieses 
Alter bet AbschluB der Versicherung, dann nach Ablauf eines, 
zweier,... Versicherungsjahre erreicht haben, also den Sterblichkeits- 
verlauf nach der Versicherungsdauer bei konstantem erreichien Alter. 

3. Aus der Reihe 


Vac} +0? Ueyris Qe par- +: (6) 


ist zu ersehen, wie sich die Sterbenswabrscheinlichkeit der im Alter 2, 
Beigetretenen mit fortschreitendem Alter — daher auch mit fort- 
sehreitender Versicherungsdauer — andert; sie zeigt also den Sterb- 
lichkeitsverlauf bei einem konstanten Beitritisalter. 

Die Vorstellung, die man sich auf Grund der bisher gesamielten 
Erfahrungen von dem Verlauf dieser Reihen in groBen 4iigen gemacht 
hat und die zum Teil hypothetischer Natur ist, kann in folgendem 
zusammengefaBt werden. 
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Die unter 1. genannten Reiben, zu den aufeinander folgenden 
Werten f= 9,1, 2,... gehérig, zeigen ahnlichen Verlauf, indem sie 
von einem gewissen erreichten Alter an bestandig steigen. 

Die Rethen 2. sind bei jedem « steigend, doch nimmt die Intensitiit 
des Steigens mit wachsendem ¢ ab; ob es tiber alle in Betracht 
kommenden Versicherungsdauern anhilt, ii®t sich a priori nicht ent- 
scheiden; doch scheint es sich bei allen Altern schlieBlich derart zu 
verlangsamen, daB man bei hdheren Versicherungsdauern praktisch 
von einer weiteren Verinderung absehen, mit anderen Worten, dab 


Q 


x 


man 9, 4)4, Von einem gewissen ¢ aufwirts als honstant betrachten 
kann. Ob diese Dauer bei allen Altern die gleiche und wie grof sie 
tiberhaupt ist, dariiber liBt sich eine allgemeine Aussage nicht machen; 
nach dem heutigen Stande der Erfabrung wird sie als gleichbleibend 
und zwischen 5 bis 10 Jahren angenommen. 

Bei den Reihen 3. zeigt sich anfangs rasches, bald darau! ver- 
langsamtes Steigen, das mit zanehmendem erreichten Alter sich wieder 
verstarkt. 

Bin anschauliches Bild dieser Verhiltnisse liefert die schematische 
Darstellung der zu der Funktion (1) gehérigen Flache, Fig. 48. in 
dem rechtwinkligen System O(X7Q) sei OX die Achse der Alter, 
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Beitritts- und Beobachtungsalter, OZ’ die Achse der Versicherungs- 
dauern; in der Richtung der dritten Achse O@ werden die Sterbens- 
wahrscheinlichkeiten aufgetragen. 

Die Schnittkurve B,B, mit der Ebene XQ gibt den Verlauf von 
f(z, 0), also den altersmaBigen Verlauf der Sterbenswahrscheinlichkeit 
zur Zeit der Auslese, genau gesprochen wabrend des ersten Ver- 
sicherungsjahres, in anderer Bezeichnung den Verlauf von q,,, zwischen 
den Beitrittsaltern 1 — OA, und 7,= OA, an. 

Die Schnittkurven FF, FF, mit den zu XQ in den Ab- 
stinden OD,=t, OD, ==? parallel gelegten Ebenen bezeichnen den 
Verlauf von fo(a, ¢), bzw. fu(a, t’) bei konstantem ¢, ¢, mit andern 
Worten den altersmaBigen Verlauf der Sterbenswahrscheinlichkeit bei 
Personen, die ¢, baw. ¢ Jahre versichert sind; die Applikaten dieser 
Kurven sind also Ve-q+tr TEP. ey VOR % bis a. 

Nimmt man an, daf mit der Versicherungsdauer ¢ die Wirkung 
der Auslese erloschen ist, so hat die Flache rechts von der Kurve 
FF,’ die Gestalt eines Zylinders mit Seitenlinien parallel zu O7. 

Die Schnittkurven B,C,, B,C, mit den zu 7Q in den Abstanden 
OA, = %; OA = 2; peal celagten Ebenen geben den Verlauf der 
rageees acme fol(%, t), fo(x,, 0) bei variablem i an, lassen also er- 
kennen, wie sich die Storbenawalrechemnlish tartan bei den Altern 
Ly, £, gestalten, wenn diese Alter nach verschiedenen Versicherungs- 
davern erreicht werden; ihre Applikaten sind Teo—q+H Tn —4 

Der zu XT normale, zu X@ unter 45° geneigte Schnitt "BH be- 
zeichnet den Verlauf von fy(« +t, ¢) bei festem x= OA, also den 
Verlauf der Sterbenswahrscheinlichkeit bei Personen, die a Alter x 
beitreten; seine Applikaten sind mit g,..,, zu fezithnen 

Die ‘Projektionen der Kurven ))F,, Fy F,', BH auf der Ebene 
X@ sind Kurven der Slarbenewakrattamiobietten Vente Une] o> 
Wx}+: 1 dem tiblichen Sinne (Nr 270), wobei die auf OX gemessene 
Abszisse jedesmal das erreichte Alter angibt. Was insbesondere den 
Verlauf B(F)(F'\(24’) der Projektion von BH betrifft, so ist zu be- 
merken, daB sie bei (#”’) in die Projektion von FF,’ tibergeht; denn 
in diese projiziert sich die ganze rechts von FF,’ befindliche Flache. 

Il. Zu der allgemeinen Auffassang der Sterbenswahrscheinlichkeit, — 
wie sie hier vorgefiihrt wurde, stehen nun die verschiedenen Arten 
von Sterbetafein, die gegenwirtig unterschieden werden, in dem nach- 
stehend dargelegten Verhiltnis. 

a) Summar-, Gesamt-, Durchschnitis- oder Aggregattafeln sehen 
von der Versicherungsdauer véllig ab, stellen also die Sterblichkeit 
nur als Funktion des Alters dar. Sie sttitzen sich auf Sterbens- 
wahrscheinlichkeiten der Form 


qd, = Ee (7) 
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wobei 
t ene 
B= >, Esa e 0,= > Oren 41 
t=0 ?=0 


und t die héchste bei den Personen des Beobachtungsalters x auf- 
tretende Versicherungsdauer ist. Man kann hiernach q, als einen 
Durchnittswert der g,,_»,, in bezug auf das variable ¢ und mit den 


Gewichten E,,_,,,, auffassen, indem tats’&chlich 


t 


Eien +1 Gea 


1h GE ie (8} 
Mea 


geschrieben werden kann; dadurch rechtfertigt sich der Name Durch- 
schnitts-Sterbetafeln. 

Aggregattafeln bildeten bis in die jiingste Zeit das ausschlieB- 
liche Ziel der Sterblichkeitsmessung und sind auch hente die im Ge- 
brauch vorherrschenden. 

Die auf solche Tafeln beziiglichen Bezeichnungen lavten q,, p,, 
L, d,, usw. : 

b) Auf die Versicherungsdauer ist bei der englischen Messung 
vom Jahre 1862 (s. Nr 276) zum erstenmale ernstlich Riicksicht ge- 
nommen worden, und zwar fand dies in den SchluBergebnissen fol- 
genden Ausdruck. Um den damals schon erkannten, die Sterbens- 
wahrscheinlichkeiten g, herabdrtickenden Hinflu8 der Selektion zu 
eliminieren, sind die Beobachtungen der ersten fiinf Versicherungs- 
jahre, die von diesem EinfiuB am starksten betroffen werden, bei der 
Bildung der Sterbenswahrscheinlichkeiten auBer acht gelassen, an die 
Stelle der g, also die Werte 


gesetzt worden, wobei 


Tt t 
5 oy 5 
ES d= Ee qev ed -> Oe—a+i 
t=5 t=a5 


bedeutet. Auch diese g,‘) lassen sich nach Art von (8) als Durch- 
schnittswerte der g,,_,;,, darstellen, nur daB die Summenbildung im 
Zéhler und Nenner mit 5 statt 0 beginnt. 
. Absterbeordnungen, die auf derart gebildete g, (hier ¢,©) ge- - 
griindet sind, bezeichnet man als um ¢ Versicherungsjahre abgekiirzte 
oder abgestutzte Aggregattafeln. Sie beurteilen die Sterblichkeit strenger 
als die vollen Aggregattafeln. 
Die auf sie beztiglichen Bezeichnungen lauten: ¢,, p,, 1,0, d, usw. 
Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung. II. 3.Aufl. 9 
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c) An die vorhin erwahnte englische Messung kniipft aber auch 
schon der erste Versuch an, die Versicherungsdauer in vollstandigerer 
Weise zum Ausdruck zu bringen, als dies durch die abgestutzte 
Aggregattafel geschieht. Dieser Versuch wurde von Sprague unter- 
nommen’). 

: Gegenwartig gebraucht man den von ihm vorgeschlagenen Namen 
Selekttafel (auch Selektionstafel), zu deutsch Auslesetafel, zunachet 
fiir eine Tafel, welche die Sterbenswahrscheinlichkeiten einer Anfangs- 
periode, etwa der ersten 10 Jahre, nach Alter wnd Versicherungsdauer, 
beide von Jahr zu Jahr fortschreitend, zur Darstellung bringt, also 
eine Tafel der Werte 


Vix +s (é=0,1,2,---9), 


- innerhalb jener Altersgrenzen, fiir die Beobachtungsmaterial vor- 
handen war. 

d) Die letzte Form, die eine Sterblichkeitstafel fiir versicherte 
Leben angenommen, besteht in der Verbindung einer Selekttafel fiir 
die ersten ¢ Versicherungsjahre mit einer um dieselben ¢ Jahre ab- 
gestutzten Aggregattafel. Kine solche kombinierte Tafel wollen wir 
als zwetfach abgestufte Sterbetafel bezeichnen. Ihr Aufbau stiitzt sich 
also, wenn speziell die ersten 10 Versicherungsjahre beriicksichtigt 
werden, auf die Sterbenswahrscheinlichkeiten 


Va—j+e (¢= 0,1, 2,--- 9) und q,'"°) 


innerhalb jener Altersgrenzen, fiir welche Beobachtungen vorliegen. 

In Lebenden U,,_.,, geschrieben laBt eine solche Tafel den all- 
mahlichen Abfall von /.,, im Alter z in die Versicherung eingetretenen 
Personen .verfolgen, er spricht sich in den Zahlen 


Faye aya l mH 0 eta Lae 


{x] 4412 “fxJ42>° (z]+9? 
aus. 

Proben der verschiedenen Gattungen von Sterbetafeln und ver- 
gleichende Betrachtungen tiber dieselben werden bei Vorfithrung einiger 
der neueren Sterblichkeitsmessungen gegeben, beziehungsweise in einer 


besonderen Nummer (Nr. 279) nachgetragen werden.. 


274. Die Gesamtheiten von Lebenden und Toten in der 
Sterblichkeitemessung unter Versicherten. Im Sinne der mo- 
dernen Auffassung ist irgendein der Beobachtung unterzogenes Moment 
im Leben einer versicherten Person durch drei Zeitkoordinaten_be- 
stimmt: Durch die Geburtszeit ¢ und die Kintrittszeit y des Individuums 
und durch die Beobachtungszeit 2 des betreffenden Moments. Natur- 
gemaB ist z<y< am. 


1) Journ. of the Inst, of Act. XXI (1879), p. 229—259. 
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Wahit man zur Unterstiitzung der Vorstellung die geometrische 
Verbildlichung in einem rechtwinkligen Koordinatensystem O(XYZ), 
Fig. 49, auf dessen Achsen die gleichnamigen Zeiten abgetragen werden 
(wobei der Ursprung so gew&hlt sein soll, daB ihm auf allen drei 
Achsen derselbe Zeitpunkt entspricht), so liegen die simtlichen Lebens- 
punkte eines Individuums auf einer zur X-Achse parallelen Geraden, 

Z der Lebenslinie, die mit dem Geburt- 
punkte G beginnt und mit dem Sterbe- 
punkte T endet. Der gerade beobach- 

R tete Lebenspunkt sei B. 


‘ 
“ 


ee ae re ot a ce re ee ee Seared) 


Y 


W 
Fig. 49. 
Die GréBen «, y, 2, als Variable aufgefaBt, und ihre drei Differenzen 
ies am iay dy 
welche der Reihe nach das Eintrittsalter, das Beobachtungsalter und 


die BReobachtungsdaver ausdriicken, geben Anla® zur Bildung von 
sechs Systemen paralleler Ebenen, u. zw. zu den drei Systemen 


g=X (1) 
Yea (2) 
| goZ (3) 
und zu den weiteren drei Systemen 
Ga He (4) 
a—z=H, (5) 
x—y = Hs. (6) 


Die Ebenen der ersten Gruppe sind den Koordinatenebenen parallel, 
und zwar enthalten (2), (2) Lebenslinien gleicher Nintritts-, bzw. 
g* 
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gleicher Geburtazeit, die Ebenen (1) Lebenspunkte gleicher Beobach- 
tungszeit. 

Die Ebenen der zweiten Gruppe sind den Halbierungsebenen der 
Flachenwinkel des Koordinatentrieders parallel] und zwar enthalten 
die (4) Lebenslinien gleichen Hintrittsalters, die (5), (6) Lebenspunkte 
gleichen Beobachtungsalters, bzw. zur gleichen Beobachtungsdauer 
gehorig. Aus diesen drei Systemen sind von hbesonderem Interesse 
die speziellen Kbenen 


H,=y-—2=90 (A*) 
H=r—2z2=-0 (5*) 
H,=%—y=0; (Ss 


die erste enthalt Lebenslinien des Hintrittsalters Null, also die Lebens- 
linien solcher Personen, die von der Geburt an versichert sind; die 
zweite ist Trigerin von Lebenspunkten des Beobachtungsalters Null, 
also von Geburtspunkten; die dritte ist Trigerin von Lebenspunkten 
der Beobachtungsdauer Null, also von Kintrittsnunkten. Es beginnt 
also jede Lebenslinié in einem Punkte der Ebene H,, durchsetzt die 
Ebene H, im Eintrittspunkte und endet in weiterer Fortsetzung ent- 
weder in einem Lebenspunkte, wenn der Versicherte lebend aus der 
Versicherung schied, oder im Sterbepunkte, wenn er bis zum Ableben 
versichert blieb. 

Kine begrenzte flachenformige Figur, welche die Lebenslinien 
sehneidet, hebt eine Gesamtheit von Lebenden heraus. 

Hin begrenzter Raum im Gebiete der Lebenslinien enthalt im 
aligemeinen eine Vielheit von Sterbepunkten und hebt dadurch eine 
Gesamiheit von Toten heraus. 

Des in der Figur dargestellte Gebiet, begrenzt von den Ebenen 
z=, X, Y, Z, H,, H,, umfaBt die Lebenslinien von Versicherten, die 
in dex “eitstrecke OH geboren, in der Zeitstrecke OQ eingetreten 
und aut der Zeitstrecke OP beobachtet worden sind. 

Als Trager von Lebendengesamtheiten beniitzt man in der Sterb- 
lichkeitsmessung bloB Ebenen der Systeme (1), (5), (6), also Ebenen 
X, H, und H,; und zwar umfabt eine Gesamtheit 


auf einem Traiger X Gleichzeitiylebende, 
Pea i H, Gleichaltrige, 
» oo” » H, Gleichlangversicherte.*) 


Zur Begrenzung benutzt man Ebenen der andern Systeme in der 
erforderlichen Anzahl. Aus der grofen Mannigfaltigkeit seien als 
besonders wichtig hervorgehoben: 

1) KE. Blaschke, Vorl. aber Mathem. Statistik, 1906, p. 51, bezeichnet 
diese Gesamtheiten der Reihe nach als englische, deutsche und Gothaer und 
unterscheidet darnach auch ein englisches, deutsches und Gothaer SterblichkeitsmaB. 
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Erste Hauptgesamtheit: Trager X; Begrenzung zwei Ebenen Y 
und zwei Ebenen Z im Abstande eines Jahres: Gleichzeitig Lebende 
aus einjahriger Hintrittszeit- und einjahriger Geburtszeitstrecke. 

Hier ist x konstant, wihrend y, z sich tiber je ein Jahr erstrecken; 
daher erstrecken sich das Beobachtungsalter x — z und die Versicherungs- 
dauer x — y iiber ein Jahr, das Hintrittsalter y — z iiber zwei Jahre. 

Z. B. Erhebungszeit 31. XI. 1908, Geburtsjahr 1860, EHiniritt- 
jahr 1883. Daraus: Beobachtungsalter 47—48, Versicherungsdaver 
25—-26, Hintrittsalter 22—24. 

Zweite Hauptgesamtheit: Trager H,; Begrenzung zwei Ebenen Y 
und zwei Ebenen Z im Abstande eines Jahres: Gleichaltrige aus ein- 
jahriger Hintrittazeit- und einjahriger Geburtszeitstrecke. 

Hier ist # —z fest, wahrend sich y, ¢ tiber je ein Jahr orstrecken; 
daher erstreckt sich das Eintrittsalter y-- 2 iiber zwei Jahre und 
ebenso die Versicherungsdauer «—y=x—2z—(y—) tiber zwei 
Jahre. 

Z. B. Alter 48, Geburtsjahr 1860, Eintrittsjahr 1881. Daraus: 
Eintrittsalter 20—22, Versicherungsdauer 26-—28. 

Driite Hauptgesamthet: Traiger H,; Begrenzung zwei Ebenen ¥ 
und zwei Ebenen Z im Abstande emes Jahres: Lebende gleicher Ver- 
sicherungsdauer aus einjahriger Hintritiszeit- und einjahriger Geburts- 
zeitstrecke, 

Hier ist c—y fest, wahrend sich y, 2 je tiber ein Jahr erstrecken; 
daher umfaBt das Nintritisalter y— 2 zwei Jabre und ebense das 
Beobachtungsalter x — ¢ = (4 — y) + (y— ¢) zwei Jahre. 

Z. B. Versicherungsdauer 18 Jahre, Geburtsjahr 1853, Etntritts- 
jabr 1887. Daraus: Hintrittsalter 33—35, Beobachtungsalter 51—53. 

Als Trager einer Totengesamtheit wird ein an die Lebendengesami- 
heit anschlieBendes Polyeder genommen, dessen weitere Begrenzung 
wieder Ebenen der erwahnten Systeme bilden. Da auch dies in 
mannigfacher Weise geschehen kann, so lassen sich sehr verachiedene 
SterblichkeitsmaBe konstruieren, denen je nach den gewihlten Be- 
grenzungen auch verschiedene innere Bedeutung zukommt. Nur eine 
beschrankte Anzahl derselben ist praktisch verwertet worden. 

SchlieBt man beispielsweise an die zweite Hauptgesamtieit der 
Lebenden, die durch ein Rechteck in H, dargestellt ist, ein Paratlel- 
epiped an, das durch die schon verwendeten zwei Ebenen Y und zwei 
Ebenen Z und eine zweite Ebene H, im Abstande eines Jahres von 
der ersten vervollstandigt wird, so handelt es sich um Todesfaile aus 
einjahriger Altersstrecke, aus demselben Eintritts- und Geburtsjahr, 
dem die Lebendengesamtheit angehdrt, aber aus zwei aufeinander 
folgenden Beobachtungsjahren, und der Quotient aus der Totengesami- 
heit durch die Lehendengesamtheit bedeutet eine Sterbenswahrechein- 
lichkeit in dem tiblichen Sinne. 
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275. Die Einbeziehung der Hin- und Austritte. Im Sinne 
der vorstebenden Ausfiihrungen kénnen auf der Lebenslinie als dem 
Reprasentanten eines versicherten Individuums drei verschiedene Skalen 
unterschieden werden: 

Die kalendarische, 

die nach Altersjabren, 

die nach Versicherungsjahren. 

Die erste stellt sich in die birgerliche Zeitrechnung ein und hat 
deren Anfangspunkt zum Nullpunkt; die zweite geht vom Geburts- 
punkte aus; die dritte beginnt bei dem EHinirittspunkt. 

Im gemeinen Verkehr bezieht man die Lebensereignisse zumeist 
auf die erste Skala durch mehr oder minder genaue Angaben, so 
durch Angabe des Datums — gestorben am 13. Marz 1908 — oder 
des Jahres und Monats —- gestorben im Marz 1908 — oder bloB des 
Jahres — gestorben 1908. 

Auch die zweite Skala ist gebraiuchlich, indem man haufig das 
Alter angibt, in welchem das Ereignis eintrat; hier begniigt man sich 
azumeist mit grober Annaherung — gestorben im 70. Lebensjahre, ge- 
storben im Alter von 691/, Jahren o. a. 

Die dritte Skala ist eine spezifisch versicherungstechnische und 
hat nur von diesem Gesichtspunkte Interesse; neben ihr hat ‘auf 
diesem Gebiete auch die zweite Skala hervorragende Bedeutung, weil 
ja die Sterbenswabrscheinlichkeit und die mit ihr zusammenhingenden 
Gréfen auf das Alter bezogen werden. Dieses Nebeneinandergehen 
zweier Skalen, die nur ganz ausnahmsweise koinzidieren, macht sich 
in Theorie und Praxis verschiedentlich bemerkbar. 

Hine wichtige damit zusammenhangende Frage betrifft die Be- 
handlung der Wanderungen im Versicherungsstocke, d. i. der Ein- 
und Austritte. 

Wir stellen uns auf den Standpunkt, es handle sich um die Be- 
stimiaung der einj’hrigen Sterbenswahrscheinhichkeit zu eimem ganz- 
jahrigen Alter x (ohne oder mit Beriicksichtigung der Versicherungsdauer). 

Krfolgte der Eintritt immer nur an einem Geburtstage und der 
Austritt nur durch Tod, so wiirde sich die Bestimmung von q, ein- 
fach gestalten: Man zihlt diejenigen, die ix der Gesellschaft das Alter 
x iiberschritten haben, fiigt dazu die Anzahl der im Alter x ein- 
getretenen und erhilt so den Nenner fiir den empirischen Wert von q,, 
withrend der Zahler die Anzahl der in der Gesellschaft auf der Alters- 
stufe (x, 2+ 1) Gestorbenen gebildet wird. 

In Wirklichkeit aber geschieht der Hintritt 2u beliebigen Zeiten 
und auBer dem Todesfall gibt es noch andere Austrittsméglichkeiten, 
die sich ebenfalls an kein bestimmtes Alter binden. 

Hine Person, welche im Alter x — 6 eintritt und im Alter 
z+k-+ 06 austritt — a, k sind positive ganze Zahlen, 6, 6’ positive 
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echte Briiche —, steht durch k + 6+ 6’ Jahre unter Kphesnanrk 
sie iiberschreitet waihrend derselben die Altersgrenzen x,2+1,---2+k 
und durchlebt somit & volle Altersjahre innerhalb der Gesellschaft: 
wlirde man also von den Jahresbruchteilen 6, 6’ der Beobachtungs- 
dauer absehen, so kénnte die an der Person vollzogene Beobachtung 
fiir die Sterblichkeitsmessung der & Alter 2,2 +1,---2+k—1 ver- 
wertet werden. Kin solcher Vorgang wire aber mit einer Schmile- 
rung des Beobachtungsmaterials verbunden, wie dies auch aus der 
folgenden Retrachtung hervorgeht. 

Angenommen Wieder: es handle sich um die Sterbenswabrschein- 
lichkeit “der x-jahrigen. Man hat unter den Mitgliedern der Gesell- 
schaft zu unterscheiden: 

1) solche, welche das Alter « unter Beobachtung tberschritten 
haben; 

2) solche, welche auf der Altersstufe (x, x+-1) in die Gesell- 
schaft eingetreten sind 

Die Gruppe 1) zerfallt wieder in solche, 


a) die das nachste Alter z + 1 unter Beobachtung iiberschreiten; — 

b) die auf der Altersstufe (7, z+ 1) in der Gesellschaft sterben; 

c) die auf dieser Altersstufe austreten. 

Die Gruppe 2) hinwiederum trennt sich in solche, 

a) die das nachste Alter x + 1 unter Beobachtung iiberschreiten; 

b) die vor Erreichung dieses Alters in der Gesellschaft sterben; 

c) die vor Erreichung desselben aus der Gesellschaft austreten. 

Fiir den gedachten Zweck wiirden bei dem oben erwahnten Vor- 
gange nur die Gruppen la) und 1b) zur Verwendung kommen, und 
zwar ware g, der Quotient aus 1b) durch la)+ 1b). Gianzlich auBer 
Betracht blieben die Gruppen 2b) und 2c), wihrend 2a) erst bei der 
nachst héheren Altersstufe 7+ 1 in Verwendung gezogen wiirde. 

Man hat nun gesucht, die ganze Beobachtungsdauer auszuniitzen; 
tatsichlich ist dies mit gewissen Annahmen erreichbar, die wenigstens 
bei AusschluB der jiingsten Altersstufen, welche aber hier ohnehin 
nicht in Betracht kommen, sich von den wirklichen Verhiltnissen 
nicht viel entfernen diirften. 

Es handle sich wieder um die Ermittelung der Sterbenswahr. 
scheinlichkeit g, der a-jihrigen. Dabei sollen folgende Daten zur 
Verwendung kommen: . 

Die A Personen, welche das Alter x unter Beobachtung ‘iber- 
schritten haben; 

die B Personen, welche zwischen den Altern x und. a 1 ¢in- 
getreten sind; 

die C Personen, welche zwischen den Altern x und a ne 1 aus- 
getreten sind; 
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die Mf Personen, deren Ableben auf der genannten Altersstufe 
beobachtet wurde. 

In der nachfolgenden Betrachtung bezeichne I(¢) die Menge der 
Uherlebenden des Alters z und werde als eine stetige Funktion von 
2 betrachtet. 

Zunichst ist eine plausible Annahme iiber die Verteilung der 
Ein- und Austritte erforderlich, um eine allgemeine Rechnung auf- 
nehmen zu kénnen; als solche darf wohl die gelten, dap sich die Ein- 
und die Austritie gleichmdfig tiber die einjihrige Altersstufe verteilen. 

Dies vorausgesetzt, stellt sich die Anzahl derjenigen, welche in 
dem Zeitintervall +h bis c+h-+dh (h und h+ dh positiv und 
kleiner als 1) eingetreten sind, auf Bdh; diesen entsprechen 

Uz 
_ Bah: je A 
Personen, die durch das Alter x gingen, ohne hierbei beobachtet 
worden zu sein; folglich sind davon 
L(z) ia ae 
auf der Altersstufe (z,x +1) gestorben, ohne daB die betreifenden 
Todesfalle in der Gesellschaft zur Beobachtung gekommen wiren. 

In demselben Zeitintervall sind ferner Cdh Personen aus der 

Gesellschaft ausgetreten; von diesen werden 


Cdh - ie 8) 


Lae + h) 
das Alter «+1 tiberschreiten, ohne mehr unter Beobachtung zu 
stehen; folglich sterben, ebenfalls auBer Beobachtung, 
; Ue+-1) la +1)),,, 
Cdh — Cah Fea = (1 — ety Cdh (2) 
Personen. 
Ks ist also im Ganzen so, als ob 


1 
adh 


Ua + h) 
Personen unter Beobachtung durch das Alter 2 gegangen und 


1 1 
hy ah 1{ ah 
M+ Bite) fit — 1] 0(1 Wet frets] 


0 0 


A + Bi(x) 
6 


Personen unter Beobachtung gestorben wiiren; daraus berechnet sich, 
wenn man zur Abkiirzung 
1 
adh 


J e+ h) ~ 
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setzt, die Sterbenswahrscheinlichkeit: 


M+ B(Jla)—1}— O{ Jue +1)—1) 
2 A+ BIUa) , 


woraus auch 
Aq, + (B—C){1—la@+)J}=M (3) 
folgt. 

Um die Rechnung weiterfiihren zu kénnen,, ist eine Annahme 
tiber die Verteilung der Sterbefille notwendig, und diese kann, da 
yon den jtingsten Altersklassen abgesehen werden darf, dahin getroffen 
werden, daB die Todesfille einer einjahrigen Altersklasse sich gleich- 
mapeg iber dieselbe verteilen. 

Analytisch ausgedriickt heift dies, daB 

iia) —Ua+h) = h{l(x2) — (e+ 1); (4) 
dann aber ist : 
1 


sss fe SEES SEs Gerais aR a ee 
~ J ia) Hie) Te +9] ~ Te TE FH 8 HEF 4)’ 


und die Gleichung (3) geht mit Ricksicht darauf, daB Mea -1—q, 


ist, tiber in: 
Aq, + (B—C){1 +~—® Leg (1—g,)|= M. (5) 


Die Extwicklung des den natiirlichen Logarithmus enthaltenden Gliedes 
gibt aber 


und dies reduziert sich, wenn man bei der ersten Potenz von ¢, mit 
Riicksicht auf dessen Kleinheit stehen bleibt, auf -- 1 + &. Die Ein- 
fiihrung dieses Wertes verwandelt (5) in 


Aq, i q, rie M, 
woraus schlieBlich 
A+=>= 


folgt.1) Man hat also die Anzahl der in der Gesellschaft beobachteten 
Todesfille mit einer ideellen oder rechnungsmdBigen Zahl von Uber- 
lebenden des untern Alters x zu verbinden, welch iletztere erhalten 
wird, wenn man die Anzahl der heobachteten y-jabrigen um die halbe 


1) Vgl. Deutsche Sterblichkeitstafeln aus den Erfahrungen von 23 Lebens- 
versicherungsgesellechaften usw. Berlin 1883, p. XXIX—XXXI; ferner Th. Witt- 
stein im Arch. f. Math. u. Phys., XXXIX. ; 
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Anzahl der Hingetretenen vermehrt und um die halbe Anzahl der 
Ausgetretenen vermindert. 

Eine andere Hypothese tiber die Verteilung der Ein- und Aus- 
tretenden hat Zeuner') der Rechnung unterlegt und eine Formel 
abgeleitet, die wir wegen der Anwendung, die er von ihr fiir die 
Lisung. eines andern Problems, die Invaliditit betreffend, gemacht 
hat, hier entwickeln werden; beziiglich der jetzt vorliegenden Aufgabe 
der Sterbiichkeitsmessung fiihrt diese Formel wieder auf das Re- 
sultat (6). Die Hypothese Zeuners geht dahin, daf die relative 
Hiiufigkeit der Ein- und Austritte bei irgendeinem Alter proportional 
sei der Menge der Uberlebenden dieses Alters. Sie stiitzt sich also auf 
die Vermutung, daB je mehr Personen eines Alters vorhanden sind, 
um so mehr Personen dieses Alters ein- und austreten werden. 

Auf Grund dieser Annahme betriigt die Menge der in dem Alters- 
intervall (1 +h, x+h-+dh) Eintretenden 


Bl(a +h)ah, (7) 
jene der Austretenden 
yl(a + h)dh, (8) 
wobei $, y Konstanten bedeuten, die sich auf Grund der Bemerkung 
ergeben, da das Integral von (7), tiber das Intervall (0, 1) erstreckt, 
die bekannte Zahl B der Hingetretenen und das ebenso bestimmte 
Integral von (8) die Zahl C der Ausgetretenen geben muB; also ist 


1 
Bf Ux+Wdh= B, 
0) 


i 
pf Un+hdh = C. 
0 


Macht man iiber die Verteilung der Sterbefalle dieselbe Annahme wie 
vorhin, so gilt der Ansatz (4), aus welchem 
Ua +h) = 1x) — h[l(~) — l(w+1)] 


und 
L 
fr@+man— rtrd (9) 


folgt; hiermit ergeben die obigen Gleichungen 
2B 2C 
Pee iety? 1 Tete FD 
Bezeichnet man die Anzah] derer, welche in der Gesellschaft das- 
Alter «+ 1 erreichen, mit 4,, so kann diese in zweifacher Weise 


1) Abhandlungen aus der mathem. Statist., p. 116 ff. 
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ausgedriickt werden. Hinmal besteht sie aus den A urspriinglich 
Vorhandenen und aus den Eingetretenen, vermindert um die Aus- 
getretenen und Gestorbenen, so daB 


A= A BR C— M: (10) 


auf der anderen Seite setzt sie sich aus den Uberlebenden der ur- 
spriinglich Vorhandenen und der sukzessive Eingetretenen, vermindert 
um die Uberlebenden der sukzessive Ausgetretenen: nun leben von 
den Hingetretenen (7) im Afiter:z +1 noch 
eee Ua -t 1) : 
Blia + hjdh- ah) oder Bl(x + Ijdh, 


von allen Eingetretenen also 
1 


Blix +1) f dh = pla + 1). 
19) 


yon den Ausgetretenen (8) noch 


yl(x + h)dh eth oder pl(x + 1)dh, 


von allen Ausgetretenen demnach 


1 
ylx +1) f dh = yl(e + 1); 
: 6 
infolgedessen ist auch 
A, = Ap, + (8— y)l@ + 1) 
und dies verwandelt sich nach Hinsetzung der Werte fiir 8, y und mit 


lw + 1) 


Beachtung des Umstandes, da8 ~~; aes ist, in den Ansatz: 


A, =P, [4 ae 2(B—C) ‘ (11) 


Verbindet man die beiden Ausdriicke (10) und (11) fiir A, zu 
einer Gleichung und fiihrt dabei q, statt p, ein, so wird: 


many bf 

‘pt at fold pera 
1— 2 
2 


eutwickelt man rechts bis auf Glieder der ersten Ordnung in q,. so 
entsteht weiter ra 


Gr 
A+B—C-—M=A(i-—q,) + (B-—C)(1—4), 
woraus nach entsprechender Reduktion 
B-—C 
m=-(4+75-)a 
folgt, was im Wesen mit der Gleichung (6) tibereinstimmt. 
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Anders steht die Sache, wenn statt des Alters das Versicherungs- 
jahy zor Grundlage genommen wird. Hine unterjahrige Periode zu 
Beginn der Versicherung gibt es dann nicht, weil jede vom Zeit- 
punkte ihres Abschlusses an gezahlt wird, daher entfallen Kimtritte 
im frtitheren Sinne und es verbleiben bioB die Austritte. Macht man 
wieder die Annahme, daf sie sich gleichmaBig iiber das Jahr ver- 
teilen, so bedeutet dies so viel als alle Austritte auf die Mitte des 
betreffenden Versicherungsjahres zu reduzieren und fiir jeden noch ein 
halbes Versicherungsjahr iiber das letztvollendete in Rechnung zu 
bringen; auch so kann man die Sachlage auffassen, daB die Halfte 
der Austretenden in den Anfang, die andere Halfte in das Ende des 
angebrochenen Versicherungsjahres verlegt wird. 

Wilt man jedoch eine der Wirklichkeit n&her sich anpassende 
Verrechnung der Austritte durchfiihren, sc kann dies nur durch ihre 
detailliertere Registrierung nach Bruchteilen des begonnenen und nicht 
vollendeten Versicherungsjahres erzielt werden. Ein solcher Vorgang 
ist bei der neuesten englischen Sterblichkeitsmessung beobachtet 
worden (siehe hiertiber Nr 279). 

Bei der Benutzung des Versicherungsjahres als Grundiage der 
Messung wird das tabellarische Beitrittsalter in der Regel nach dem 
dem Hintrittstage niichstliegenden Geburistage bestimmt, so da8 es 
von dem wirklichen Beitrittsalter wm ein halbes Jahr nach auf- oder 
abwarts differieren kann. 

276. Gewinnung des Materials. Aufz&hlung von Sterhb- 
lichkeitsmessungen. Die Konstruktion einer Sterbetafel fiir ver- 
sicherte Leben, zumal einer solchen, die auch die Versicherungsdauer 
beriicksichtigt, erfordert eine breite Beobachtungsgrundlage, sollen 
die einzelnen Alter, im zweiten Falle auch die unterschiedenen Be- 
obachtungsdauern, gentfigende Daten aufweisen. Eine einzelne Anstalt 
kann nur bei betrachtlichem Geschiftsumfang und da auch erst nach 
einer langen Geschifistiitigkeit ein Beobachtungsmaterial aufbringen, 
das sie in den Stand setzt, eine Tafel oder gar die fiir verschiedene 
Versicherungskombinationen erforderlichen Tafein aus eigenen Er- 
fahrungen abzuleiten; ein allzu langer Beobachiungszeitraum kann da- 
bei die Branchbarkeit der gewonvenen Resultate in Frage stellen. 

Dieser Umstand fiihrte schon vor Mitte des vorigen “Johrhunderts 
englische Aktuare auf den Gedanken einer Kollektivoperation, indem 
Gesellschaften, die unter annahernd gleichartigen Verhiltnissen arbeiten, 
ihre gesammelten Erfahrungen einer Zentralstelle iiberweisen, der die 
Aufgabe der Bearbeitung nach einem festzulegenden Plane aufallt. 
Auf diesem Wege, der in England und Schottland nun schon dreimal 
- beschritten wurde und auferhalb dieser Staaten mehrfache Nach- 
ahmung fand, war es méglich, bei beschrankter Beobachtungsperiode 
(wenigstens bei der jiingsten Operation) zureichende Beobachtungs- 
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daten zu gewinnen, um nicht blo® neue Sterbetafeln abzuleiten, son- 
dern auch fiir die Beantwortung mannigfacher Fragen betreffend 
Sterblichkeit, Bewegung unter den Versicherten u. a. m. die statistische 
Unterlage zu schaffen. 

Bestand der Zweck also urspriinglich darin, fiir eine einzelne 
Anstalt oder eine Gruppe kooperierender Anstalten eine Tafel fiir den 
eigenen Geschiiftsbetrieb zu konstruieren, so hat sich im Laufe der 
Zeit die Aufgabe immer mehr erweitert, und die neueren Messungen 
fiihrten zu Tafelwerken, die vielen speziellen Zwecken dienen kénnen. 
Auch ist es tiblich geworden, das ganze Urmaterial zu veréffentlichen 
und tiber die Grundsitze und Methoden seiner Bearbeitung Rechen- 
schaft abzulegen, um so der Kritik und der weiteren Forschung die 
Wege zu ebnen. So sind denn die Publikationen iiber Sterblichkeits- 
messungen zu Hauptquellen der mathematischen Statistik geworden. 

Es empfiehlt sich nun, bevor in das nahere eingegangen wird, 
eine Ubersicht tiber die wichtigeren Sterblichkeitsmessungen zu geben, 
deren manche woh! nur mehr ein historisches Interesse beanspruchen 
diirfen, wihrend andere, auch iltere, in der heutigen Praxis eine Rolle 
spielen und wieder andere, wenn auch noch nicht oder wenig in den 
Gebrauch gekommen, durch ihre Anlage und Durchfiihrung das Inte- 
resse des Theoretikers und Praktikers verdienen. 
| Von Untersuchungen iiber die Sterblichkeit unter Rentnern und 
den daraus hervorgegangenen Tafeln seien angefiihrt: 

Die Tafel von Deparcieux'), abgeleitet aus den Erfahrungen tiber 
Tontinen, eine Einrichtung, die der Versicherung auf feste Renten 
voranging ; 

die Sterbetafeln von Brune’), gerechnet aus den Aufzeichnungen 
der Kénig]. PreuBischen Allgemeinen Witwen-Verpflegungsanstalt in 
Berlin, zuerst den Zeitraum 1776—1834, spater den Zeitraum 1776 — 1845 
umspannend; 

die Tafel der Preu8ischen Rentenversicherungsanstalt von Semm- 
ler®), auf die vor den Renten vielfach betriebenen Jahresgesellschaften 
mit Altersklassen gegriindet; 

die Tafel der Kéniglichen Sichsischen Altersrentenbank von 
1892*), aus dem Beobachtungszeitraum 1859—1869; 

die Tafel der Kéniglichen Sichsischen Altersrentenbank von 
Helm*) vom Jahre 1904, aus dem Beobachtungszeitraum 1859—1899; 


1) Essai sur les probabilités de la durée de la vie humaine. 1746. 

2) Journ. f. d. reine u angew. Mathem. 16 (1837), p. 16f. — Allgem. Ver- 
sicherungszeitung 1847, p. 187 u. 196. 

8) Vereinsblatt fiir Deutsches Vorsicherungswesen III (1875). 

4) Dekrete Nr. 22 und 26 an die Stiinde (Bd. IIT) vom 21. XI. 1891. 

5) Dekrete Nr. 20 und 28 an die Stinde (Bd. III) vom 24. XI. 1903, bzw. 
15. I. 1904. 
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die Deutschen Rentnersterbetafeln von 1891 und 1893"), aus emer 
Kollektivaktion von 38 Anstalten hervorgegangen; die aus 1891 stam- 
mende ist fiir beide Geschlechter angelegt, die von Semmler 1893 
abgeleiteten Tafeln trennen minnliche und weibliche Personen; 

die franzdsische Rentnersterbetafel R.F. von 18957), durch Ko- 
operation entstanden und von Kertanguy ausgefiihrt, Beobachtungs- 
zeitrauum 1819—1877; 

die franzésische Rentnersterbetafel 1900—D %), aus einer Kollektiv- 
aktion hervorgegangen, mit dem Beobachtungszeitraum 1819—1898. 

Sterblichkeitsuntersuchungen an Personen, die fiir den Todesfall 
versichert sind, haben einige groBere Anstalten an den eigenen Er- 
fahrungen und zunichst fiir den eigenen Geschiftsgebrauch ausgeftihrt; 
es seien hier genannt: 

Die Gothaer Tafel*), abgeleitet aus den Erfahrungen des Zeit- 
raums 1829—1878; 

die Beamtenvereinstafel®), gegriindet auf die Statistik des Ersten 
Allgemeinen Beamtenvereins der ostertunger Monarchie, Beobachtungs- 
periode 1865—1888; 

die neue Gothaer Bankliste*), aus den Erfahrungen der Jahre 
1852—1896 von J. Karup konstruiert; 

die Leipziger Tafel’), von G. Hockier abgeleitet aus’ den Er- 
fahrungen der Lebensversicherungsgesellschaft in Leipzig wahrend des 
Zeitraums 1864—1899; diese zwei zuletzt genannten Messungen fassen 
das Problem schon in seiner neuesten Entwicklungsform und machen 
sich die BO einer zweifach abgestuften Sterblichkeitstafel 
zum “Ziele. 

In jiingster Zeit haben auch die ,,Assicurazioni generali“ in Triest®) 
und der ,,Anker“ in Wien®) Tafeln aus den eigenen Beobachtungen 
abgeleitet im Anschlusse an die weiter unten zu nennende Sster- 
reichisch-ungarische Sterblichkeitsmessung, an der die genannten An- 
stalten beteiligt waren. 

1) Vereiusblatt fiir Deutsches Versicherungswesen, XIX (1891) und B. Schmer- 
ler, Die Sterblichkeitsertahrungen unter den Rentenversicherten, Berlin 1883. 

2) Tables de mortalité du comité des compagnies d’agsurances etc. Paris 1895. 

3) Tables de mortalité 1900 des rentiers et assurés etc. Paris 1902. 

4) Mitteil. a. d. Geschafts- und Sterblichkeitsstatist. d. Lebensvers.-Bank 
f. Deutschland in Gotha, 1880. 

5) Der Erate Allgem. Beamtenverein der dsterr.-ungar. Monarchie. Denk- 
schrift, Wien 1890. 

6) Die Reform des Rechnungswesens der Gothaer Lebensversicherungsbank 
a. G, Jena 1903, 

%) Anderung der Rechnungsgrundlagen sowie Aufstellung einer Sterblich- 
keitstafel etc. fiir die Lobensversicherungsgesellschaft zu Leipzig. Leipzig 1907. 

8), Als Manuskript gedruckt, Triest 1907. 

9) Fintzigster Rechenschaftsbericht etc. (Jubiliumaschrift), Wien 1909. 
p. 41—50. 
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Von Kollektivunternehmungen groBen Stils, beziehungsweise -von 
den Ergebnissen soleher, seien die folgenden namhaft gemacht: 

Die Tafel der 17 englischen Gesellschaften'), aus cinem bis Ende 
1837 reichenden Beobachtungszeitraum gewonnen; 

die Tafeln der 20 britischen Gesellschaften’), deren Beobachtungs- 
periode mit dem 31. XII. 1862 schlieSt; die fiir gesunde (H) miinn- 
liche (Mf) und weibliche (#') Personen geltenden Tafeln fiihren die 
Bezeichnungen H*, H?, H¥®), H¥©), die fiir beide Geschlechter gel- 
tenden heiBen H**?, H¥¥6), 


die Tafeln der 30 amerikanischen Gesellschaften*), mit einem bis 
Ende 1874 reichenden Beobachtungszeitraum; 

die Deutschen Sterblichkeitstafeln*) aus den Erfahrungen von 
23 Gesellschaften, reichend bis Ende 1875; 


die Tafeln der 4 franzésischen Gesellschaften®), mit dem Be- 
obachtungszeitraum 1819-1887; 


- die Tafeln der 60 britischen Gesellschaften*), aus den Erfahrungen 
des Zeitraums 1863—1893, der sich an die Beobachtungspériode fiir 
die Tafeln der 20 britischen Gesellschaften anschlieBt, abgeleitet; 

die 6sterreichisch-ungarische Messung, in zwei nach gleichen 
Grundsatzen und gleichen Methoden arbeitende Parallelaktionen, eine 
ésterreichische") und eine ungarische, zerfallend, deren Ergebnisse 


1) Tables exhibiting the law of mortality deduced from the combined 
experience of 17 Life Assurance Offices. London 1848. 

2) The mortality experiences of life insurance companies collected by the 
Institute of Actuaries. London 1869. 

8) System and Tables of Life Insurance. Norwich, Conn. i881. 

4) Deutsche Sterblichkeitstafeln aus den Erfahrungen von 23 Lebensver- 
sicherungegesellschaften. Berlin 1883. ; 

5) Wie unter 3), p. 142. 

6) Die beziigliche Publikation zerfallt in drei Teile. Das Beobachtungs- 
material mit den unausgeglichenen Tafeln erschien in vier Banden unter dem 
gemeinsamen Haupttitel: Combined experience of assured lives (1863-1393) 
deduced from the records contributed by companies in respect of assurance 
effected within the united Kingdom as collected and arranged by the Inatitute 
of Actuaries and the Faculty of Actuaries in Scotland London 1899—1900. 
“Uber die befolgten Grundsatze und Methoden gibt Aufschlu8 ein weiterer Band 
unter dem Tite]: British Offices Life Tables 1893. An account of the principles 
and methods etc. London 1903. Die ausgeglichenen Tafeln ond darauf ge- 
grtindete technische Tabellen sind in drei weiteren Banden erschienen unter dem 
Titel: British Offices Life Tables 1893. Tables deduced from the graduated 
experience etc. London. ; s i 

7) Die Publikation, das Beobachtungsmaterial, die unausgeglichenen ui 
ausgeglichenen Tafeln enthaltend, umfaft vier Bande unter dem Haupttitel: Ab- 
sterbeordnungen aus Beobachtungen an dsterreichischen Versicherten. Wien 1907. 
Als Herausgeber fungiert die ,,Mathematisch-statistische Vereinigung des dsterr.- 
ungar. Verbandes der Privatversicherungsanstalten. Der I. Band enthalt auch 
die Beschreibung und Methodik der Arbeit: 
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nachher zu Osterreichisch-ungarischen Sterblichkeitstafeln') vereinigt 
worden sind. 

Die beiden zuletzt genannten Unternehmungen fithrten zu Tabellen- 
werken, die das Problem der Sterblichkeitsmessung in weitgehender 
Detailierung behandeln; so umfaSt das englische Werk aufer Ver- 
sicherungen, die den Todesfall einschlieBen, auch Renten.’) 

In Deutschland schreitet eben jetzt der Verein Deutscher Lebens- 
versicherungsgesellschaften an die Durchfiihrung gemeinsamer, im 
groBen Stil geplanter und neue Gesichtspunkte einbeziehender Sterb- 
lichkeitsuntersuchungen fiir den Beobachtungszeitraum 1876—1906. 

277. Fortsetzung. Die Zahbleinheit. Zaihlkarten. I. Der 
Durchfiihrung einer Sterblichkeitsmessung muB die Feststellung dessen 
vorangehen, was man als Beobachtungsobjekt betrachten will, die 
Feststellung der Ziihleinheit.. Bei der Sterblichkeitsmessung an einer ~ 
Bevélkerung kann kein Zweifel dariiber bestehen, daB es das Indi- 
viduum, die Person, ist. Richtet sich hingegen die Untersuchung auf 
Versicherte, so kompliziert sich die Frage einmal durch die Kigen- 
artigkeit des Versicherungsbetriebes, dann durch das verfolgte prak- 
tische Ziel und schlieBlich durch die Riicksicht auf die Méglichkeit 
einer konsequenten Durchfiihrung. Was speziell den ersten Punkt 
betrifft, so liegt die Komplikation hauptsichlich in den mehrfachen 
Versicherungen, die sich schon im Material einer einzelnen Anstalt, 
noch mehr aber in den vereinigten Erfahrungen einer Gruppe von 
Anstalten geltend machen. 

Es sind in diesem Belange bisher vier Gedanken zum Atsdruck 
gebracht und ausgefiihrt worden, die sich in Kiirze durch die Schlag- 
worte: Police, Person, versicherte Geldeinheit, Auslese kennzeichnen 
lassen. Die durch das Wort ,Person“ charakterisierte Zahlmethode 
war seit der zweiten englischen Messung bis in die jangste Zeit die 
herrschende. 

Bei der Police als Zihleinheit fallt die Person, deren Leben sie 
betrifft, auBer Betracht und es kommt eine mehrfach versicherte Person 
so oft zur Zihlung, als auf sie lautende Policen in dem gesammelten 
Material sich vorfinden. Dieser Vorgang wurde bei der Herstellung 
der Tafel der 17 englischen Gesellschaften befolgt. 


¢ * é 
1) Absterbeordnungen aus Beobachtungen an Ssterreichischen und ungarischen 
Versicherten. Wien 1909. 
2) Beztiglich der Kritik der alteren Messungen ist zu verweisen auf: E.Roghé, 
Geschichte und Kritik der Sterblichkeitsmessung bei .Versicherungsanstalten. 
Jena 1891 (Supplem. XVII der Jabrb. f. Nationalékonomie tnd Statistik). Eine 
von Beschreibungen und Vergleichungen begleitete Wiedergabe zahlreicher Sterbe- 
tafeln findet man in der Widmung an den V. intern. Kongref fiir Versicherungs- 
wissenschaft: Die gebriuchlichen Sterblichkeitstaféln der im Deutschen Reiche 
-arbeitenden Lebensversicherungsunternehmungen. Berlin 1906 (Verdffentl..d. D. 
Vereina f. Versich-Wissensch.). 
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Stellt man den Grundsatz auf, die Person solle die Zahleinheit 
_bilden, so bereitet seine Durchfihruug bei nur einmal Versicherten 
keine Schwierigkeit. Bei den mehrfach Versicherten entstehen aber 
zunachst prinzipielle Schwierigkeiten beziiglich einer einwandfreien 
Behandlung der auBerst mannigfachen Fille des zeitlichen Zusammen- 
hangs der einzelnen Versicherungen, Schwierigkeiten, die sich noch 
steigern, wenn man uicht nach einer Aggregattafel allein fragt, son- 
dern auch den Einflu8 der Versicherungsdauer, sei es in einer ab- 
gestutzten Aggregatiafel, sel es in einer Selekttafel zum Ausdruck 
bringen will. Zu den p.‘nzipiellen treten noch technische Schwierig- 
keiten beziiglich der Zusammenbringung eine und dieselbe Person be- 
treffender Versicherungen, die in dem MaSe wachsen, als das Material 
gréBer wird. 

Wie schon bemerkt, war diese Zihleinheit seit langem die herr- 
schende. Die Grundsatze aber, nach welchen der Eysatg der. auf eine 
und dieselbe Person beziiglichen Einzelbeobachtungen, entsprechend 
den einzelnen von ihr eingegangenen Versicherungen, durch. eine 
einzige fiktive Beobachtung geiibt wurde, waren nicht durchwegs die 
gleichen, und da es schwer ist, ihren HinfluB auf das Resultat ab- 
zumessen, 60 haben die Ergebnisse streng genommen nicht unmittel- 
bare Vergleichbarkeit. 

Der Gedanke, die versicherte Geldeinheit als Zaihlobjekt zu wahlen, 
entspringt der Betonung des geschiifilichen Interesses. Bei seiner Be- 
folgung kommt die Person gewissermaBen mit einem ihrer Ver- 
sicherungssumme proportionalen Gewichte in Rechnung, und jede von 
ibr neu versicherte Summe sowie jede Abindernng der urspriinglichen 
und einer etwaigen spateren Versicherung wird als neuer Beobachtungs- 
fall behandelt. Zur Anwendung kain dieses Verfahren bei der Tafel 
der 30 amerikanischen Gesellschaften. 

Die an letzter Stelle genannte Methode betrachtet den Akt der 
Auslese (Selektion) als das wesentliche, gleichgiiltig, ob es sich um eine 
iratliche oder um Selbstauslese handeli. Jede selbsténdiye Auslese 
bildet eine Zihleinheit; die Selbstindigkeit kann eine Ennsebrinkung 
erfahren durch Festsetzung cines Minimalzeitraumes, der die Auslese 
von der ihr vorangehenden trennt; es bleibt dann mur tibrig, einen 
Komplex von Versicherungen, die von derselben Person avf Grund 
eines Ausleseaktes abgeschlossen worden sind, auf eine fiktive Hinzel- 
beobachtung zu reduzieren (sogen. Nachversicherungen auszuscheiden) 
Der Person wird bei diesem Zahlungsmodus ein der Zahi an ihr vor- 
genommener selbstandiger Auslesen proportionales Gewicht eingeriumt. 

Fragt man zuniichst nach dem praktischen Effekt der verschiedenen 
Zahlmethodex, so muf gesagt werden, daB er sich nach angestellten 
Vergleichen nicht in allzu groBen Unterschieden der schlieflichen 
Resultate auBert. Die Ursache dieser auf den ersten Blick etwas be- 

Canber, Wahrscheintichkeitsrechnung. If. 8. Auf. 10 
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fremdlichen Erscheinung ist in der EHigenartigkeit der Zusammen- 
setzung des Materials zu suchen. 

Richtet man die Aufmerksamkeit auf die biologische Bedeutung 
der Zahlen, so mu man auf den ersten Blick erkennen, daB von 
einer solchen bei der Zéhlung nach Polizzen und nach Geldeinheiten 
nicht ernstlich die Rede sein kann. Wenn zwischen den beiden iibrigen 
zu entscheiden wire, so unterliegt es keinem Zweifel, da8 eine nach 
einwandfreien Grundsatzen durchgefiihrte Personenzihlung in dem in 
Rede stehenden Belange hoher stiinde als eine Selektionszihlung. Er- 
wiigt man aber, daB bei einer Sterblichkeitsmessung fir Versicherungs- 
zwecke die Tatsache einer Auslese mit positivem Ergebnis, daher das 
Vorhandensein mehrerer solcher Akte bei ein und derselben Person 
einen Umstand bedeutet, dem ein Gewicht beigelegt werden muB, so 
kommt man zu dem Schlusse, daf die Zihlung nach Auslesen sith 
der Natur der Aufgabe ganz wohl anpabt. 

Wiirden aber die beiden Methoden der Personen- und der Selek- 
tionszihlung auf ein und dasselbe Erfabrungsmaterial angewendet zu 
erheblich verschiedenen Resultaten fiihren, dann allerdings stiege die 
schwierig zu beantwortende Frage auf, welchem der Resultate der 
Vorzug zu geben sei; theoretisch lieBe sie sich kaum lésen, die prak- 
tische Erprobung wiirde eines langen Zeitraumes und grofer Arbeit 
bediirfen. 

Bei der ésterreichisch-ungarischen Messung ist nun der dankens- 
werte EntschluB gefaBt worden, zur Feststellung des Verhaltnisses der 
beiden Methoden den einzig richtigen Weg der praktischen Erprobung 
zu beschreiten, sie gleichmaBig auf ein umfangreiches Material zur 
Anwendung zu bringen und bis zur Herstellung von SchluBresultaten 
zu verfolgen. Das Ergebnis war, daB beide Ziahlweisen, die Personen- 
und die Selektionszdhlung, zu Resuliawn fiihren, die vom Standpunkte 
der Versicherungspraxis als gleichwertig erachtet werden konnen. 

Diese Feststellung, hinter der eine betrachtliche Summe von Arbeit 
steckt, hat eine grofe praktische Tragweite, da sich die beiden 
Methoden in ihrer technischen Ausfiihrung wesentlich unterscheiden. 
Eine Selektionszihlung gestaltet sich wesentlich einfacher und er- 
fordert einen viel geringeren Arbeitsaufwand als eine Personenzihlung 
und ihre Resultate sind in theoretischer Beziehung in manchen 
Punkten einwandfreier; auch der Umstand ist nicht ohne Belang, daB 
sich Selektionszahlungen leicht verbinden und fortsetzen lassen.) 


1) Vgl. hierzu die Ausfihrungen im I. Bande der ,,Absterbeordn. aus Beobacht. 
an dsterr. Versich.", ferner G. Héckners ,,Kritische Bemerkungen“ in der Zeitschr. 
f. d. ges. Versich.-Wissensch. VIII (1908) p. 631—637 und desselben Autors 
,Hinige Bemerkungen tiber die Zithleinheit bei Sterblichkeitsmessungen“, Asse- 
kuranz-Jahrb. XXXI (1910) p. 199—207; endlich G. Rosmaniths ,,Zur Methodik 
der Sterblichkeitsmessung't, Versich.-wissensch. Mitteil. der mathem.-statist. Ver- 
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IJ. Seit der zweiten englischen Messung ist es iiblich geworden 
liber die einzelnen Versicherungsfalle, die in den festgesetzten Rahmen 
der Operation fallen, Zéhikarten auszustellen und an diesen die Zahl- 
manipulationen auszufiihren. Dieser Vorgang hat sich als so vorteil- 
haft erwiesen, daB er gegenwirtig bei allen gréBeren statistischen 
Operationen geiibt wird. Die Konzeption der Zihlkarte hangt von 
dem ganzen Arbeitsplane ab, richtet sich nach den zu lésenden Auf 
gaben und nach den Methoden, die bei der Aufarbeitung befolgt 
werden sollen; sie erfordert gro8e Sorgfalt und Voraussicht, sollen 
nicht im Zuge der Arbeit Schwierigkeiten sich einstellen, denen dann 
schwer zu begegnen ware. 

Zwei Beispiele mégen zur Illustration dienen. 

Bei der englischen Messung 1863—1893 wurde der zu erfragende 
Inhalt der Karte wie folgt festgesetzt: 

1. Policennummer. 
2. Versicherte Summe (bzw. Rente). 
3. Beschreibung der Police (Versicherungsart; entfallt bei Renten- 
karten). 
. Mit oder ohne Anteil am Gewinn. 
. Name des Versicherten. 
. Seine Beschiftigung. 
. Datum der Geburt. 
. Datum des Eintritts. , 
. Datum des Austritts. 
10. Art des Austritts. 


Die Anordnung dieser Daten ist aus dem Bilde A, das in = der 


OMA DO Pp 


uatiirlichen Gréfe gehalten ist, ersichtlich; das fett vorgedruckte ist 
von der beteiligten Anstalt zu beantworten, das in Kleindruck ge- 
haltene wird in der Zentraistelle ausgefiillt. Die Probe bezieht sich 
auf eine neue Versicherung (s. Nr. 279); die Karten fiir alte Ver- 
sicherungen (vor dem 1. I. 1863 abgeschlossen) enthalten im oberen 
Teile zwischen den Zeilen ,Of Entry“ und ,,Of Exit“ noch eine mit 
»ln 1863“, im Mittelteile vor »Duration of Policy“ die Zeile »Duration 
before 1863 x (Vordauer bei Eintritt in die Beohachtung), im untern 
Teile zwischen ,yage of Entry“ und ,Age of Exit die Zeile ,Age 
in 1863“. Das Geschlecht war durch die Farbe der Karte gekenn- 
zeichnet. Die Arten des Austritts hatten die Bezeichnungen: D (Tod), 


einigung IV (1909) p. 192—207. Hickner tritt fiir die Personenzihlung ein in 
einem von ihm niaher bezeichneten Sinne, der die wiederholte Zahlung einer 
Person unter Umstinden zula8t, bekimpft die Selektionsz4hlung in der bei der 
dsterreichischen Messung befolgten Art und rat davon ab, daB sie bei den 
geplanten deutschen Sterblichkeitsmessungen (vgl. SchluBabsatz von Nr. 276) zur 
Verwendung gelange. 


10* 
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W (Austritt), T (anders gearteter Ablauf). Hin Leerbleiben der Zeilen 
»Date of Exit“ und ,Mode of Exit“ bedeutete, daB die Versicherung 
am Schlusse des Ziéhitermins (Policendatum 1893) noch in Kraft war. 


A. 


New Policies. 
CLASS... PROFIT OR NOT.. P.. 


LIFE { Goldsmith 


Oliver, W..... 


DATE- D.M. 
OF BIRTH 4 6 
OF ENTRY 3 6 | 
OF EXIT 97 


Dam care tia aN TIO TS 
Duration of Policy . 


Age at Entry... . 


NODE OF EXIT (W) _ 
REMARKS. 


Form und Inhalt der bei der dsterreichischen Messung verwendeten 
Zahikarte sind aus dem im selben MaSstab gehaltenen Bilde B zu 
entuehmen. Amn unterscheidenden Merkmalen gegeniiber der eng- 
lischen Karte seien angefiihrt die Angaben tiber Mit-, Vor- und 
Nachversicherungen, die wegen der Auslese als Zahleinheit, aber auch 
mum Zwecke der Jeichteren Feststellung mehfacher Versicherungen 
anigenommen sind; die Weglassung des Tages im Datum, die Forde- 
rung des Geburtsortes und des vollen Geburtsdatums zum Zwecke der 
Identifizierung der mehrfuch Versicherten. Zur Bezeichnung der Art 
des Austrittes dienten die Buchstaben 7 (Tod), A (Ablaaf), # (Er- 
reichung des Fiilligkettstermins), A (Riickkauf), S (Storno mangels 
Pramienzahlung); bei Poheen, die am Endtermin der Zahiung noch 
in Krait waren, warde links von ,,Art des Austrittes“ die Zahl ,,1900“ 
aufgedruckt. Bei Ted wurde euch die Todesursache erfragt, um eine 
Spezialuntersuchung nach dieser Richtung zu ermiglichen.‘) Die 

1) Eine solche ist ausgefihrt worden von G. Rosmanith, Versich.-wissensch. 
Mitteil. d. mathem -etatist. Vereinig. IY (1969), p. 146—176. 
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Rubriken ,,Kategorie nach Héhe der Versicherungssumme* und ,,Etwaige 
Pramienerhéhung“ waren darauf angelegt, die Untersuchung auch auf 
die Héhe der versicherten Summe und auf minderwertige Leben er- 
strecken zu kénnen; man nahm jedoch hieryon Abstand. 


Granpilenhatterit cance sich chcondoncscenko NP ce oa 


AvftGrund d. urspriing]. drzt]. Untersuch. 


besteh. Mitversich. | ausgest. Ersatzpol. 


-9YOIs10 A Iep 
e11080)¢ 3] 


unygy jowmnsssuns 


8 
-19 
oBvesagnr 


uolmpsg | SUQCHT Yoru 


(Jahr! Monat 
Datum der Geburt . . j- whi 
des wirkl. Austrittes fe ie 


» Yechn.-maB. ,, 
» Hintrittes . 
. Arf des Austrittes......<......... 
OM ORUT SR CTC Seats ete enn i es he he 


Dauer der Beobachtung . 


Wamesund.Vormames oe ee 


geboren in 


Vor- oder 
Nachversich. 


Im Gegensatze zu der verhiltnismaBigen Einfachheit dieser Karten 
steht die Komplikation und der Datenreichtum der Zahlkarten, die 
bei der jetzt beginnenden deutschen Sterblichkeitsuntersuchung (s. 
SchluBabsatz von Nr. 276) Verwendung finden werden. Die Grundkarte 
ist hior in 52 Felder eingeteilt, welche teils den persdnlichen An- 
gaben iiber den einzelnen Versicherungsfall, teils den zu bildenden 
Gruppen und Gesamtheiten zu dienen haben. Die Einrichtung ist so 
getroffen, daB ein Teil der Angaben durch Auszacken des Randes an 
bestimmten Stellen gemacht wird. Auch die Nebenkarten, die fiir 
verschiedene Spezialuntersuchungen bestimmt sind, zeigen ein Ahn- 
liches, nur wenig vereinfachtes Bild. Fir die Untersuchungen sind 
folgende Gesiehtspunkte in Aussicht genommen, wenigstens soll fiir 
manche derselben die spitere Méglichkeit gesichert werden: Alige- 
meine Sterblichkeit der Kapitalversicherungen auf den Todesfall; 
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Spezialuntersuchung nach einzelnen Tarifen, nach dem Beruf, nach 
Kategorien der Versicherungssumme, nach Kérpermafen (Brust, Bauch, 
GréBe, Gewicht), nach Risikoklassen (iiberstandene Krankheiten, Krank- 
heitsanlagen, Antezedentien), nach Todesursachen. 


278. Die Tafeln der 23 deutschen Gesellschaften. Als 
Zahleinheit wurde die Person festgesetzt. Von den 982520 Zahl- 
karten, welche ‘die an “détn groBen Unternehmen beteiligten 23 Ge- 
sellschaften (21 deutsche, je 1 Ssterreichische und schweizerische) auf 


Grund einer Instruktion einsandten, verblieben nach Ausscheidung von 
124020 Stiick (davon 115825 wegen mehrfacher Versicherung) 


858500, 


die der Bearbeitung unterzogen wurden. 

Aus diesem Material sind durch Zerlegung desselben in vier 
Kategorien und Trennung jeder Kategorie in die beiden Geschlechter — 
acht Original-Sterbetafeln abgeleitet worden; diese Kategorien sind: 

1) Personen mit vollstandiger irztlicher Untersuchung und nor- 

maler Primie (die zugehérigen Tafeln fiir Manner, beziehungs- 
weise Weiber fiihren die Bezeichnungen MI., WL.); 

2) Personen mit vollstiindiger arztlicher Untersuchung und er- 

hohter Pramie (MIL, WII.); 

3) Personen mit unvollistindiger Arztlicher Untersuchung (Be- 

grabnisgeld- und Sterbekassenversicherungen {MIII., WIII.}); 

4) Personen ohne 4rztliche Untersuchung (Erlebens- und Renten- 

versicherungen [MIV., WIV.}). 

Die Zeitangaben, die eingefordert wurden, entsprechen den An- 
forderungen an eine strenge Sterblichkeitsmessung; jede Karte hatte 
zu enthalten: das Datum des Austriftes, des Hintrittes und der Ge- 
burt nach Jahr, Monat und Tag, so daB Beobachtungsdauer, Hintritts- 
und Austrittsalter in voller Scharfe berechnet werden konnten. 

AuBer diesen Angaben trug die Karte: das Merkmal der Kategorie 
und des Geschlechtes, dem sie angehért; die Bezeichnung der Gesell- 
schaft, von der sie abstammte, und die Policennummer; die Bezeichnung 
der Art des Austrittes; die Angabe der Todesursache; die Bezeich- 
nung des Domiziles; die genaue Namensbezeichnung des Versicherten. 

Um den Gang der Arbeit klar zu machen, bedienen wir uns der 
geometrischen Darstellung (Nr. 217-219). Die Zeitangaben gestatten 
es, fiir jede beobachtete Person eine Beobachtungslinie zu konstruieren, 
deren Anfangspunkt (#) dem Ejintritt, deren Endpunkt dem Austritt 
und deren Linge der Beobachtungsdauer entspricht. Die Angaben 
tiber die Art des Austrittes fiihren ferner zu einer Scheidung der 
Austrittspunkte in drei Kategorien: in Sterbepunkte (7'), in Punkte 
des Ausscheidens bei Lebzeiten (4), in Punkte des Ausscheidens aus 
der Beobachtung durch Erreichen des Schluftermines der Beobach- 
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tungen im versicherten Zustande (V); dieser Endtermin war mit dem 
31. Dezember 1875 festgesetzt. 

Die Fig. 50 zeigt cha- 
rakteristische Beispiele aller in 
Betracht kommenden Beobach- 
tungslinien. Der Lintritts- 
punkt liegt durchwegs auf der 
Altersstufe 57—58, aber in 
verschiedenen Geburtsjahren: 
es handelt sich also um Per- 
sonen, deren Hintrittsalter zwi- 


schen 57 Jahren (einschl.) und E 


mel 
=! 
= 


58 Jahren (ausschl.) liegt, ohne 
Riicksicht auf die Zeit der Ge- Fig. 50. 
burt. Im besonderen betrifft: 

E,T, eine Person, die im Eintrittsjahre gestorben ist; 

E,T; eine Person, die auf einer spateren Altersstufe starb; 

E, A, eine Person, welche im Hintrittsjahre lebend ausschied; 

44, eine Person, die in einem spiteren Altersjahre lebend ausschied; 

eine Person, die im TS el den Endtermin versichert 

erreichte; 

E,V, eine Person, bei der dies auf einer spiteren Altersstufe ge- 

schah. 

Diese Ubersicht !48t nun deutlich das Prinzip erkennen, nach 
welchem die Karten gruppiert und gezahlt wurden. 

a) Zuerst erfolgte die Bildung von Kartengruppen gleichen Ein- 
trittsalters: 

b) jede solche Gruppe wurde in Untergruppen gleichen Austritts- 
alters zerlegt; 

c) jede dieser Untergruppen wurde nach den drei Arten des Aus- 
trittes wieder in drei Untergruppen geteilt, und an diesen erfolgte die 
Zahlung und erste Tabellarisierung. 

Hiernach wird der Inhalt der Kolonnen 1, 2, 3, 4 der nach- 
folgenden Probetabelle sofort verstindlich, welche der Kategorie MI. 
entnommen ist.*) 

Man liest aus dieser Tabelle, da8 1213 Personen vom vollendeten 
57. bis vor Vollendung des 58. Lebensjahres eintraten, daB 8 davon 
schon auf dieser Altersstufe gestorben, 37 lebend ausgeschieden sind 
und 11 aus der Beobachtung ausgetreten sind, weil sie den Endtermin 
versichert erreichten; daB diese Falle beziehungsweise bei 32, 6, 50 Per- 
sonen erst auf der Altersstufe 65-66 sich ereigneten usw. 

Das Verstandnis der tibrigen Kolonnen, deren Gewinnung durch 


1) Le¢., p. 62. 
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die Tberschriften in deatlicher Weise beschrieben ist, wird durch die 
Entwicklungen in Nr. 275 vermittelt. Die Zahlen der Kol. 7 geben 
an, wie viele von den urspriinglich eingetretenen (1213) Personen auf 


MI. Tabelle I. 
Eintrittsalter: 57 Jahre einschl. bis zu 58 Jahren esusschl. 
Kingetreten: 1213 Personen. 
ete go] <=]. i hae oe 
Beobachtungs ree tee ae} ug Sicha sae as 
alter fen ig > | peo | si 138 |syesid 
SS a ee 
re eee \.S |LAESi eo lee} ae iocace 
Sa i ee Oo a | Bo, ae 28 | Be g. |So8 a3 
ee; Se 7 bot ee les #8|28 45 | 85 ae2e 3 
> Neem 3 
1 2 8 4 5 6 7 8 9 
57 — 58 a: | -at (14 ae fog) pe east 582,5 
58 40 7) | 42> 82 | 44° | 922 4.1107 1116 
59 37 22 | 28 | 50 | 25 87 | 1035 1010 
60 37 18 | 29 | 47 | 938 | 84 | 948 924,5 
61 35 16. |" 91h 36 ete 71 | 864 846 
62 31 13 | 35 | 48 | 24 79 | 793 769 
63 33 9 | 52 | Gi | 305{ 94 | 714 683,5 
64 25 11 | 59 | 70 | 35 95 | 620 585 
85 | 32 6 | 50 | 56 | 28 | 88 | 625 497 
66 19 § 36 41 20,5 | 60 | 437 416,5 
Me 19 4 | 42 | 46 | 23 65 | 3877 354 
15 1 |. 29 | 30 312 297 
69 22 1 {| 29 | 30 267 252 
70 15 — 18 18 9 33 215 206 
7 ai i, Sd ll eM 5} St 47 192 173,5 
e 7 — 7 7 3,5 | 14 | 145 141,6 
12 = 6 6 3 18 | 131 128 
74 i Se hee hs EG | 5,5 | 22 | 113 107,5 
7 9 st 9 | 10 5 19 91 86 
76 14 = 7 7 3,5 | 21 72 68,5 
4 6 8 10 51 48 
8 3 1b ont 44 39,5 
8 a 30 30 
4 2 1 22 24 
4 i 0,5 16 15,5 
4 1 0,5 il 10,5 
2 1 0,5 6 5,5 
1 es eo: 3 
<2 1 0,5 1,5 
— | — 1 
— | — 1 
— |— 1 
—- |- 1 
1213 |10897 9422.5 


den einzelnen Altersstufen auf die durch die Kol. 2, 3, 4 unter- 
schiedenen Arten ,,aus der der Beobachtung“ ausgeschieden sind; ihre 
Suimme stimmt daher mit der Anzahl der Hingetretenen tiberein, die 
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auch als erste Zahl der Kol. 8 figuriert; die zweite, dritte, «-- Zahl 
dieser Kolonne bezeichnet somit die Zahl derer, die aneer Beobachi 
tung das Alter 58, 59,--. iiberschritten haben. Wenn man also die 
in Nr. 275 bei Formel (6) erliuterte rechnungsmafige Zahl der Uber- 
lebenden: 


pas 
aed 


fiir die aufeinander folgenden Alter bestimmen will, so ist die Aus- 
fiihrung in der ersten ‘Zeile eine andere als in den tibrigen Zeilen, 
und zwar ist in der ersten Zeile: 


A=0, B= 1213 (erste Zah) der Kol. 8), 
= 24 (erste Zah! der Kol. 6), 


BC erste Zahl der Kol. 8 


A+ = So — erste Zahl der Kol. 6; 


in den folgenden Zeilen: 


A=TZahl der Kol. 8, B= 0, 2 = Zahl der Kol. 6, 
oe ~__— == Zah] der Kol. 8 — Zahl der Kol. 6. 


Die ,,Deutschen Sterblichkeitstafeln“ bezeichnen die Zahlen der 
Kol. 9, denen wir hier den Namen ,rechnungsmaBige Anzahl der Uber- 
lebenden“ gegeben haben, als ,durchlebte Beobachtungsjahre oder Per- 
sonen unter einjahrigem Risiko auf der betreffenden Altersstufe“; diese 
Bezeichnung ware nur dann zutreffend, wenn die Todesfalle jeder 
Altersstufe samtlich am Ende derselben Ean, Wenn jedoch Roghé’) 
in diesem Umstande eine Fehlerquelle der Deutschen Sterblichkeits- 
tafeln erblickt, so beruht dies auf einem Irrtum; denn wie eben ge- 
zeigt worden, entspricht die Berechnung dieser Zahlen und ihre 
weitere Verwendung fiir die Sterblichkeitsmessung vollkommen der 
Formel (6) in Nr. 275 

Was diese Verwendung anlangt, so geschieht ‘sie in folgender 
Weise. Uberlebende eines bestimmten Alters und Gestorbene auf der 
ihm folgenden Altersstufe gibt es aus allen vorangchenden Rintritts- 
altern; man braucht sie nur aus den Tabellen der eben vorgefthrten 
Art (Kol. 9 und Kol. 2) herauszuheben und zusammenzustellen; dies 
gibt AnlaB zu einer zweiten Tabellarisierung, von welcher wir tiach- 
stehend wieder eine Probe aus der Kategorie MI. mitteilen*): 


Selec p96. 
2) lc, p. 84—885. 
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MI. Tabelle LI. 
Durchlebte 


saat Adare od Beobachtungs- | Gestorbene 
von Jahr | bis Jahr jabre Tab. I, Kol.2 
einschl. | ausschl. |} Tab. I, Kol. 9 


Beobachtungsalter 


40 


ee et flr eaee lat 


Aus dieser Tafel geht hervor, daB z. B. von den zwischen 25 und 
26 Jahren eingetretenen (rechnungsmaBig) 531 das Alter 40 iiberlebten 
und davon 3 im Alter von 40 bis 41 Jahren starben, und daB von 
allen Hingetretenen der Kategorie (es waren deren 341 744) rechnungs- 
maBig 85020,5 das Alter 40 iiberschritten und 940 vor Vollendung 
des Alters 41 durch Tod abgingen; daraus ergibt sich fiir die Sterbens- 
wahrscheinlichkeit der 40-jahrigen der empirische Wert: 

dines a6 b808 = 0,01106, 

der denn auch in der Tabelle V‘) bei dem Alter 40 eingetragen und 
mit den andern auf gleiche Weise bestimmten Werten zur Konstruktion 
der Sterbetafel verwendet erscheint. Diese geht in der Weise vor 
sich, daf der Reihe nach folgende Kolonnen gerechnet werden: 


1) lc. p. 104, 
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(5) p,=1—4@, 

(6) log p, 

(7) 4+ log p, = log 1, 
2 

(8) l, 

(9) ile pee ayy 


(10) ea 


(11) 


(5) sind also die Lebenswahrscheinlichkeiten; (6) deren Logarithmen; 
(7) die Logarithmen der Zahlen der Uberlebenden, wenn fiir das 
Alter 15 die Basis 10000 gewahlt wird; (8) die Zahlen der UWber- 
lebenden selbst; (9) die Zahlen der Gestorbenen; (10) die bis zum 
héchsten Alter qunmnierten Zahlen der Uberlebenden; (11). die vollen 
mittleren Lebenserwartungen (vgl. Nr. 214 u. 216). 

Auf die beschriebene Art sind alle acht Kategorien von Ver- 
sicherten aufgearbeitet worden. Aus den gewonnenen Originalresultaten 
hat A. Zillmer ,ausgeglichene Sterblichkeitstafeln* gerechnet, und 
zwar im ganzen neun, deren Bedeutung aus den nachfolgend zusammen- 
gestellten Bezeichnungen ersichtlich ist: : 

Mi aWi Ma 21, 
MIC Wil Mo Wi, 
MIII, Will, Mu. WIII. 


Die letzte Tafel der ersten Gruppe ist in den ersten drei Kolonnen 
der Tafel V am Ende dieses Buches mitgeteilt. 

279. Die englische Sterblichkeitsmessung 1863—1893. 
Die Gesichtspunkte, mit welchen die Einleitung dieses bisher gréften 
Unternehmens begriindet wurde, waren die folgenden. Die neuesten 
Tafeln tiber versicherte Leben 2) stiitzen sich auf Beobachtungen, die 
vor 30 Jahren abgeschlosgen worden sind, und die Rententafeln be- 
treffen lediglich Staatsrentner. Seither haben sich die Lebensbedingungen 
der Bevélkerung geandert, was darauf schlieBen la8t, daB auch die 
Sterblichkeitsrate eine andere geworden ist. Die Tafeln des Instituts 
der Aktuare sind des weiteren auf Erfahrungen gegriindet, die auBerst 
sparlich erscheinen im Vergleich zu dem heute bei den Anstalten an- 
gesammelten Material, und diese Erfahrungen erstrecken sich tiberdies 


1) Gemeint sind die Tafeln der 20 britischen Gesellachaften. 
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iiber eine sehr lange, bis zum Beginn des Jahrhunderts reichende 
Periode. Dies alles zeitigt das Bediirfnis, Tafeln zu konstruieren, die 
sich auf Erfahrungen an der gegenwirtigen Generation griinden und 
in befriedigender Weise die charakteristischen Ziige in der Sterblich- 
keit unter Versicherten darstellen, wie sie durch die Auslese am 
Beginn und die darauffolgende Versicherungsdauer beeinflubt ist. 

Die Durchfiihrung dieses Programms "kann hier nur an einer 
knappen Ubersicht und einigen charakteristischen Hinzelheiten gezeigt 
werden, durch die sich die vorliogende Arbeit von ihren Vorgiingerinnen 
wesentlich unterscheidet. 

Die Gliederang der Untersuchungen erfolgte nach folgenden 
Momenten: 

1. Nach der Versicherungsart; 

2. nach dem Geschlecht; 

3. nach Beteiligung und Nichtbeteiligung am Gewinn; 

4. nach ,alten“, ,neuen“ und ,,vereinigten“ Versicherungen; 

5. nach Alter und. Beobachtungsdauer. 

Was den ersten Punkt anlangt, so sitrd folgende Hauptkombi- 
nationen unterschieden worden: 

O. Gewéknliche Todesfallversicherungen mit lebenslinglicher gleich- 
bleibender Pramienzahlung; 

E. Gemischte Versicherungen; 

A. Renten; 
an untergeordneten Nebenkombinationen: 

OL. Todesfallversicherungen gegen einmalige oder begrenzte Pri- 
mienzahlung; 

OA. Todesfallversicherungen gegen steigende Pramie; 

T. Temporare Kapitalversicherungen; 

JL. Versicherungen verbundener Leben; 

C. Uherlebensversicherungen. 

Die Unterscheidung nach dem zweiten Moment, dem Geschlechte,. 
erfolgte bei O, E, A und JL; sonst wurden nur miannliche Personen 
untersucht. 

Die Differenzierung nach dem 3. Merkmal geschah nur bei 0. 

Die Gliederung nach 4. hatte den Zweck, den zeitlichen Ande- 
rungen der Sterblichkeit nachzuforschen. 

Die Gliederung 5. ist konsequent durchgefiihrt und in den Resul- 
taten einmal in Selekttafeln uber die ersten 10 Versicherungsjahre, 
dann in abgestutzten und schlieBlich bei der Kombination O in einer 
zweifach abgestuften Tafel zum Ausdruck gebracht worden. 

Von 66 beteiligten Anstalten lieferten "60 ihre Erfahrungen iiber 
Kapitalversicherungen, 43 uber Renten. 

Die Beobachtungsperiode war derart festgesetzt, daB Policen, 
die, ar aus einer friiheren Zeit stammend, 1863 am Jahrestage des Bintritts 
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noch in Kraft waren, mit diesem Tage als ,,alte“ Policen in die Be- 
obachtung eintraten, und Policen, die zwischen dem 1. I. 1863 und 
31. XII. 1892 in Kraft traten, als ,neue“ Policen behandelt wurden. 
Beide Gattungen zusammen bildeten die ,,vereinigten“ Beobachtungen. 

Die Untersuchung bezog sich nur auf solche Leben, die bei ihrem 
Hintritt in die Versicherung in den vercinigten Kénigreichen wohnten; 
ausgeschlossen waren Versicherungen gegen erhdhte Primie (wegen 
der Beschiftigung oder mit Riicksicht auf Minderwertigkeit oder aus- 
lindischen Wohnsitz); ausgeschlossen Leben, die ohne Arztliche Unter- 
suchung Aufnahme fanden (ausgenommen natirlich die Rentner); aus- 
geschlossen endlich tibernommene Riickversicherungen. 

Die Verteilung der 1138 359 eingelieferten Zahlkarten, iiber deren 
- Form in Nr 277 berichtet worden ist, nach Kombination und Geschlecht 
ist aus folgender Zusammenstellung zu ersehen: 


Kombination Mannlich Weiblich 
O 185 222 62 362 

E 114981 6 798 

A 9 700 24.300 

OL 39 019 799 

OA 25 535 1074 

4h 13 731 2 084 

JL 9.668 7547 

C 3987 1 552 

1 031 843 106 516 


Fir den eigentlichen Umfang des Beobachtungsmaterials sind aber 
nicht diese Zahleu, sondern die unter Risiko zugebrachten Jahre und 
die beobachteten Todesfille maBgebend. Diese Angaben in Verbindung 
mit den oftiziellen Zeichen fiir die betreffenden Sterbetafeln sind in 
der folgenden Tabelle verzeichnet, die sich jedoch nur auf die wich- 
tigsten Kombinationen erstreckt, die Ageregattafeln betriffi und bei O 
die am Gewinn beteiligten mit den niehtheteiligten zusammenfaBt. 


Zeichen der 


Tafel Todesfitlle 


Kombination _ | Beobacttungajabre 


faananuck | 7659454 | 195771 


O weiblich 619 052 JD 905 
EH wmanvlich $37 673 6 621 
EF weiblich 42 646 SC4 
A miinnlich 53 5399 AAZT 
A weiblich | 173 513 11 106 


Die vorstehenden Zeichen beziehen sich auf volisidndige Aggregat- 
tafeln; bei abgestuteten kommt wa dem aymbolischen Exponenten noch 
die Anzai der fortgelassenen Versicherungsjabre in rounder Klamzner 
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(also z. B. OX, O70 usw.), bei Selektionstafeln ist um den sym- 
bolischen Exponenten eine eckige Klammer angebracht (z. B. OV, 
Ol) usw.). 

Beziiglich der Zeitbestimmungen sei das folgende @usgefiinrt. 

Als tabellarisches Hintritisalter galt durchwegs das Alter an dem 
dem AbschluB der Versicherung bzw. dem Ankauf der Rente nachst- 
liegenden Geburtstage; es kann sich deaher von dem wirklichen Alter 
hichstens um +/, Jahr nach auf- oder abwarts unterscheiden. 

Die Versicherungsdauer wurde nach Versicherungsjahren bemessen 
und grundsatzlich nur in ganzen Jahren tabellarisiert. Dem war 
einerseits schon durch die Bestimmung tiber den Hintritt der ,,alten“ Ver- 
sicherungen {fn die Beobachtung, andererseits durch die Festsetzung 
vorgearbeitet, daB die am Schlusse der Zaiblperiode verbleibenden Ver- 
sicherungen nicht an einem festen Tage, etwa dem 31. XII. 92, sondern 
mit dem Jihrungstage 1893 aus der Beobachtung ausschieden. Die 
Todesfalle wurden mit der ,abgekiirzten“, d. i. mit jener Versicherungs- 
dauer eingetragen, die am Beginn des unvoHendet gebliebenen Ver- 
sicherungsjahres abgelaufen war. 

Bei den stornierten, sowie bei den durch Erleben eines festgesetzten 
Termins erloschenen Versicherungen kam jedoch die unterjahrige 
Dauer wahrend des letzten, angebrochenen Versicherungsjahres in 
Rechnung und dies in einer bemerkenswerten Weise. Das tibliche 
Naherungsverfahren (s. Nr 275) besteht darin, daB man Ausscheidungen 
wahrend des ersten Halbjahres mit 0, jene des zweiten Halbjahres 
mit 1 zahlt. Bei gleichmaBiger Verteilung der Ausscheidungen tiber 
das Versicherungsjahr wiire dieser Vorgang genau zutreffend. Diese 
Voraussetzung war aber bei dem in Rede stehenden Material, wie 
Probeziihlungen ergeben hatten, nicht erfiillt. Zwischen der wirklich 
unter Beobachtung zugebrachten und der nach jener Naherungsmethode 
berechneten Zeit zeigten sich betrachtliche Unterschiede. Um zu 
einem besseren ,,modifizierten Niaherungsverfahren“ zu gelangen, 
hat man iiber die Verteilung der Storni eine Hilfsuntersuchung an- 
gestellt und daraus auf empirischem Wege die folgende Regel abgeleitet: 


Sind W(1) W (A) W(v) W (10) 
die Storni aus dem O0—2., 2.—6, 6-—8, 8 —12. Monat 
und bezeichnet W die Gesamtzahl der Storni des betreffenden Ver- 


sicherungsjahres (des 1., 2.,3.,---), so wird die in dieses fallende 
Dauer der stornierten Versicherung mit 


SW) + W0) +40 


angesetzt, wobei die angezeigten Divisionen nach bestimmten Regeln 
nur auf ganze Quotienten verrichtet werden. 
Beztiglich der durch Erleben eines Termins abgelaufenen Ver- 
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sicherungen wurde eine ahnliche Hilfsuntersuchung angestellt und zu 
einer Regel formuliert. 

Neuartig waren weiter die Grundsitze, nach welchen die mehr- 
fachen Versicherungen behandelt worden sind; dabei wurde ein Unter- 
schied gemacht, je nachdem es sich um die Herstellung von Selekt- 
oder Aggregattafeln handelte.') 

Von den Ergebnissen der vorstehenden Messung ist in Tafel VI 
am Schlusse des Bandes die zweifach abgestufte Tafel,O" mitgeteilt 
als Beispie! der modernsten Form einer Sterbetafel versicherter Leben. 
Zur Lesung dieser Tafel sei noch das folgende bemerkt. Verfolgt 
man die Zahlen, von einem Beitrittsalter [#] beginnend, in horizon- 
taler Richtung bis zur letzten Kolonne und dann in dieser vertikal 
nach abwarts, so hat man die Absterbeordnung der im Alter [2] ein- 
getretenen vor sich; so vermindern sich beispielsweise 87153 Per- 
sonen, die im Alter von 30 Jahren in die Versicherung eingetreten 
sind, bis zum Alter 85 nach MafBgabe der Zahlen 86881, 86445,--.- 
81349, 80547, 79723,--- 6105,6. — Aus der Tafel der Lebenden 
ergibt sich eine zweifach abgestufte Tafel der Gestorbenen durch Sub- 
traktion nebeneinander, in der SchluBkolonne durch Subtraktion wnter- 
einander stehender Zahlen; es sterben also von den 87153 eingetretenen 
Dreifigjabrigen im ersten Versicherungsjahre 272, im zweiten 436, --- 
vom 39. zum 40. Lebensjahre 772, vom 40. zum 41. Lebensjahre 
802,--- In dem Tabellenwerk sind die Zahlen der Toten schirfer 
(mit Dezimalen) bestimmt. 

Noch sei angefiigt, daB zur Konstruktion der Tafel der Lebenden 
aus den Sterbenswahrscheinlichkeiten nur etme Grundzahl willkiirlich 
anzunehmen ist: hier ist es U9, = 100000. 

280. Die dsterreichische Sterblichkeitsmessung. Die An- 
regung zu diesem groB angelegten Unternehmen ging von EK. Blaschke’) 
aus, der auch die Grundztige des Planes festgestellt hat. 

Bei der Gliederung des Materiales waren folgende Momente mab- 
gebend. 

1. Die Versicherungskombination; 3 

2. das Geschlecht; 

3. die ZugehGrigkeit zum alten oder neuen Bestande; 

4, Alter und Beobachtungsdauer. 

Was das erste Merkmal anlangt, so erstreckte sich die Untersuchung 
auf folgende Gruppen: 

a) Gesamtmaterial, ohne Riicksicht auf die Kombination, Manner; 

b) Gesamtmaterial ohne Riicksicht auf die Kombination, Frauen; 


1) Vgl. hierzn des Verf. Darstellung in der Zeitschr. f..d. ges. Versich.- 
Wissensch., V. (1905), p. 815—346. 

2) Der beziigliche Vortrag vom 2. XII. 1899 ist im 2. Hefte der Mitteil. der 
dsterr. und ungar. Versicherungstechniker veréffentlicht. 
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c) Todesfallversicherungen mit lebenslang lichen Pramienzahlung, 
Manner; 

d) Gemischte Versicherungen, mit Einschlu8 der Todesfallver- 

sicherungen mit abgekiirater Priimienzahlung, Manner. 

Bei den Gruppen a) und b) wurden tiberdies die Versicherungen 
alten und neuen Bestandes getrennt bebandelt. 

Die Unterscheidung nach dem vierten Merkmal kam in allen 
Teilen zur Durchfiihrung und fihrte zu Selekttafeln fiir die ersten 
10 Versicherungsjahre und zu abgestutzten Aggregattafeln, neben 
welchen selbstverstandlich auch vollstindige erstellt worden sind. 

An der Zusammentragung des Materials hatten sich 28 Anstalten 
beteiligt. 

Als Beobachtungsperiode war der Zeitraum vom 1. I. 1876 bis 
31. XII. 1900 bestimmt. ‘Jene Versicherungen, die vor dem 1. I. 1876 
abgeschlossen in diesen Zeitraum fortdauerten, wurden als ,alter Be- 
stand“ zusammengefaBt, wahrend die nack diesem Datum abgeschlos- 
senen den ,neuen Bestand“ bilden. 

Die Untersuchung bezog sich auf Personen, die in Osterreich 
domizilierend bei den in diesem Staatsgebiet arbeitenden Gesellschaften 
Ver sicherungen abgeschlossen hatten. 

His ist ein Grundzug der ésterreichischen Messing: der ihr in der 
Geschichte der Sterblichkeitsuntersuchung an Versicherten eine blei- 
bende Stellung eiuréumt, daB die Zahlung nach zwei Hinheiten, der 
Auslese und der Person, vollstindig durchgefiihrt- und dadurch ein 
entscheidendes Experiment fiir die Beantwortung der Frage geliefert 
wurde, ob die Selektionszihlung neben der Personenzihlung praktische 
Berechtigung besitzt (s. Nr. 277). 

Wie sich die Zahlkarten auf die beiden Zihlungsmodi verteilten, 
geht aus der folgenden Tabelle hervor, die sich auf dis vollstiindigen 
Augregattafeln bezieht und neben den Tafelbezeichnungen auch die 
unter Beobachtung zugebrachten Jahre und die Todesfalle angibt. 


rn near 


Zeichen | Kom- | Behandelte a * _ 
dex ae bination | Zihlkarten Ree sn eytiee > om 


m 

{ 
484912 | 8489779 | 62769 
rt 410 067 | 2890938 | 62939 
Ve b) B3 158 682939 | 15 604 
I rn : 78 456 | 637 869 14 121 
My, 6) 227 057 | 2104674 | 51528 
mi 199816 | 1838421 | 44219 
Me | a) 262 606 1361 278 11 616 
Me 232 417 1196 318 10 456 
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Die Grundbuchstaben M, F' unterscheiden Manner und Frauen, 
die in Exponentform geschriebenen S, P die Selektions- von der Per- 
sonenzaéhlung, bei den Selekttafeln sind sie in eine eckige Klammer 


eingeschlossen, z. B. M™, flip u. &., bei den abgestutzten Tafeln ist 
die Anzahl der unterdriickten Anfangsjahre unten durch eine rund 


eingeklammerte Ziffer ersichtlich gemacht, z. B. Mes Mow ®- a 


Wie schon gelegentlich der Besprechung der Zihleinheiten fet 
gestellt wurde, haben die beiden Zihlungsweisen zu Resultaten gefiihrt, 
die vom Standpunkte der Versicherungspraxis als gleichwertig er- 
achtet werden kénnen. Beleg dafiir sei die folgende Tabelle, die fiir 
von 5 zu 5 Jahren fortschreitende Alter die nach der Selektions- 
zahlung (S) und der Personenzihlung (P) gefundenen unausgeglichenen 
Sterbenswahrscheinlichkeiten (in Hinheiten der dritten Dezimale) neben- 
eimander stellt, wobei alle Versicherungsdauern zusammengefaBt sind. 


Versicherungskombination 


Alter 


Ss 


20 4,31| 4,36) 14,75] 13,78 | 13,29] 13,42] 1,83] 1,84 
25 4,27| 4,40] 5,68) 6,74] 5,43] 648{ 3,67] 3,77 
30 4,95| 510! 9,55; 9,45| 602] 616] 4,39] 4,57 
35 6,87| 7,13} 10,82] 1085] 859] 862! 559! 5,72 
40 8,81| 9,19] 10,95] 10,92) 10,95} 11,02| 654| 6,83 


45 | 1267] 13,81} 929] 9,59] 14,06] 14,24] 10,42] 10,85 
5O | 18,27} 18,71 | 15,24] 15,30! 19,48] 19,94] 15,36] 15,34 
55 | 2643 | 26,48| 21,44; 21,84] 27,58) 97,64]. 21,14 | 21,05 
60 | 35,04 | 35,31} 28,35] 28,30] 35,92| 36,05] 27,08] 28,99 
65 | 52,55| 61,68! 49,68] 4981 | 53,54| 52,70; 32,88| 34,38 
70 | 76,58] 76,04 68,19 | 6822] 77,681 76,91} 38,90] 40,96 
75 |100,15| 9829! 97,77 | 100.23 | 100,60 | 98.19| 67,79! 68,96 
go | 149.17 | 149.82 | 178,45 | 175,04 | 149.57 | 149,39 | 120,00 | 120.00 


Ber der Beurteilung dieser Tatsache darf der Umstand nicht tiber- 
sehen werden, daf das Material mehrfache Versicherungen in sehr 
betrichtlicher Menge enthielt. Das prozentische Verhiltis der auf 
mehrfache Versicherungen beziiglichen zu den behandelten Karten 
liberhaupt gestaltete sich nimlich wie folgt: 

bei a) b) ro) d) 
Selektionszihlung 38,8 20,8 40,2 38,8 
Personenzahlung 27,6 16,1 32,0 30,8. 


Noch eines Vorgangs soll Erwahnung geschehen, der bei der in 
Rede stehenden Messung zum ersten Male befolgt worden ist. Der 
Bearbeitung des Gesamtmaterials ging die Kinzeluntersuchung der 
kooperierenden Gesellschaften voraus bis zur Heratellung fiir sie gelten- 

Czuber, Wabrscheinlichkeitsrechnung. II, 8. Aufl. 11 
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der Sterbetafeln, betreffend die maunlichen Versicherten in toto und 
die gemischten ’ Versicherungen, jedesmal nach Selektions- und nach 
Personenzihlung. Diese Vorarbeit, deren Resultate selbstverstand- 
lich unveriffentlicht blieben, bot eine Priifung des Gesamtmaterials auf 
den Grad seiner Homogenitit. 

Die Tabellarisierung der Beobachtungen ist — dies-sei als weitere 
Besonderheit der dsterreichischen Messung hervorgehoben — auch in 
solcher Art erfolgt, daB eine Untersuchung des Einflusses der Geburts: 
zeit erméglicht ist. 

Aus den Ergebnissen der dsterreichisch-angarischen Sterblichkeits- 
messung sind in Tafel VII die Absterbeordnungen fiir die ie 
- Versicherung mitgeteilt, und zwar die volle Aggregattafel AH*, 
um die ersten 5 und die um die ersten 10 Varsichertagrie ge- 
kiirzte Aggregattafel, Aas und AH? (10)° Uber den Umfang des 
diesen Tafeln zugrunde liegenden Beobacbtungsmaterials geben die 
folgenden Zahlen AufschluB: . 

Zahl der 


Beobachtungsjahre Todesfalle 
AH¥ . 2423093 20076 
AH, 1005235 11679 
Ane 382 104 5491. 


Die Tafeln sind aus den Resultaten der beiderseitigen Selektions- 
zihlungen abgeleitet. 


281. Vergleichende Betrachtungen fiber Sterblichkeit 
und Sterblichkeitstafeln. Um die vorstehenden theoretischen Aus- 
fiihrungen iiber den Sterblichkeitsverlauf unter Versicherten und die 
verschiedenen ihn darstellenden Tafelarten ziffernmiBig zu beleuchten, 
sei zum Schlusse eine Zusammenstellung vergleichender Tabellen vor. 
gefiihrt, welche die verschiedenen als mafgebend hervorgehobenen 
Momente zum Ausdruck bringen. 

Dem spateren Inhalt vorgreifend sei noch bemerkt, daB die 
vorgeftihrien Zahlen zam Teil unausgeglichene Resultate ‘sind: wie 
sie sich aus den Beobachtungen unmittelbar ergeben, zum Teil aus- 
geglichenen Zahlenreihen entstammen, die das Ergebnis einer rech- 
nerischen Bearbeitung der ersteren bilden. Die ausgeglichenen Zahlen- 
reihen sind es, von welchen die Praxis Gebrauch macht. 

a) Um den EinfluB des (eschlechts zu zeigen, seien die Sterb- 
lichkeitspromille (d. i. die tausendfachen Sterbenswahrscheinlichkeiten) 
fiir die von 10 zu 10 Jahren fortschreitenden Alter 20-—90 aus der 
jiingsten englischen Messung angefiihrt; es sind unausgeglichene Werte, 
die die gréSere Sterblichkeit der weiblichen Versicherten in den jtin- 


wn 
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geren Jahren, ihre niedrigere Sterblichkeit in den hdheren Altern als 
Grundzug erkennen lassen, der 'sich allgemein bemerkbar macht. 


Tafel 
Se 
Om | oF 
20 4,31 4,96 
80 5,87 7,88 
40 9,16 11,78 
50 15,33 | 13,40 
60 29,15 | 25,40 
70 63,34 64,76 


80 141,61 | 147,36 
90 268,10 | 251,16 

Kine weitere bemerkenswerte [Illustration dieses Moments wird 
sich unter b) ergeben. 

b) Wie erheblich sich die Wahi der Versicherungskombination 
geltend macht und welch groBer Unterschied insbesondere zwischen 
_ Todesfaliversicherungen einerseits und Erlebensversicherungen, worunter 
Renten die Hauptgattung bilden, andererseits besteht, wird der Zu- 
sammenhalt der folgenden Tabellen zeigen. 

Die erste bringt die ausgeglichenen Sterblichkeitspromille, wie sie 
sich aus der Osterreichischen Messung fiir reine Todesfall- und fiir 
gemischte Versicherungen mannlicher Personen: ergeben. haben; man 
achte hier auf die wesentlich giinstigere Sterblichkeit der zweiten 
Kategorie gegeniiber der ersten. 


Tafel 
} 

Alter ie Ms Ms 
20 5,61 2,94 
504 F721 4,38 
40 11,05 7,88 
50 19,28 14,04 
60 37,20 28,50 
70 75,63 59,48 
80 156,14 | 124,04 
90 307,34 zsh 


Die zweite und dritte Tabelle betreffen die Sterblichkeit unter 
minnlichen und weiblichen Rentnern aus drei verschiedenen Gebieten; 
in der zweiten Tabelle sind ausgeglichene Sterblichkeitspromille fir 
einzelne nach Dezennien fortschreitende Alter angegeben; anders ist 
die dritte Tabelle angeordnet: sie enthalt unausgeglichene Durch 
schnitts-Sterblichkeitspromille nach dem in Nr. 273, Ila) erklarten 
Prinzip, fiir beide Geschlechter. 

Aus diesen Tabellen geht, wenn man sie mit der Tabelle unter 
a) und mit der ersten unter c) vergleicht, hervor, daB die Sterblich- 
keit unter den Rentnern einen wesentlich ginstigeren Verlauf nimmt 

ihe 
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als unter den fiir den Todesfall Versicherten, und des weiteren, daB 
auch hier die weiblichen Personen den mannlichen gegeniiber durch 
geringere Sterbensintensitat sich auszeichnen. 


Franzds. Rentner-_ 
sterbetafel 1900-D 


Manner | Frauen 


Deutsche Rentner- 
sterbetafel (1893) 


Frauen 


Tafel 
Alter of = ow 


Alter 


Minner 


12,37 
25 7,6 : 14,09 
3 3,8 4,1 5,0 20,40 
45 10,6 7,5 9,6 33,01 
55 20,7 13,4 13,6 49,30 
65 39,8 29,0 28,8 81,09 
75 96,8 71,8 74,7 132,31 
85 195,3 168,7 180,6 193,38 
95 6222 383,9 323.3 


_c) Zur IWustration der zeitlichen Vareation der Sterblichkeit unter 
Versicherten dienen die ersten drei Kolonnen der folgenden Tabelle, 
indem sie die ausgeglichenen Sterblichkeitspromille aus den drei eng- 
lischen Messungen nach ihrer zeitlichen Auteinanderfolge nebenein- 
ander stellen und die Abnahme der Sterblichkeit vor Augen fiihren. 


Sterblichkeitspromille nach der Tafel 


17 engl. Neue Goth. 
Gesellsch. Bankliste 


Dieselbe Tatsache geht auch aus den ersten zwei Kolonnen der 
jetzt folgenden Tabelle hervor, in welchen die unausgeglichenen Sterb- 
lichkeitspromille der ,,alten“ und ,neuen“ O-Versicherungen der 


Alter 


“ 
yneu 


2) 
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jiingsten englischen Messung fiir die Alter 2090, nach Dezennien 
fortschreitend, zusammengestellt sind. Die letzte Kolonne gibt das 
Verhiltnis der Zahlen aus der ersten und zweiten Kolonne an, das 
durchwegs, am stiarksten in den jiingeren Altern, die Hinheit ‘iber- 
schreitet. Die aus den kombinierten Beobachtungen resultierenden 
Zahlen der vorletzten Kolonne zeigen einen Verlauf, der sich aus der 
Beteiligung der alten und neuen Versicherungen an dem kombi- 
nierten Material erklart: in den jiingeren Jahren tiberwiegen die neuen, 
in den hohen Altern dominieren die alten Versicherungen. 

In die zweitvorhergende Tabelle sind auch die Daten der Deut- 
schen Tafel M WTI und der neuen Gothaer Tafel einbezogen worden, 
um zu zeigen, wie streng die erstere die Sterblichkeit beurteilt, wie 
sehr die letztere in den jiingeren Altern sich der neuesten englischen 
Messung nahert und wie auch sie in den héberen Altern auf eine 
erheblich starkere Sterblichkeit hinweist, als sie unter den englischen 
Versicherten konstatiert worden ist. 

d) Die bislang vorgeftihrten Zahlen stammen durchweg aus voll- 
standigen Aggregattafeln. Wir wenden uns nun dem HinfluB der 
Versicherungsdauer zu. Um hier die allgemeinen Zitge kennen zu 
lernen, empfiehlt es sich, nicht emzelne Alter in Betracht zu ziehen, 
sondern Durchschnitte von Altersgruppen, da die Zersplitterung des 
Beobachtungsmaterials nach beiden Elementen, Alter und Beobachtungs- 
dauer, mit starken zufalligen Stdérungen einhergeht und das Bild ver- 
dunkelt. Auch das Fortschreiten von einem Versicherungsjahr zum 
nachsten ware fiir die Gewinnung eines Einblicks wenig geeignet. Hs 
sind daher Durchschnittswerte fiir Altersquingennien gebildet und von 
den Versicherungsjahren der ersten Dekade das 1., 2,4, 7. und 10. 
in Vergleich gesetzt. 

Durch diese Angaben ist das Verstandnis der folgenden Tabelle 


ov Beobachtungsjahre: 8647246; Sterbefalle 117279. 


Quoticaten der 
Sterblichkeitspromille 


Sterblichkeitspromille im 


1,70 


1,411 1,52) 1,91 6,84 
1,35, 1,62 6,59 
1,75 | 1,42 7,08 


11,76 | 18,30 | 15,38 
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angebahnt, die sich auf die unausgeglichenen Resultate des ungeheuren 
Materials der Tafel Ol! bezieht. Im zweiten Teile der Tabelle sind 
die Verbiltnisse der Sterblichkeitspromille der spiteren Versicherungs- 
jehre zu jenen des ersten Jahres angegeben. 

Die Tabelle 188+ folgende Tatsachen erkennen: Die Bieriene: 
wahrscheinlichkeit nimmt bei demselben: Alter mit der vor seiner Er- 
reichung durchlebten Versicherungsdauer standig zu und erreicht im 
zehnten Versicherungsjahre einen Wert, der jenen des ersten Ver- 
sicherungsjahres um 100%, und dariiber tibertrifft; in den jiingeren 
Altern ist dieses Ansteigen erheblicher als in den hdheren, wie an 
den Quersummen der Verhiltniszablen konstatiert werden kann —- 
denn diese Quersummen geben in der oberen Hilfie der Tabelle zu- 
sammen 29,97, in der unteren Halfte nur 27,07; die Schnelligkeit 
des Ansteigens vermindert sich im allgemeinen mit der Zunahme der 
Versicherungsdauer, wie die Vertikalsummen der Quotienten zeigen. 

War bei dem eben betrachteten Material die arztliche Auslese 
das Ausschlaggebende, so zeigt die nichste Tabelle, die sich auf das 
fiir diese Kombination betraichtlich zu nennende Material der weiblichen 
Rentner bei der jiingsten englischen Messung griindet, daB die Selbst- 
auslese &bnliche Verhiltnisse zeitigt, wenn auch in etwas abgeschwichtem 
Mae; auch scheint es, daB bei den Rentnern der HinfluB der Selek- 
tion friither nachléBt als bei den Todesfall-Versicherten. 


ole Beobachtungsjahre: 207324; Sterbefalle: 11100. 


Bterblichkeltspromille im Quotienten der 


Sterblichkeitspromille 


Versicherungsjahre 


= — 


60—64 |} 10,74) 13,25) 15,08! 12,30! 21,18 5,76 
55—59 || 7,92) 9,54] 6,58) 10,22) 16,67 6,67 
60—64 || 14,94) 17,88) 21,84) 25,18] 22,75 6,16 
65—69 || 21,26] 27,92] 83,06] 34,00| 31,08 2,92 
70—74 || 80,93| 41,54/ 89,76| 44,96 52,58 5,78 
75—79 || 66,35| 58,68| 78,95! 75,36| 765,46 5,12 
80—84 || 73,24) 147,21 | 111,33 | 105,94 | 126,20! 6,70 
85-89 {1144.23 | 191,30 | 205,13 | 216,78 167,51! 1, 5,41 

| | : 11,55 | 13,04 

i | 


Wie nun dis Weglassung der Erfahrangen der ersten Versicherungs 
jahre mit ihrer geringen Sterblichkeit yegeniiber der Zusammenfassung 
der Beobachtungen aller Versicherungsdauern wirkt, soll an dem fol- 
genden typischen Beispiel vor Augen gefiihrt werden, das die Ver- 
haltnisse zwischen der vollstiindigen Aggregattafel ov einerseits und 
den um die ersten fiinf, bzw. um die ersten zehn Jahre’ abgestutzten 
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Aggregatiafeln OM), OM gur Darstellung bringt. Die Erscheinungen 
die dieses riesenhafte Material darbietet, kehren der Hauptsache nach 


o%) Q¥(t0) 


Differenz(2)—(1) || Differenz (8)—(2) 


B.'): 1056 863] B.: 5324862 | B.: 3918638 
Alter S.*): 140889] S.: 129001] S.: 112834 
(1) (2) (3) in 9 
: ey in °%, 
DurebschnittL Sterblichkeitspromille ee 
20—24 4,58 F- 6,03 
25—29 5,15 7,02 
30—34 6,53 7,69 
35—39 8,10 8,93 
40—44 10,19 10,83 
45—49 12,71 13,22 
50—54 16,98 17,58 
55—59 23,34 23,74 
60—64 83,01 33,31 
65—69 48.68 48,92 
70—T4 72,48 72,59 
75—79 107,03 107,07 
80—84 || 160,20 160,26 
85—89 222,59 222,59 


auch bei Materialien anderer Provenienz wieder*) und lassen sich wie 
folgt zusammenfassen: Die gestutzten Tafeln sind strenger als die 
volistindige Aggregattafel; der Unterschied zwischen O¥ und O*®) ist 
ein erheblicher in den jtingeren Jahren, nimmt mit dem Alter ab und 
wird vom Alter 60 aufwarts unerheblich; der Unterschied zwischen 
O*) und O°) ist gering und nur in den Altern 30—50 von emigem 
Belang, er ist iibrigens von schwankender @réBe und selbst dem 
Zeichen nach nicht bestindig. 

Wenn démnach bei der Konstruktion einer doppelt abgestuften 
Tafe] eine zehnjahrige Vorperiode nach einzelnen Versicherungsjahren 
dargestellt und daran die um diese Vorperiode gekiirzte Aggregattafel 
geschlossen wird, so scheint damit den Bediirfnissen der Praxis in 
zureichendem MaBSe Rechnung getragen zu sein. In dieser Weise ist 
bei der englischen Tafel OM, die in Taf. VI am HKnde des Bandes mit- 
geteilt ist, und bei der neuen Leipziger Tafel vorgegangen worden, 
wahrend sich die neve Gothaer Bankliste mit einer siebenjahrigen 
Vorperiode begniigt, nach der sie die Wirkung der Auslese als er- 
loschen annimmt. 


§ 4. Tafelausgleichung. 


282. Ausgleichung einfach abgestufter Tafein. Die un- 
mittelbaren Ergebnisse einer Sterblichkeitsmessung, mégen sie aus 


1) B= Beobachtungsjahre ; 8. = Sterbefalle. 
2) Vgl. d. Verf.s Studie ,,Die Versicherungsdauer als Klement der Sterbens- 
wahbrecheinlichkeit, Mitteil. d. Osterr -ungar. Verbandes der Privat -Versich.-Anst., 


Neue Folge IV (1909). 
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bevélkerungsstatistischen oder aus Beobachtungen an Versicherten od. 
dgl. hervorgegangen sein, bieten in ihrer nach dem wachsenden Alter 
geordneten Zusammenstellung insofern kein befriedigendes Bild dar, 
als der Verlauf der Zablen der Vorstellung, die man sich a priori 
von ihm bildet, nicht entspricht. Diese Vorstellung geht dahin, daB 
es normale Werte der betreffenden GréBe — wir denken an die 
Sterbenswahrscheinlichkeit — gebe, die sich in den Lauf einer Funktion 
einfiigen, die weder pldétzliche, aaa innerhalb enger Altersgrenzen 
haufig wechselnde Anderungen aufweist, vielmehr mit einer gewissen 
RegelméBigkeit mit dem Wachsen des Alters fortschreitet. In geo- 
metrischer Interpretation geht also die apriorische Erwartung dabin, 
durch die Endpunkte der graphisch aufgetragenen Hinzelwerte der 
GréBe, um die es sich handelt, werde sich eine Kurve legen lassen, 
die einen im Detail regelmaBigen ruhigen Verlauf zeigt. 

Wenn dem nicht. so ist, so sind die Griinde hierfiir in zwei Um- 
stinden zu suchen: In den unvermeidlichen, vom Zufall abhangigen 
Fehlern, die jeder empirischen Bestimmung einer GréBe, sei dieselbe 
konkret oder abstrakt, anhaften, und in Stérungen des ,normalen“ 
Verlaufes der beobachteten Erscheinung. 

Fiir die unvermeidlichen, zufalligen Fehler la8t sich ein MaB ans 
der Beobachtungsgrundlage ableiten. Ist s die (wirkliche oder rech- 
nungsmaBige) Anzahl der Personen, welche cin bestimmtes Alter « 
iiberlebt haben, und m die Anzahl der aus ihnen hervorgegangenen 
Sterbefalle, so ist man berechtigt, mit der Wahrscheinlichkeit 


: 
Fl 

= — fe-*dt (1) 
Vi. 


zu erwarten, die Sterbenswahrscheinlichkeit g des betreffenden Alters 
liege zwischen den Grenzen: 


m 2m(s — m) 2m(s — m) ‘ 
Piet ewer rey nt = + os (2) 
bezeichnet man also den empirischen facineit eee Wert von 
q mit q, seine Erginzung zur Einheit mit p,, so ist 


die Prazision und damit zugieich ein Ma8 der Unsicherheit der Be- 
stimmung g, von g, insbesondere ist 


r= 0,67449]/ Po , (4) 


der wahrscheinliche Fehler dieser Bestimmung (s. Nr. 95). Diese 
Formeln zeigen, daB in den schwach besetzten Altersklassen aus dieser 


\ 
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Quelle allein eine erhebliche Unsicherheit in der Bestimmung von q 
und daher auch eine betrichtliche UnregelmiBigkeit in den gewonnenen 
Kinzelwerten entspringen kann. 

Die zweite Fehlerquelle entzieht sich der rechnerischen Behand- 
lung. Stérungen kénnen sich dadurch ergeben, dab besondere Sterb- 
lichkeitsursachen fiir kiirzere oder lingere Zeit mit verstarkter Inten- 
sitat auftreten. Auch Unvollkommenheiten anderer Art, wie sie selbst 
einer mit der grdften Sorgfalt ausgefiihrten Beobachtung anhaften 
(unrichtige Altersangaben, hypothetische Behandlung der Wanderungen, 
Ein- und Austritte u. &.), wirken stérend auf den Verlauf der Zahlen. 
Nur méglichste Erweiterung der Beobachtungsgrundlage kann den 
Einflu8 solcher Stérungen einschrinken. 

Aus dem Bestreben, die durch den Zufall verursachten Unregel- 
maBigkeiten einer Tafel — und dies gilt auch von andern als Sterbe- 
tafeln allein — zu beseitigen und sich dem ,,normalen“ Verlaufe zu 
nahern, sind die zahlreichen Ausgleichungsmethoden hervorgegangen, 
-welche heute ein wichtiges und vielgepflegies Kapitel der Tafel- 
konstruktionsprazis bilden; dabei darf nicht verschwiegen werden, daB 
es nicht an fachmannischen Stimmen fehlt, die fiir die unveranderte 
Beibehaltung der unmittelbaren Ergebnisse eintreten; die Aufbewahrung 
und die Publikation dieser Ergebnisse ist unter allen Umstanden ge- 
boten, weil jede wissenschaftliche Untersuchung zu ihnen zuriiekkehren 
muB. Das Bestreben der neueren Methoden geht denn auch dahin, 
nur dort, wo offenkundig zufillige Stérungen des normalen Verlaufes 
vorliegen, sich von den Originalzahlen zu entfernen und einer allzu- 
stark eingreifenden Ausgleichung, die auch in der Natur der Sache 
gelegene und daher charakteristische Bewegungen verwischen kann, 
aus dem Wege zu gehen; daneben freilich besteht der Wunsch, die 
Endresultate so regelmaBig zu gestalten, als ob sie tatsichlich aus 
einem analytischen Gesetze hervorgegangen wiren. 

Existierte ein solches und befinde man sich im Besitze seines 
analytischen Ausdruckes, dann wire die ganze Frage gelést. An- 
genommen, die Sterbenswahrscheinlichkeit ¢, bei dem Alter x hiitte 
den allgemeinen Ausdruck 


Uf F(a, a, b, as ‘), (5) 


wobei /’ das Zeichen fiir eine bekannte Funktion ist und a, b,¢,-- 
Konstanten (Parameter) bedeuten. Dann wiirde sich das Absterben 
irgendeiner Masse nur als eine Modalitét des Gesetzes oder der 
Sterblichkeitsformel (5) darstellen und durch die Spezialwerte der Kon- 
stanten gekennzeichnet sein. Zu einer geniherten Berechnung dieser 
Spezialwerte gentigte im Grunde die empirische Bestimmung von so 
vielen Einzelwerten von g,, als es Konstanten gibt; ihre méglichst 
gesicherte Berechnung aus einer volistindigen Beobachtungsreihe hatte 
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nach der Methode der kleinsten Quadrate- zu geschehen, wobei je nach 
der Zusammensetzung von F’ der eine oder der andere der beiden in 
Nr. 203 eniwickelteu Rechnungsvorginge sich besonders empfeblen 
wiirde. 
Nach dem ersten Vorgange entwickelt man, nachdem Naberungs- 
werte dy, by, %,-+: fiir die Konstanten bestimmt worden sind, 
F(a, a) + 4a,b,+ 4b, + 4e,+--) 
bis auf Glieder erster Ordnung in Ja, Jb, 4e,---, setzt 
F{(, Mg, 0g, Cy) + *)= Hey Fy (4, Ags 9 9) °°) = oS 

P(@, Ag, bo, (yy = --) = Yay 7% 
bildet mit Hilfe des beobachteten Wertes y, von g, die Differenz 

G2 — F(Z, ay, 0g, &, - - >) = 93; 
mit Hilfe dieser Werte ergibt sich fiir jedes Alter eine Fehlergleichung 
von der Form: 

A,=—0,+0,4a+ B.Jdb+4,de+-->} 


- 


aus dem System der Fehlergleichungen erhalt man unter Beriick- 
sichtigang ibrer Gewichte g, die Normalgleichungen: 


[gau|Jda+ {[geB|4b + [guyjde4+---=[gad] 
\gaf]4da+ [gBB\4b + (gBy\4ce+---= [98d] 
[gay] da + [gByl4b + [gyy]de+--- = [gd] 


- » . . * ° . . . 


zur Bestimmung der Korrektionen Ja, Jb, dc,--- der Naherungs- 
werte. Mit der definitiven Formel. ist dann nicht blo® eine Aus- 
gleichung der Beobachtungsreihe, sondern auch deren Interpolation 
gewonnen, da man imstande ist, g, auch fiir nichtganze w zu be- 
rechnen. Was das Gewicht g, betrifft, so ergibt es sich aus der 
Prazision (3) von q,, und zwar ist nach Nr. 101 
92 Ey ae? 

wobei x einen Proportionalititsfaktor bedeutet, den man zweckmabig 
so wihlen wird, daB die g, sich in bequemen Zahien ausdriicken. 

Der zweite Vorgang kommt vorteilhaft zur Anwendung, wenn es 
eine Funktion o(g,) von g, gibt, die in bezug auf die Konstanten 
a, b, c,-++ oder irgendwelche einfache Funktionen derselben linear ist; 
es kanv dann das direkte Verfahren der Ausgleichung vermittelnder 
Beobachtungen (Nr. 185 u.188) zur Anwendung gebracht werden; 
nur kommt an die Stelle des Gewichtes g, von q, das Gewicht g,’ von 
y(q,) in Rechnung, das sich nach Nr. 203 mit 
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bestimmt. 

Die eingangs gemachte Voraussetzung, die Funktion, nach welcher 
die beobachtete Erscheinung verliuft, sei a priori gegeben, ist im 
aligemeinen nicht erfiillt. Das Problem tritt in der Regel in der 
Form auf, eine hypothetisch angenommene Funktion sei der Beob- 
achtungsreihe anzupassen. Auch dann bildet die Methode der kleinsten 
Quadrate ein systematisches Verfahren, von dem Gebrauch gemacht 
werden kann in dem eben vorgetragenen Sinne; nur kénnen die Resul- 
tate nicht mehr auf die wahrscheinlichkeitstheoretische Bedeutung 
Anspruch erheben, die ihnen zukommt, wenn iiber die Form der 
Funktion kein Zweifel besteht (s. I. Bd, Nr. 205). AuBer der Me- 
thode der kleinsten Quadrate seien in diesem Zusammenhange’ auch 
die Methode der Momente von Pearson (Nr. 242) und die gelegentlich 
ihrer Besprechung erwahnte Methode der Fldchen von Cantelli als 
systematische Verfahren angefiihrt. . 

Damit ist die eine Methode der Ausgleichung von Tafeln, die 
mit Zugrundelegung einer analytischen Formel, dem Wesen nach ge- 
kennzeichnet. Neben dieser gibt es mechanische Methoden, die auf 
eine ausgleichende Kombination der Beobachtungsresultate hinzielen, 
und die graphische Ausgleichung. 

Zur Wahi der Methode kommt im einzelnen Falle noch die 
Frage, an welcher GréBenreihe die Ausgleichung vorzunehmen ist. 
Bei Sterbetafein kann es sich nur um die Entscheidung zwischen den 
Sterbenswahrscheinlichkeiten g,, den Lebenswahrscheinlichkeiten p, 
und den Zahlen der Uberlebenden, J, handeln. Der seit langem schon 
befolgte Vorgaug, die Sterbenswahrscheinlichkeiten auszugleichen und 
aus ihren ausgeglichenen Werten erst die Tafel aufzubauen, hat sich 
auch theoretisch als der vorteilhaftere erwiesen') (dort, wo mit Ge- 
wichten’ zu arbeiten ist, sprechen auch praktische Griinde fir ihn, 
weil die Gewichtsbestimmung der l, umstindlich ist). 


283. Sterblichkeitsformeln. Die Pormeln von Gompertz 
und Makeham. Seit De Moivre, dem ersten, der eine Hypothese 
iiber den Verlauf des Absterbens aufstellte”), dahin gehend, die Reithe 
der Zahlen der Uberlebenden vom 12. bis zum 86. Jahre (Lebensende) 
sei eine arithmetische Progression mit konstanter Differenz, bis in die 
Gegenwart sind zahlreiche Versuche unternommen worden, die Er- 


1) J. Karup, Uber eine neve mechanische Ausgleichungsmethode. Trans- 
actions of the second internat. actuarial congress 1898, London 1899, p. 53. 
2) Treatise of Annuities on Lives, London 1724. In dritter Auflage 1766. 
Nach dieser Auflage ins Deutsche tibertragen von E. Czuber unter dem Titel: 
A. de Moivres Abhandlung iiber Leibrenten. Wien 1906. 
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scheinung des Absterbens in eine analytische Formel zu fassen; und 
sicherlich werden auch in der Zukunft solche Versuche wiederholt 
werden. Bei vielen Autoren bestand die Meinung, in der Formel den 
Ausdruck eines Naturgesetzes gefunden zu haben; der Glaube an die 
Existenz eines solchen geht auch aus den Worten hervor, mit welchen 
Wittstein die Vorrede zur zweiten Auflage seiner Schrift: ,,Das 
mathematische Gesetz der menschlichen Sterblichkeit“ (Hannover 1883) 
schlieBt, das Ziel derartiger Untersuchungen sei, ,gleichwie der Astro- 
nom jetzt aus wenigen Beobachtungen eines Gestirnes dessen ganze Bahn 
berechnet, so auch dereinst aus der Beobachtung weniger Altersklassen 
mit Sicherheit eine ganze Sterblichkeitstafel aufbauen zu kénnen“’). 

Die neuere Anschauung erblickt in den Sterblichkeitsformeln 
nichts mehr als analytische Ausdriticke, welche sich der einen Beob- 
achtungsreihe besser, einer, andern mit minder gutem Erfolge anpassen, 
und halt es fiir ausgeschlossen, da es einmal gelingen kéunte, eine 
Formel zu finden, die alle Beobachtungsreihen gleich gut wieder- 
zugeben vermochte. Sie darf sich dabei nicht bloB auf die bisher 
gemachten Hrfahrungen, sondern haupisichlich auf die Natur der in 
Frage stehenden Erscheinung berufen, deren zeitlicher und értlicher 
Wechsel eine alles umfassende snalytische Formulierung tatsachlich 
auszuschlieBen scheint. 

Unter den vielon Formeln haben es die von B. Gompertz und 
M.W.Makeham zu einem hohen Ansehen gebracht; viele der neueren 
wichtigen Sterblichkeitsmessungen sind nach ihnen bearbeitet worden 
und man mu‘ zugeben, zum Teil mit iiberraschendem Erfolg. 

Die Grundidee der Gompertzschen Theorie der menschlichen 
Sterblichkeit*) la8t sich mit Hilfe des Begriffes der Sterblichkeits- 
intensitiit (s. Nr. 256) dahin ausdriicken, daB der Wert dieser bio- 
logischen Funktion mit dem Alter nach geometrischer Progression 
wachse, daB also ; 


u,= Be (1) 


: aia. : : 
sei; da nun w,=— —,—* ist, so folgt daraus mit nat. Logarithmen: 


dl. 
L.daz 
B 
Log i, = — Loge’ + Log hk; 
B : 
und setzt man — fovea Logg, so wird 


Log l,, = Log k +- e? Logg 
und 
1) Zur geschichtlichen Entwicklung des Gegenstandes vgl. des Verf.s ,,Die 
Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie etc.“, Jahresber. der Deutschen 
Mathem.-Verein. VII (1899), p. 238—243. 

2) On the nature of the function expressive of the law of human mortality 
etc. Lond. Transact. (part Il) 1825. — S.d. Verf. Vom Leben und Sterben“ in 
den Mitt. d. dsterr.-ungar, Verbandes, 1915, p. 205—242. 
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l= kg”. (2) 
Dies ist die Gompertzsche Sterblichkeitsformel mit den drei Para- 
metern ¢,g,k. Die Zahl dieser reduziert sich auf zwei, wenn man 
zur Darstellung der Lebens- oder Sterbenswahrscheinlichkeit tibergeht; 
denn aus 


und (2) folgt 

i on ne (3) 
Gompertz selbst beschrinkte die Formel auf die Alter von 10 oder 
15 bis 55 oder 60 Jahren und bemerkte, auf die Kinderjahre sei sie 
nicht anwendbar, und woile man sie fiber das 60. Jahr ausdehnen, so 
miisse eime Anderung der Konstanten eintreten. 

Makeham') hat an der Gompertzschen Formel eine bande: 
rung angebracht, durch die sie anwendbar wurde auf alle Alter von 
etwa 20 Jahren aufwarts. Diese Erweiterung oder Verallgemeinerung 
der Formel ist schon in den Ausfiihrungen angebahnt, mit welchen 
Gompertz seine Theorie begriindete; er spricht hier die Vermutung 
aus, daB das Absterben die Wirkung von zwei koexistierenden Ur- 
sachenkomplexen sei; der eine wirke in allen Altern gleich stark, der 
andere, indem er den Organismus abntitze und seine Widerstandskraift 
herabsetze, in einer mit dem Alter zunehmenden Weise. In genauer 
Verfolgung dieses Gedankens gelangt man dazu, die Sterblichkeits- 
intensitat als Summe aus einem konstanten (d. h. vom Alter unab- 
hingigen) und emem mit dem Alter (in geometrischer Progression) 
wachsenden Teile anzusetzen: 


uw, — A+ Be; (4) 
daraus ergibt sich durch Integration: 
Log l, = — Ax -- ieee c’ + Log k; 


L Sei = Logg, so entsteht die fiir jedes Loga- 


setzt man — A = Logs, — 
rithmensystem giltige Gleichung: 
logl, = logk + « logs + e* logg, 

aus der schlieBlich 

L=ksg (5) 
folgt. Dies ist die von Makeham aufgestellte Formel, zumeist die 
Gompertz-Makehamsche genannt. Sie enthilt vier Konstanten, 
deren Zahl sich bei dem Ubergang zu einer Wahrscheinlichkeit um 
eine vermindert; so ist insbesondere die Lebenswahrscheinlichkeit: 


Pa = 5g (6) 
1) Journal of the Inst. of Actuaries, 1860 (January). 
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284. Die King-Hardysche Anwendung der Makehamschen 
Pormel. Wir gehen nun daran, jene Art der Anwendung der 
Formel (5) auf eine spezielle Erfahrungsreihe zu erklaéren, die im 
Text Book') eingeschlagen worden ist. So interessant der dabei be- 
folgte Vorgang in seinen Hinzelheiten ist und so sehr die aus- 
geglichene Tafel durch die RegelmaBigkeit ihres Verlaufes befriedigt, 
als ein methodisches Verfahren, das bei einem andern Material mit 
Aussicht anf Erfolg angewendet werden kénnte, kann er nicht be- 
zeichnet werden. 

Vier dquidistante Werte von 1, reichen theoretisch zur Bestimmung 
der vier Konstanten 0, g, k. s hin, und die Recbnung kann zweck- 
maBig wie folgt gefiihrt werden. Man bilde im gemeinen Pie 
system die Gleichungen: 


log ope z logs + ¢ logg (7) 
logl,,, = logk + (z+ #) logs + *' logg 
log t..9,= logk + (a+ 2) logs + c*** logg 
log 1, ,5, = logk + (w+ 3#) logs + e+ *‘logg; 
durch Bildung der ersten Differenzen in der Reikhe der linken Seiten 
entsteht: 


Alogl, = tlogs + c*(e'—1)logg (8) 
Alogl,, , = tlogs 4+- &**(¢— 1) logg 


Alogl,.9, = tlogs + e*** (cf — 1) logg; 
die Bildung der zweiten Differenzen fiihrt weiter zu: 
4 logl, = ec (c'—1)* logg (9) 
4 log L_. = +(e — 1) logg. 


Dividiert man die letzte Gleichung durch die vorletzte und logarith- 
miert das Resultat, so ergibt sich: 


log 4* log, _, — log J” log I, = tloge. (10) 


z+t 


Daraus berechnet sich log ¢ und c. Die Einfiihrung dieses Wertes 
in (9) erméglicht die Bestimmung von log g und damit von g selbst. 
Mit den Werten von ¢ und g liefert die Gleichung (8) den Wert von 
logs und somit von s selbst. Mit diesen Daten kann schlieBlich 
aus (%) log k und k berechnet werden.*) 


1) Institute of Actuaries’ Text Book. Part. . London 1887, p. 75ff. 

2) Kine Weiterbildung der King-Hardyschen Methode hat A. Tauber 
gegeben; seine Arbeit beschiaftigt sich insbesondere mit der Gleichung zur Be- 
stimmung von c, wern statt dreigliedriger Gruppen wie oben in (8) allgemein 
m- und insbesondere 4-gliedrige Grappen von Beobachtungen herausgegriffen 
werden; auf die Bestimmung von c folgt bei Tauber die Anwendung der Me- 
thode der kleinsten Quadrate Versicherungswissenseb. Mitteilungen IT, Wien 1906. 
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Folgten die J, tatsiichlich in aller Strenge dem Gesetze (5), so 
wire es gleichgiltig, wie man die vier Aquidistanten Alter auswiblt. 
Hingegen bietet die wiederholte Rechnung der Konstanten aus ver- 
schiedenen Altersgruppen einen Anhalt dafiir, ob und wie weit die 
Formel sich der Reihe der /, anpaBt. Als Beispiel in letzterem Sinne 
diene die wiederholte Berechnung aus der Sterbetafel, welche J. Milne®) 
fiir die Stadt Carlisle konstruierte; dieselbe ergab: 


Altersgruppe 
16,35, 65. Tb | 20, 40, 60, 80 | 25, 45. 65, $5 | 30, 50, 70, 90 


c 0,0364852 0.0411317 0,0404469 0,0397194 
g — 0.00073938 — 0,0003083 — 0,0008272 — 0,0003694 
s — 0,0029073 — 0,0034071 -~ 0,0038187 — 0,0039126 
kh 4,84562254 4,8549296 4,8681803 | 4,8743597 


Diese Tabelle, die nebenbei auch tiber die Vorzeichen der Loga- 
rithmen der Konstanten belebrt, zeigt; daB es nicht wohl méglich ist, 
die genannte Tafel durch eime Forme] befriedigend darzustellen; sie 
JaBt auch den verschiedenen Grad der Empfindlichkeit der Konstanten 
erkennen. Man kénnte, um in einem so gearteten Falle einen még- 
lichst gleichmaBigen AnschluB der Formel an die Beobachtungsreihe 
zu erzielen, Mittelwerte aus den verschiedenen Bestimmungen der 
Konstanten bilden. 

Ein anderer Weg ist bei der Herstellung der Tafel eingeschlagen 
worden, welche die Grundlage aller Tabellen des Text Book bildet 
und auf den Beobachtungen H¥ der 20 britischen Gesellschaften 
beruht. 

Das Verfahren, darauf ausgehend, mdglichst viele Beobachtungs- 
werte an der Bestimmung der Konstanten mitwirken zu lassen, be- 
steht in folgendem. 

Man bildet vier Summen von je ¢ aufeinander folgenden log l,, 
mit einem zweckmiBig gewahlten x und ¢ vorgehend; nach Formel (5) 
ist zunachet 
atthe t roe ae a 
Pica erie ite tet -+a”+t— 1) logs 

+e7(l+4e+e+4+ --+ ce") logg, 
also definitiv: 


x+t-1 


2 'e!, =dlogk+ ; 5 (2+ — 1) log s + a log g; 


ebenso: 


1) Treatise on Annuities and Assurance, 1815. 
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2+2t-—i 

> log, = tlogk +5 (20-+8t—1) logs + +! = log g 

a+t 
a-+3t—J 

> logl, = # log k + + (Qe +bt—1)logs + o*#* <= log g 

o+2t 

a+4t—1 

Dd logl, = logh + 4 Qa + Tt—1) logs + c+ <= log g. 

ae+Bt 

Mit diesen vier Summen wird genau so verfahren, wie es vorhin 
mit den vier Einzelwerten, deren erster mit (7) bezeichnet war, ge- 
schehen ist. 

Nach mehrfachen Versuchen ist als die vorteilhafteste Gruppen- 
bildung die gefunden worden, welche x= 17, t= 18 entspricht; da- 
durch sind die 72 Altersklassen von 17 bis 88 zur Verwendung ge- 
kommen, und die Rechnung ergab: 


log c = 0,03965686 c = 1,0956122 
log g = 9,9995432 g = 0,9989465 
log s = 9,997390673 s = 0,9938272 
log & = 4,0404723 k = 10976,7. 


Mit diesen Werten der Konstanten sind nun die /, fiir alle Alter 
(von 10 aufwarts, da die Beobachtung fiir die untersten Alter ein 
véllig unzulingliches Material ergeben hatte) zu rechnen. Die Rech- 
nung wurde auf Grund der folgenden Betrachtung vollzogen. Hs ist: 

log l, = log k — x(— log s) — ce (— logg) 


se Ate 
und vermige —4t+ 


=p, weiter 


4 log!, = log p, = — (— logs) — c* (¢ — 1)(—logg); 
daraus folgt durch neuerliche Differenzenbildung: 


Alogp, = — c (e — 1)? (—logg), 
log (— A logp,) = x loge + 2 log (e — 1) + log (— log), 
‘und hieraus schlieBlich mittels desselben Prozesses: 
A log (— Alogp,) = loge. 
Man erhalt also, von einem Anfangswerte log (— 4log p,) ausgehend, 
durch fortgesetzte 'Addition von log c die ganze Reihe der Werte von 
log (— 4logp,); nimmt man hierzu die Numeri, so hat man die 
Reihe der — dlogp,. Aus dem direkt gerechneten Anfangswerte 


von log p, ergibt sich mittels der letzterwahnten Reihe die Reihe der 
log p,; aus dieser mit Hilfe des direkt gerechneten Anfangswertes von 
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log /, die ganze Reihe der log/, und schlieBlich die der J,. Bei 
dieser letzten Stufe der Rechnung ist logl, oder, was dasselbe be- 
deutet, log & um eine Hinheit erhéht worden, um eine griéBere Basis 
zu gewinnen. 
Die direkt gerechneten Anfangswerte sind: 
log (— 4 log py) = 5,0173009, log p,, = 1,99720183, 
log l,) = 5,0124407; 

damit ergibt sich fiir die durch bloBe Additionen und den Ubergang 
von Logarithmen zu Zahlen gefiihrte Rechnung folgendes Schema: 


x [ee — 4log p, log p, log U, l, 
i : 2 3 4 5 6 


ea ioe RE re eT a 


10 5,0173009 | 0,0000104 | 1,9972018 | 5,0124407 102 906 
li 0569578 | 0000114 9971914 0096425 102 245 


13 ,1362715 | ,0900137 19971675 :0040139 100 928 


! 
i 


12 {0966146 ,0000125 "9971800 ,0068339 101 586 


| 


Jede Zahl der Kolonne 2 entsteht aus der fe rete tied durch Ad- 
dition von log ¢ = 0,03965686; jede Zahl der Kolonne 4 aus der iiber 
ihr stehenden durch Subtraktion der links daneben befindlichen; jede 
Zahi der Kolonne 5 endlich aus der tiber ihr stehenden durch Ad- 
dition der links daneben betindlichen. 

Vergleicht man die so berechneten /, mit den Originalzahlen der 
H*-Tafel, so zeigen sie vom Alter 25 aufwarts eine sehr befriedigende 
Ubereiristimmung; unterhalb dieses Alters aber halten sich die ge- 
rechneten Zablen bestandig tiber den Originalzahlen, und die Divergenz 
nimmt von 25 gegen 10 hin in ausgesprochener Weise zu; der Ver- 
lauf der Sterblichkeit macht also um das 25. Lebensjahr eine Wendung, 
welche die Formel nicht wiedergibt. 

Um eine im ganzen Verlaufe dem Original sich anschmiegende, 
regelmaBig verlaufende Reihe zu erhalten, wurde der HxzcB der ge- 
rechneten J, tiber die originalen in dem betreffenden Teile der Tafel 
wieder einer Makehamschen Formel angepaBt, dabei jedoch die 
friihere Konstante c, die erfahrungsmafig nur geringen Variationen 
unterliegt, beibehalten; dagegen traten an die Stelle von g, s, k neue 
Konstanten », o, x, deren Berechnung aus den Altern 10, 16, 22 
ergab: 

log y = 9,54698 
log « = 0,06820 
log x = 3,9103. 


Mit diesen Werten ist der Exze8 fiir 10 bis 28 gerechnet und von 


Czuber, Wabrscheinlichkeitsrechnung. Il. 3. Aufl. 12 
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den aus der ersten Rechnung hervorgegangenen /,, bis J, in Abzug 
gebracht worden; so ergab sich die endgiiltige Reihe der /, von 10 
aufwarts. 

Eine ausschlaggebende Priifung des Anschlusses der Formel an 
die Zahlen der Originalreihe lieferte nun die Vergleichung der ,,er- 
wartungsmaBigen“ mit den ,,wirklichen* Todesfallen. Bezeichnet. [, 
die (rechnungsmiBige) Anzahl] der unter Beobachtung gestandenen 
z-jahrigen, 0, die Anzahl der aus ihnen hervorgegangenen, also be- 
obachteten Todesfalle'), g, die Sterbenswahrscheinlichkeit nach der 
ausgeglichenen Tafel, so ist g,f,— 0, die Anzahl der erwartungs- 
miBigen Todesfalle. Die folgende Tabelle zeigt fiir die von fiinf zu 
fiinf Jahren fortschreitenden Alter das GroBenverhaltnis von 0, und 0,’ 


xe | ie aaa oe aie pee be — d, 
10 579 3 | ty cae 
15 || 908 2 peg as 
20 3 293,5 19 | 19 | 0 
25 || 136295 70 | 96 = 26 
30 27 112,6 224 {| 209 | —16 
35 35 818,5 295 } 309 | +44 
40 38 195 317) | 382 ee 
45 34 735,5 429 £95 ify ea 
50 28 855,5 476 464 |=: oF 
5B 22170,5 | 509 471. |, 233 
60 15 672,5 488 468 — 20 
65 99845 | 435 432 ——e 
70 5622: | 815 360 + 45 
75 9.608 |) Sabb 29 aI0g 
80 995 | — 140 144 ee | 
85 254,56 55 56 0 
90 43,5 10 14 4 
95 1,5 es 2 44 
In allen Alters- 2, 

klagsen zusammen {20 aha a0 496 pgcak 


SchlieBlich wurde die Tafel fiir die Alter unter 10 Jahren er 
ginzt mit Hilfe der Lebenswahrscheinlichkeiten von Farrs Sterhe- 
tafel ftir die ,gesunde minnliche Bevélkerung“ Englands.*) 


1) Siehe diese Zahlen in ,,The Mortality Experience’ p. 244. 

2) London, Philos. Trans. 1860. — Es sei hier angefiihrt, daB dasselbe Be- 
obachtungsmaterial auch von Th. Wittstein nach einer von ibm selbst auf- 
gestellten Sterblichkeitsformel ausgeglichen wurde, welche lautet: 

( ay esr + - a ma 
und in der M das hichste noch mt Lebenden besetate Alter (hier 97) bedeutet; 
die Konstante m ergibt sich vor der Ausgleichungsarbeit durch das Alter ge- 
ningster Sterbenswabrscheinlichkeit und M (sie ist hier mit 6 angenommen 
worden): Es bleiben noch die Konstanten a und m 2u bestimmen und dieser Teil 
der Ausgleichung ist mit allen Einzelheiten aus der beztiglichen Schrift: Das 
mathematische Gesetz der menschlichen Sterblichkeit, 1883, p. 36 ff, zu entnehmen. | 
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285. Anwendung der Makehamschen Formel bei der Aus- 
gleichung der englischen Sterblichkeitsmessung 1863—1893. 
Bei diesem Messungswerke ist von der Makehamachen Formel durch 
G. F. Hardy weitgehender Gebrauch gemacht worden, sie erfuhr davei 
auch mancherlei Modifikation und Verallgemeinerung. 

Das Prinzip der Anwendung besteht hier in folgendem. Ist w,, 
U,,---U, die auszugleichende, u,’, u,’,---u, die ausgeglichene Reihe, 
u; —u,=A, die Abweichung zweier korrespondierender Glieder, so 
wird verlangt, daB die Summe der Abweichungen und die Summe 
der aufsummierten (akkumulierten) Abweichungen gleich Null sei, in 


n 
Zeichen, wenn man >: A, = 4 setzt, daB 
re 


nN 


>i =0 (1) 


1 


n 


ar i = 0; (2) 


1 
: ; : : : . b fee 
die letztere Bedingung ist gleichbedeutend mit > 14,=0. 
1 


DaB mit zwei Bedingungen das Auslangen gefunden wurde, hangt 
mit den weiteren Details des Rechnungsvorgangs zusammen. Was 
zunachst die Konstante c anlangt, deren HinfluB geringer ist als der 
von s und g, so ist sie in jedem einzelnen Falle vorweg probeweise 
bestimmt und ein fiir die Rechnung bequemer Wert von log c fortan 
beibehalten worden. . Die Konstante & wird dadurch ausgeschieden, 
daB man von den Zahlen der Lebenden auf Lebenswahrscheinlichkeiten 
und Sterblichkeitsintensitaten iibergeht. Bezeichnet man mit Elogp, 
den absoluten Wert von log p,, so folgt aus der Reihe der 


log l, = logk + 2 logs+ ec logg 
durch Differenzbildung 
Elog p, = — 4 logl, = — logs — c* (e—1) logg = A’+ Be*, (3) 


wenn 
— logs = A’ 


~(¢—1) log g = B (4) 
gesetzt wird. Ferner ist 


ee ce = 57 (— logs -- o Loge log g) 
1 Lo. 
= e+ BFS = At Bey, (5) 


12° 


180 Vierter Teil. Mathematische Statistik. 


wenn man 
a 
Wp ; 
aaloge a Modul qr =~ 0,484 294 --- (6) 
Mea ae 


setzt. Die Formeln (3) und (5) enthalten tatsichlich nunmehr zwei 
zu bestimmende Konstante und sind beztiglich derselben linear. 

Hier soll nur tiber die beiden der Ausgleichung unterzogenen 
Aggregattafeln O” und 0”) gesprochen werden als von einfach ab- 
gestuften Tafeln. 

Mit der Ausgleichung begann Hardy an der T'afel 0% mit 
log c = 0,039; es ergab sich ein sehr befriedigender Anschlu8 der 


ausgeclichenen Werte an die rohen Daten bei den folgenden Werten 
der Konstanten: \ 


k = 114157,6 (Basis beim Alter 10: 107 324) 
$ = 0,9941287 


g = 9,9988449 
e = num log 0,039 = 1,0939564; 
A’ = 0,0025575 
B = 0,0000472 
A = 0,0058889 
B = 0,0001038. 


Die bei der Prtifung des Erfolges einer Ausgleichung tibliche 
Vergleichung der erwartungsmaBigen mit den wirklichen Todesfallen, 
aus der folgenden Tabelle ersichtlich, zeigt, da% der Hauptteil der 


i Wirklichcnie comes 
oe Abweichung 


“Alters- Erwartungemafige 
gruppe Todesfalle 


16—9 18 10 + 8 
20—4 136 122 + 414 
25—9 949 924 + 25 
30—4 3136 3 072 + 64 
85—9 5 683 5 689 — 6 
40—4 7 981 8 152 — 171 
45—9 10 277 10 257 + 20 
50—4 12 613 12 620 at 
55—9 14 921 14 903 + 18 
60—4 16 808 16 618 + 190 
65—9 17 448 17 455 ca Ki 
10—4 15 929 16 042 — 113 
75—9 12 147 12172 a= “25 
80 —4 7 207 | T3Lt = {10 
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Tatel, vom Alter 25 bis 79 etwa, sehr nahe mit den Originaldaten 
iibereinstimmt. 

Fir die Herstellung der adjustierten Tafel O* erwies sich die 
Makehamsche Formel allein nicht ausreichend, auch aus dem Grunde 
nicht, weil gefordert werden muBte, daB sie tiber dem 85. Lebensjahr 
mit der ausgeglichenen O*) koinzidiere, da in dieser SchluBperiode 
die Erfahrungen fiir beide Tafeln dieselben sind — es gab in diesen 
Altern keine Personen mit einer Versicherungsdauer unter 5 Jahren. 
Diese Erwigungen fiihrten dazu, die Tafel O¥ aus jener O¥® rech- 
nerisch abzuleiten und zwar in der Weise, daB an den Gliedern der 
Reihe 4E log p, aus der Tafel O¥® eine empirisch festgestellte vom 
Alter abhingige Korrektion angebracht wurde, nach dem Ansaize: 


(JE log p,) °“ = (4 Elog p,)”” + &(@), 


wobei 
@(x) = 0,0000504.10 ~ °°? °°- =" 4 9.0000114.10 ~ 080 (66.5 — 2); 
der Ubergang zu E log p,.geschieht dann gemi8 der Formel 


(E log p,)" = (Elogp,)°"” - @ (2). 


Der Erfolg dieses Vorgangs darf als sehr hefriedigend bezeichnet 
werden fiir alle Alter von 10 bis 89; im ganzen ergaben sich genau 
so vie! rechnungsmaBige als wirkliche Todesfalle (140107). 

286. Ausgleichung nach der Makehamschen Formel 
mittels der Methode der kleinsten Quadrate. I. Geht man 
von der Formel (6), Nr. 283, fiir die Lebenswahrscheinlichkeit aus, so 
ergibt sich durch deren Logarithmierung: 


log p, = log s + & (c — 1) logg. (1) 

Nimmt man also die Auagleichung an der Logarithmen der be- 

obachteten p, vor, so ist der Ansatz in bezug auf die Konstanten 
logs=a 

2 

(c—1) log g =d 2 

bereits linear, nicht so in bezug auf den Parameter c. Setzt man den 

beobachteten Wert: von logp,=y,, den ausgeglichenen Wert = ),, 

denkt sich Naherungswerte a,, 6), c der drei Konstanten a, b, c auf 


irgend einem Wege bestimmt und bezeichnet mit w, p, y’ ihre als 
klein vorausgesetzten Korrektionen, so schreibt sich wegen 


oy oy. CY, _ ny 
3a 3 = Cp ae bee 


die allgemeine Fehlergleichung wie folgt (Nr. 197): 
De = Yo t dy = ys + a + 0" B + By BEy7-* 7’, 
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worn y, = a, + byc,*%, oder mit den Abktirzungen 


yO fF 
: Bas (3) 
0 Come 7 raaae J 
noch einfacher: 
A,=— 4, + a+ O° B+ x0," y. (4) 


Das System der Normalgleichungen, das sich hieraus zur Be- 
stimmung von «, B, y ergibt, hat die Form: 
Aa+ BB+ Cy=D 

Ba+ BB+ Fy =G (5) 
Cu+ FB + Hy =K; 

bei seiner Aufstellung sind die Gewichte der Fehlergleichungen zu 

bexicksichtigen. Das Gewicht von p,, wenn E, die diesem Alter 


entsprechende Zahl der beobachteten Lebenden ist, kann gleich - aes ae: =P) 


genommen werden, der Regel in Nr. 203, entsprechend darf tae als 
~ Gewicht von log p, 


es ob e \ 
Serie a: (6) 


benutzt werden. Mit diesen cedeens steilen sich die Koeffizienten 
der Normalgleichungen wie folgt dar: 


A = [9, 3 B= [g.,.¢0°}, C =i [9,2¢9"], D re (9.4, , 
=[920°7], F=[9.2¢°7], G=[g.¢°4,J, (7) 
H =i [9,2%¢,°*], K Ze [§.2¢,"4,]. 

Die Berechnung von A, B, C, E, F, H, die sémtlich positiv sind, 
geschieht mit Hilfe der Logarithmen von g,, 67, Pike x und z*. Die 
Berechnung der Absolutglieder aber wiirde sich nach den vorstehenden 
Formeln unbequem gestalten; einmal erforderte sie die Ausrechnung 
der y, fiir alle benutzten Alter, dann die Bildung der Differenzen 
Y2— Y,° = 4,, die teils positis, teils negativ sein werden: und darin 
liegt die aweite Unbequemlichkeit und zugleich eine Gefahr fiir Irrungen. 
Ersetzt man aber in den Ausdriicken fiir D, @, K die 4, durch 
Y, — 4 — bye” und entwickelt die Summen, so wird 

D = (9,42) — [G2] 49 — [82607] bo = V— Aay — Bly 
G fae [920° Ye ow [9.¢0°] A aa [G.027* |B a Bd ow Ba, ae Eb, (8) 
K = [9,.0¢,"y,] — [9,%¢y" Jay — [9,%%°*]0) = Z— Cay — Fhy, 


und die Berechnung der neu auftretenden Summen 


V = (9, Ye] 
Ww aaa [9..Co” ¥.| (9) 
4 = [g,2Cq"y,| 
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geschieht mit Hilfe derselben Logarithmen wie jene von A, B,--- 
und bietet wegen des gleichen Vorzeichens aller Glieder keine Schwierig- 
keit; zugleich ist die Berechnung der y, und 4, dadurch erspart. 

Aus dem System der Normalgleichungen ermittelt man nun a, £, ¥, 
aus letzterem y’ und hat nun in ay+a, b+ 8, & +7’ die endgiiltigen 
Koeffizienten der Ausgleichungsformel fiir y,. 

II. Noch einfacher aber gestaltet sich die Sache, wenn man an 
einem im voraus bestimmten Niherungswert ¢, von c festhilt und die 
Fehlergleichung in der Form 


y, +i,=a +t be," * (10) 


ansetzt, in der sie beziiglich a, ) linear ist'); dann ergeben. sich zur 
Bestimmung von a, b mit Benutzung derselben Gewichte wie vorhin 
Normalgleichungen der Gestalt 
Wa+ Bo=D a 
Ba+ b= 2 
und zwar ist: 
a [g. =A B sia [9,07] ae B, ® cay [924] a 
C=[g.o°]=E G=[9,%"7y.] = W, 
so daB die Normalgleichungen mit den vorhin eingefiihrten Bezeichnungen 
lauten: 


Aa+ Bb=V 
(11*) 
Ba+ Eb= W 
Benutzt man die hieraus gerechneten 
EV—BW AW— BV 
tm aE BF Lie igen (12) 


als Naherungswerte a,, b, unter Beibehultung des ¢,, so kann nun 
eine zweite Naherung nach dem Verfahren I gerechnet werden; dabei 
behalten A, B, C, FE, F, H ihre Werte bei, wahrend sich, wie ein Blick 
auf die eraten zwel Gleichungen (8) und auf (11*) lehrt, D, G auf 
Null reduzieren, so daS nunmehr das Normalgteiohiniecerstem fiir 
a, B, y lautet: 


1) Den Gedanken, vorerst die Konstante ¢ zu bestimmen und dann zur 
Ermittlung der beiden andern die Methode der kleinsten Quadrate anzuwenden, 
hat auch J. Graf methodisch entwickelt; seine Arbeit beschaftigt sich tberdies 
mit der Empfindlichkeit der Formel in bezug auf die Konstanten s, g, ¢c. Die 
Methode ist dann mit allen Details rechnerisch durchgefiihrt an dem Material 
der franzisischen Tafel AF (Ableben). Versicheruagswissensch. Mitteil. 1, Wien 
1905. — Noch sei bemerkt, daB das Grafsche Verfahren auch bei der Her- 
leitung der neven Sterbetafel der ,,Generali*, die in Nr. 276 unter FuSnote 8), 
p. 142, angefiihrt ist, benutzt wurde. 
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Aa + BB+ Cy=0 
Ba+ Ep +Fy=0 (13) 
Co+ FB + Hy =X. 


Seine Auflésung geht am zweckm@Bigsten so vor sich, daB man zuerst 
y rechnet; es ist 


ney ABC! 
ay ; A 

reat i BEF\.TK mit | Oe ry 7 ea oo -- 

(PE OF EH Se a 
Das erste Gleichungspaar liefert dann 

|4¢| [4B] ar—ee 
pay BR * BE\|. «< 4B—8? 
und schlieBlich gibt die erste Gleichung 
Sg P PGT. 
a, A 


Die Rechnung bewegt sich also schlieBlich in einigen wenigen Zablen- 
komplexen. 

Wie man bemerkt, hangt die an c, anzubringende Korrektion 
von K ab; je kleiner K dem absoluten Betrage nach ausfallt, um so 
kleiner ist y und schlieBlich y’. Ergabe sich imsbesondere K = 0, 
so fande auch y= 0, B=0, a= 0 statt, d. h. der ProzeB Il gabe 
dann schon die definitive Ausgleichung. Man hat also in K eine 
GréSe, die tiber die Giite der mit c, getroffenen Wah! AufschluB gibt. 

Nach dem eben entwickelten Verfahren, dessen Ausbildung von 
G. Rosmanith’) stammt, ist bei der 6sterreichischen Sterblichkeits 
messung die Herstellung der ausgeglichenen Tafeln ausgefiihrt worden. 
and auch die ungarische Messung hat sich desselben bedient. Fin 
die Tafel M*, der das umfangreichste Beobachtungsmaterial zugrunde 
liegt, ergaben sich die folgenden Parameterwerte: 


[k= 105 979,9, entsprechend der Grundzahl 100000 bei dem Alter 20] 
s = 0,998 070 
g = 0,995 894 
c = 1,08074. 


ee eee 


1) Absterbeordnungen aus Beobachtungen an dsterreichischen Versicherten, 
I. Band, Wien 1907, p. 70—74; Versicherungswigsensch. Mitteil. If, Wien 1906. 
An der letztgenannten Stelle hat G. Rosmanith eine kritische Vergleichung 
der verschiedenen Anwendungsarten der Makehamschen Formel zum Zwecke 
der Ausgleichung von Sterbetafeln gegeben; insbesondere ist dort die oben 
entwickelte Methode mit allen Hinzelheiten an dem Material der Tafel 0.1 (5) 
erliutert. 
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Der Anschlu& der Formel an das Urmaterial mége nach der 
folgenden Tabelle beurteilt werden. 


Wirkliche 
pocesalle 


Alters- ErwartungsmiBige 


gruppe Todesfille Mier oe 


3252,4 3281 


— 286 
35—39 4601,3 4565 4+ 368 
40—44 6225,4 6229 a6 
45—49 7420,7 7448 Se 
50—54 8032,2 8083 — 608 
55—59 $1416 $327 — 185,4 
60—64 7735,0 7482 + 253,0 
65—69 6835,0 6885 — 50,0 
70—74 5147,2 5113 + 342 
75—79 3115,4 3161 AGG 
80—84 1284/4 1337 — 526 
85—90 2381 242 =e RG 


(|. 328.5 


62153 4478 


Im ganzen | §2028,7 

287. Miechanische Ausgleichungsmethoden. Die mecha- 
nischen Ausgleichungsmethoden gehen von der Erwigung aus, daB 
die Stérung eines Hinzelwertes in einer Beobachtungsreihe sich auch 
noch in den beiderseits benachbarten Gliedern bemerkbar mache, daB 
jedoch eine sehr geringe Wahrscheinlichkeit daftir bestehe, es werde 
eine langere Folge von Einzelwerten in gleichem Sinne beeinfluBt 
sein; viel eher sei zu erwarten, daB 238 durch den Wechsel des 
Sinnes auch in ktirzeren oder langeren Abschnitten ein Ausgleich im 
Verlaufe der Erscheinung voliziehe. Auf den Fall des Absterbens 
angewendet heift dies etwa folgendes: Wenn in einer Altersklasse 
zufallig mehr Personen gestorben sind, als es dem ,normalen“ Ver- 
halinisse entspriche, so kann diese Ubersterblichkeit wohl auch noch 
in den nichst benachbarten Altersklassen anhalten; es ist aber nicht 
anzunehmen, da8 sie sich tiber eine langere Folge von Altersklassen 
beiderseits erstrecke, vielmehr ist zu erwarten, daB sie sehr bald 
wieder durch eine entsprechende Untersterblichkeit wett gemacht werde. 
Aus diesen Erwagungen sind die verschiedenen Methoden hervor- 
gegangen, die an der Bestimmung eines Einzelwertes der Reihe nicht 
bloB die ihm selbst entsprechende Beobachtung, sondern auch die zu 
beiden Seiten benachbarten Beobachtungen mitwirken lassen. Von 
diesem Verfahren verspricht man sich einerseits einen Ausgleich der 
zufalligen Stérungen und ein besseres Hervortreten des Zusammen- 
hanges der Erscheinung, andererseits eine gréBere RegelméBigkeit in 
der Wertreihe. Wie weit das erste Ziel erreicht ist, dariiber ist kein 
Aufschlu8 zu erlangen; iiber das MaB der Erreichung des zweiten 
Zieles belehrt der auBere Erfolg. Mag dieser aber noch so giinstig 
sein, so kann er doch nur dann befriedigen, wenn der Gang der Be- 
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obachtungswerte gut gewahrt wird; die Entscheidung dartiber ist aller- 
dings bis zu einem gewissen Grade subjektiv. 

Im folgenden werden einige mechanische Ausgleichungsmethoden 
vorgefihrt, die sich in der Anwendung bewahrt haben; im tibrigen 
mu auf die Spezialliteratur verwiesen werden.') 

a) Wittstein”) hat zum Zwecke der Ausgleichung einer Beob- 
achtungsreihe %, u,, Ug, °° ° Uz, --~- den Vorschlag gemacht, durch 
die ganze Reihe von je fiinf aufeinander folgenden Gliedern das arith- 
metische Mittel zu nehmen und dieses an die Stelle des mittleren 
Gliedes der. betreffenden Gruppe zu setzen; wird also das an die 
Stelle von uw, tretende ,ausgeglichene“ Glied mit u,’ bezeichnet, so 
setzt Wittstein: 


, My Ue oy Me i Tee 
u, = 5 . 


(1) 
Auf diese neue Reihe ist, wenn sie nicht befriedigen sollte, dasselbe 
Verfahren nochmals anzuwenden; dadurch ergibt sich der definitive 
Wert: 

We tte a Th ep gt Me oe Meg ger Mote 


u,. == 5 


U,_gT2U,_gP8U,_ gt sup 1 FOU, They  F3U, eT 2M iy tT Mesa 


Se ee sp 8) 


oes 0,24, +90,16 (u,_, oF u, + 1) +0,12 (u,_¢ +, 19) an 0,08 (u,_3+Uz+3) 
ie 0,04 (u,_ 4 +4, + a: 
Die Formel (1) verwendet fiinf Werte und schreibt ihnen gleiche 
Gewichte zu; die Formel (2) rechnet mit neun Werten, denen sie un- 
gleiche Gewichte beilegt und zwar um so kleinere, je weiter sie vom 


zentralen Werte abstehen. Die praktische Durchfiihrung gestaltet sich 
einfach; (1) erfordert Summenbildung an der urspriinglichen Reihe 


1) Siehe insbesondere die zusammenfassende Darstellung E. Blaschkes 
»Die Methoden der Ausgleichung von Massenerscheinungen“, Wien 1898; ferner 
des Verfs. ,,Die Entwicklung der Wahrecheinlichkeitatheorie“, 1. c., p. 243ff. — 
Eine von allgemeinen Gesichtspunkten ausgehende Theorie der mechanischen 
Ausgleichungsmethoden, aus der sich die verschiedenen Ausgleichungsformeln 
als spezielle Fille eines Grundproblems ergeben und die auch den Versuch 
macht, den Effekt einer solchen Ausgleichung mathematisch zu beurteilen, hat 
J. Altenburger in den Versicherungswissensch. Mitteil. III, Wien 1907 ent- 
wickelt. — Hinen neuen analytischen Gedanken hat W. Wirtinger in die Auf- 
fassung und Darstellung der mechanischen Ausgleichungsmethoden eingefihrt, 
indem er sie mit der Theorie der Fredholmschen Integralgleichungen in Ver- 
bindung brachte; dieser Gesichtspunkt von hohem Grade der Allgemeinheit 
gestattet auch die Beriicksichtigung von Nebenbedingungen, die man den aus- 
geglichenen Werten aus praktischen Griinden etwa anferlegen will, Versiche- 
rungswissenschaftliche Mitteil. IU, Wien 1907, p. 89—98. 

2) Mathematische Statistik, Hannover 1867, p. 30. 
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allein, (2) verlangs nochmalige. Summenbildung an* der Reihe der 
Summen. Wittstein hat das Verfahren (1. cp. 44—48) zur Aus- 
gleichung der Bruneschen Erfahrungen’) verwendet. 

Man beachte, daB bei cinmaliger Anwendung der Wittsteinschen 
Regel (1) zwei Werte vom Anfang und vom Ende unausgeglichen 
bleiben und darum einer besonderen Behandlung bediirfen; bei zwei- 
maliger Anwendung bleiben je vier Werte unerledigt, wovon aber je 
zwei schon eine erstmalige Ausgleichung erfahren haben. 

b) GroSe Beachtung und Verbreitung hat das von W. 8. Wool- 
house?) angegebene Ansgleichungsverfahren gefunden. Es kann 
ebensowohl auf die Zahlen der Uberlebenden, wie auf die Sterbens- 
wahrscheinlichkeiten wie tiberhaupt auf jede statistisch festgestellte 
Reihe angewendet werden; wir wollen daher allgemein von einer 
Reihe uo, %, Ms, °°: U,, °°: sprechen und uns dieselbe graphisch 
aufgetragen denken. 

Die Grundidee besteht in folgendem. Man konstruiere mittels der 
Reihe fiinf Tafeln, die man auf nachstehende Beobachtungswerte stiitat: 


Uy, Usy Uso, %5, ° °° aie erste, 
Uy, Ug, Uns, Ug, °°: die zweite, 
Ug, Un, the, 7, °--+ die dritte, 
Ug, Us, 13, Ug, ° °° die vierte, 
Mi, Uy; ty, Uy, ~** die fanfte, 


die Zwischenwerte jedesmal interpolierend. Dadurch gewinnt man 
fiir jedes u, fiinf Werte, wovon einer der aus der Beobachtung selbst 
hervorgegangene ist, wihrend die vier anderen der Interpolation ent- 
stammen. Das arithmetische Mitte] dieser fiinf Werte gilt als der 
,ausgeglichene“ Wert. 

Was die Interpolation anlangt, so wird sie auf Grund der An- 
nahme durchgefihrt, daB je drei aufeinander folgende Werte, wie 
Uo Us, U9} Us, Uo, My, usw. eine arithmetische Progression zweiter 
Orduung bilden; geometrisch gesprochen heiBt dies, die Interpolation 
geschieht nach einer Parabel 


u=azi+ Baty, (3) 


die durch die Endpunkte von drei aufeinander folgenden Ordinaten 
-gelegt wird. 

Um den ausgeglichenen Wert fiir v, zu erhalten, werden solche 
Parabeln durch die fiinf Punktetripel 


1) Siehe Nr. 276 
2) Lond Journ. inst. Actuar. 15 (1870), p. 392 und ibid. 21 (1878), p. 37. 
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x2—b u, Un 45 
‘e —4 Unay Un 46 
Ur-g Users Ura 


gelegt; ordnet man das Koordinatensystem derart an, daB die Ordi- 
natenachse mit w, sich deckt, so sind diese Parabeln in der allge- 
meinen Gleichung: 

u=a,a? + Bye + y, (4) 
enthalten, wenn «,, 6,, y, aus dem Gleichungssystem 


Uepv—5 = ce, (v a 5)? + B,(v 8 5) Aad’: 
Unay a a, ae B,v ++ Vy f (5) 
PAE or (eo) Bt ad 
bestimmt werden; fiir » sind der Reihe nach die Werte — 2, — 1, 0, 1,2 
zu setzen. Da nun y, jeweilen die Ursprungsordinate der Parabel 
vorstellt, so stellt sich der ausgeglichene Wert von wu, dar durch: 


re Pag eee ade eee 


u,, 5 


Aus dem System (5) erhilt man aber 


v(v + 5) (65 — v)(5 + 1) , v(y — $) 
yo 50 Uns y—5 Dalek 25 Una y 1 Sth Urey 452 


und die Einfiihrung dieses Wertes in die voranstebende Formel liefert: 


rte! 
uu, = 125 [25,, a 24 (u,_ 1+U,4 1) ae 21 (U,_s ts Uz 42) ta T(u,_s+%e45) 
a: 3 (Uy t+Ue +4) iS 2(U,_¢ +t, 48) ima 3(u,_; +4, ,7)] 
1 
a Ri [w, oF 0,96 (uw, _ 1 a Uy. ) zk 0,84(u,_ =f Us 4s) (6) 
a 0,28 (u,_s + t, +3) fr 0,12 (u,_4 5 WU, 44) 
nce 0,08 (u, _ ¢ “tf ae) mee 0,12 (u,_, + Uy 4 al; 
die Formel bezieht, mit Uberspringung von u,_, und u, 4s) 13 Werte 
in die Rechnung ein. 

Bezeichnet man die Ordinaten der drei Punkte, durch welche die 
Parabel (3) gelegt wird, der Kinfachheit halber mit y_,, yo, y, (so 
daB beispielsweise y_,; = %,_5, Yo = 4, ¥, = 4,5 ist), ihre ersten 
Differenzen mit y_,, yo, die zweite Differenz mit J*y_,, wird 
ferner y) in die Ordinatenachse verlegt und der Abstand zwischen 


y_, und yy yy und y, als Einheit angenommen, so ergibt sich aus 
den Gleichungen: 
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Pe ere By 

me v 

7 et pty 
durch Bildung von Differenzen und Auflésung: 


a . 
te od oe Ay, — 2, Y= 9o3 


in dieser Darstellung lautet also die von Woolhouse beniitzte Inter- 
polationsformel: 


vey eave et Y=: (7) 


Das Woolhousesche Verfahren stellt den ausgeglichenen Wert als 
Zeutralwert von 15 Gliedern der Reihe dar, 14Bt also je sieben Glieder 
vom Anfang und vom Ende unausgeglichen, fiir die in anderer Weise 
gesorgt werden mu; man hilft sich in verschiedener Weise, z. B. 
durch die Supposition, daB die fehleiden Glieder eine arithmetische 
Progression bilden, die sich an die ausgeglichenen Glieder mit der- 
selben Differenz héchster Ordnung anschlie8t; durch Berechnung nach 
einer der Sterblichkeitsformeln, wenn es sich eben um die Ausgleichung 
von Sterblichkeitstafeln handelt; durch Unterlegung einer ganzen 
Funktion entsprechend hohen Grades u. dgl. m. 

G. Schaertlin*) hat den Gedanken des Verfahrens heibehalten, 
aber dahin vereinfacht, daB8 er statt nach Quinquennal- nach Triennal- 
punkten fortschreitet, den ausgeglichenen Wert also mittels der Para- 
beln aus den Punktetripeln 


a—4 Une 4 Uz +12 
U4, _3 Uy Un 43 
Uz _9 Uns Una 


bestimmt. Die Durechfihrung der Rechnung fiihrt zu der Formel: 
u, a = [9u, F B(u,_4 ap Uy a1) oh 2(u,_» on Uy 49) SF (Up 4 ate Uys ny) 


ac sl. ti 0,8 (U,_ Gr Way. )+0,2 (U, 9 +, 42)—9,1 (U,_4+Ups4)|- 


Dieselbe rechnet mit 7 Werten, indem sie die beiden u,_3, u,, 5 tiber- 
springt, und bietet den Vorteil, an beiden Enden nur vier unaus- 
geglichene Werte tibrig zu lassen; bei breiter Beobachtungsgrundlage 
diirfte sie geniigende GleichmaBigkeit herbeifiihren. 

ce) In Anlehnung an b) hat J. Karup*) eine neve Ausgleichungs- 


1) Die Absterbeordnung der schweizerischen Bevélkerung fiir die Jahre 
1876/77—1880/81 und Saleh Zeitschr. f. Schweizer. Statist. XXII (1887), 
p. 382—833, 

2) Transactions of the second Internat. Actuar. Congr. London 1838, 
p. 31 ff. 
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methode ausfiihrlich entwickelt, die in bezug auf RegelmaBigkeit der 
Resultate der vorigen und um so mehr vielen anderen mechanischen 
Ausgleichungsarten tiberlegen ist. Hier soll nur der Grundgedanke 
dargelegt werden. 

Wahrend die Woolhousesche Interpolation, die nach (7) bis zu 
den zweiten Differenzen geht, in fortgesetzter Anwendung zu Parabel- 
bégen fihrt, die dort, wo sie zusammenstoBen, Ecken bilden, aus 
welchen UnregelmaBigkeiten in dem Verlaufe der ausgeglichenen 
Zahlen entspringen, wendet Karup eine Interpolation an, die auch 
noch die dritten Differenzen einbezieht und zur Folge hat, daB die 
Parabelbégen dort, wo sie zusammentreffen, einander auch beriihren; 
er nennt daher seine Interpolation eine oskeulierende. 

Eis seien p 

Fry Yo A Ys 

iquidistante Beobachtungswerte, und es handle sich um die Inter- 
polation zwischen y, und y,, die durch eine parabolische Kurve MN 
(Fig. 51) erfolgen soll; sorgt man dafiir, daB der Differentialquotient 
in M, y,, fiir die hier zusammenstoBenden Parabelbégen LM und 
MN, ebenso der Differentialquotient in N, y,’, fiir 
die Bégen DZ N und NP denseiben Wert besitzt, 
so ist der oben beschriebene Sachverhalt erreicht. 
Setzt man die Tangentenrichtung in M als 
parallel zu LN, die in WN als parallel zu M P fest, 
was darauf hinausliuft, bei den zweiten Differenzen 

x stehen zu bleiben, so ist: 


be Sey *y- 

Yo = 1 > z —— Ay, — = 
— A 

yy — Se = Ay, + a 


Der Forderung, daB die Kurve durch M und NW gehe und dort vor- 
geschriebene Tangentenrichtungen besitze, ist durch eine Parabel 
dritter Ordnung zu geniigen, deren Gleichung lauten mége: 


y = (1 — «)"(Ay + A, 2) + 2°(B + Bl — 2); (8) 
zur Bestimmung der Koeffizienten hat man dann die Gleichungen: 


Yo = Ay 
y¥, = B, 
aty 
oo = 24, + A, = Sy — 2 
' ¢ va fe 
y= 2B, — B, = 4% —. 


Setat man diese Werte in (8) ein und ordnet nach den Differenzen, 
dabei 4?y, durch 4°y , — d*y , ersetzend, so wird 
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w( 


Y= % + chy, +“ —™ sty 4 SER) py (9) 


Yon dieser Interpolationsformel, die mit ihrem letzten Gliede 
liber (7) hinausgeht, macht Karup Gebrauch, im tibrigen dem Ge- 
dankengange Woolhouse folgend. Es werden, um den ausgeglichenen 
Wert fiir «, zu erlangen, auf Grund folgender Punktequadrupel Inter- 
polationen nach MaSgabe der Formel (9) volizogen: 


Uz_¢ Wy _4 U4 Us4g 
Uy 7 Uy _9 Unig hes g 
Uy 3 U,_3 Uy 4.9 Ue 47 
Uno Un 4 Us44 Ue465 


zwischen das mittlere Paar eines jeden Quadrupels wird der Wert 
von u, eingeschaltet, und aus den vier so berechneten und dem beob- 
achteten u, wird das arithmetische Mittel als ,ausgeglichener“ Wert 
angenommen. Bei der Hinschaltung in das erste Quadrupel treten 
an die Stelle von 


Y¥_1 YW YU Ye 
und ihrer Differenzen 
Ay, Ay Ay, 
My Ye 
Ay, 


die Werte u,_¢, 4,1) %,447 %-9 nebst ihren Differenzen, und aus y 

1 
geht der erste eingeschaltete Wert von u, hervor, indem man # = ~ 
setzt, so daB er sich ausdriickt durch: 


abnlich ergibt sich aus dem zweiten Quadrupel (mit fxs 3) der 


zweite interpolierte Wert: 


2 3 2 6 3. 
U,_2 + B dU,» Tie yaad Ue oe 135 2 Un 7) 


= 


weiter der dritte und vierte: 


3 Sees 9 3 
U,_3 te FZ Aus s a 352 or iog 7 U,_ 8 


4 ee 615 
Uu,_4 +- Be IU es ees ag 2 US Sa isn 4 U,_9: 


Driickt man die Differenzen durch die Glieder der urspriinglichen 
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Reihe aus, so ergibt sich schlieBlich die Karupsche Formel’) ftir 
den ausgeglichenen Wert: 

u, = 0,2000u, + 0,1824(u,_, + u,44) + 0,1892(u,_2 + 4,42) 

+ 0,0848 (w,_3 + Mp4) + 0,0336(u,_« + up.) 

— 0,0128(u,,_¢ + Up46) + 0,0144(u,_; + 4,47) 

— 0,0096(u,_. + %,43) — 0,0032(u,_, + u,, 9). 


(10) 


Dieselbe greift auf neun Altersklassen vor und zuriick mit Uber- 
gehung der Alter «—5 und x +5, benutzt also 17 Zablen der 
Orignalreihe, ihnen nach auBen hin abnehmende und schlieBlich sehr 
kleine Gewichte beilegend. 

Uber den duBeren Erfolg der Ausgleichung belehrt das graphische 
Auftragen der ausgeglichenen Werte oder die Bildung der Diffe- 
renzenreihen. 

Nachstehend ist eine Probe der Anwendung der bisher vorge- 
fiihrten mechanischen Methoden auf eine Beobachtungsreihe, bestehend 
in Sterblichkeitsprozentsdtzen (100-fachen Sterbenswahrscheinlichkeiten ) 
mitgeteilt. 


Beobachtungen: H*®).?) 


Unaus- Ausgeglichener Sterblichkeitsprozentsatz nach 
eglichener 
Alter shorblichkeits- Wiittstein Woolhouse _Karup 
prozentsatz | Wormel (1) | Formel (2) | Formel (6) | Formel (10) 

0,51 

0,90 

111 0,938 
171 1,048 
0,46 1,092 
1,06 1,084 
1,12 0,906 
1,07 1,002 
0,82 1,000 
0,94 0,958 
1,05 0,910 
0,91 0,924 
0,83 0,944 
0,89 0,908 
1,04 0,942 
0,87 1,000 
1,08 1,052 
1,12 

1,15 


; 1) Das von Karup l. c, angegebene neue Verfahren besteht aber nicht in 
einer Anwendung dieser Formel allein, sondern setzt sich aus drei Prozessen 
wusammen, und erst bei dem letzten kommt die Formel zur Geltung. 


2) Uber die Bedeutung dieses Zeichens vgl. man Nr. 276. 
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d) Hine eigenartige mechanische Ausgleichungsmethode, die sich 
durch besondere Ernfachheit der Formeln auszeichnet und nach durch- 
geftihrten Proben zu sehr befriedigenden Resultaten fiihrt, ist von 
George King’) angegeben worden. Der wesentliche Gang derselben 
besteht in Folgendem: 

Durch ein Vorverfahren, das jetzt entwickeli werden soll und in 
dem das Neue der Methode liegt, werden Quinquennalglieder der aus- 
zugleichenden Reihe festgelegt, d.h. Glieder, deren Zeiger in bezug 
auf 5 kongruent sind. Nachdem dies geschehen, erfolgt die Hin- 
schaltung der tibrigen Glieder durch oskulatorische Interpolation (siehe 
unter ¢), Formel (9)). 

Das Vorverfahren gestaltet sich wie folgt. 

Es sei 


(uz); x = 0, 1, 2,- °@ 


die auszugleichende Reihe von Aquidistanten Hinzelwerten der Funk- 
tion u. Setzt man 


” w 
De — Yes also Su = Yrs? 
z 


z+1 
so wird 
UG, = Yet — ¥- (1) 
Aus der so konstruierten Reihe der y, hebe man Quinquennal- 
glieder heraus*) und bilde dazu die aufeinanderfolgenden BNES SESS 
reihen, etwa: 
Yo» Ys» 910» Yisy* °° 
Yq, 4Y,, AY, °° 
Hid Ye; 3B Ys, ae 


Dann ergibt sich, wenn man bei Differenzen fiinfter Ordnung stehen 
bleibt: 


i) [is 18 18 3 
Ys = +(#) 4+ (8) ays (5) a0 + (5) ay 4(5) 9 


2a) fe eS 2 debe 2 oe Yo + 86,4 Me. 


ebenso 


1) Gutachter, Denkechriften und Verhandlongen des VI. intern. Keugr. f 
Versicher.-Wissensch., Wien 1909, I. 2, p. 1469—1488. 

2) Die Wabi kann je nach dem Ausgangswerte in finf Arten erfolyen, 
deren Ergebnisse sich im aligemeinen wenig von einander unterscheiden; sonst 
mtiBte der Erfolg entscheiden. 

Czuber, Wahrecheinlichkeitsrechnung. ZI. 3. Aufl. 12 
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Ys = Yo + 12 + wee ioe ee es eee Ye 


and daraus im Sinne der Gleichung (1) 


tg = 28 + 10M 4 24 Sh _ 5A 1 282. 


Setzt man 


aw a 
= a, — Sug = tly $y + Uy ty + m= HM, 
9 8 


@ ar 
= Dye, — iis = ty + tg +t + thy $ thy = 105 
i 10 


(2) 


so ist des weiteren 
2 ie 3 ter 
BY, = Ay, >>>} AY, = 4°Wo, 
und t#,, schreibt sich dann: 


A a Sa pae 
oes “2 + 10 ie + 24 S58 — 5 A + 28 


= ie + 044w, + 0,192 d*%e, — 0,008 43w, + 9,000896 4*w,; 


diese Formel erfibrt eime betraichtliche Vereinfachung, wenn man darin 
w, und 4°w, ersetzt durch w,, — 24) — J*wW, baw. 42w, — 4? w,; 
es wird danu 


13 == 0,20 ,g — 0,008 422, + 0,000896 44,, 


was ohne nennenswerte HinbuBe an Scharfe ersetzt werden kann 
durch den fiir die numerische Durchfithrang bequemeren Ausdruck 


yp = 0,2 Wig ~~ 0,008 2% w, + 0,0009 J*w,. (3) 


Pi 


Noch einfucher gestaltet sich dis Sache, wenn man bei der Ent- 
wicklung von y unr bis 2u Differenzen 3, aiso in den w nur bis 
mi den Differenzen 2. Ordnung fortschreiiet; die dabei erzielte Ge- 
nauigkeit ist vilhg ausreichend bei ‘auferordentlicher Vereinfachung 
der Rechnung. Es wird nimlich nunmehr 


(«) (=) ( 8 
H & 5 8 3 
Ys = Yo t\5/ 4% + cae 


ebenso 
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SPAN Ae ae raRaAY, S*a, 
US RL a gery + pe ar ga 


woraus mit Riieksicht auf (1) 


eee a 5 te Aa 
= 0,210, + 0,2 4w, — 9,008 472, 
und schlieBlich wegen w, + Ju, = u, 
uz, = 0,2w, — 0,008 4? wv, (4) 


folgt. Diese Formel, an der im folgenden festgehalten werden soll, 
la8t an Hinfachheit nichts zu wiinschen tibrig. 

Das Vorverfahren besteht also, wenn wir das Ergebnis zusammen- 
fassen, in dem folgenden ProzeB: Man bildet durch Summierung ftinf- 
gliedriger Gruppen der uw nach Vorschrift von (2) die w, nimmt von 
diesen die ersten und zweiten Differenzen und berechnet mit deren 
Hilfe nach Forme] (4) die Quinquennalwerte der w. 

An diese schlieBt sich dann die oskulatorische Interpolation nach 
Formel (9) unter c) an; damit ist die Ausgleichung beendet. Nur 
der Arfang und das Ende bediirfen einer besonderen Bearbeitung; 
denn die Formel (4) steilt einen Wert von wu als Zentralwert von 15 
Gliedern dar, das erste u, das nach ihr berechnet werden kann, ist 
also das achte yom Anfang, das letzte das achte vom Ende. 

Zur Erprobung hat King das Verfahren auf das Material der 
Tafel O¥ auf zwei Arten angewendet, die vom gewdhnlichen Wege 
derart abweichen, daB es sich empfiebli, sie hier anzufiihren. 

Bei dem ersten Verfahren werden nicht die Sterbenswahrschein- 
lichkeiten, sondern ihre Elemente, die Zahlen der unter einjibrigez: 
Risiko gestandenen und der Toten, je fiir sich ausgeglichen und inter- 
poliert, und aus den so gefundenen Werten erfolgt die Bestimmung 
der endgiiltigen g. Die Sache stellt sich also praktisch wie folgt dar: 
Aus der Reihe der rohen 


Fi Es, Ei, sera see 
8; , Or»; Os, 1s Dro 
werden die Summen 
(E,, Soka FR 5), (Lig ai Eq); iar (Eg ibs a Exo), 
(Oy i a Os), (Dr, mS cea Oxo), -- + (Ope cacti 109) 
gebildet, die in beiden Fallen mit w,,, #4,, °++ Wo, bezeichnet sein 


modgen; an diesen GriBen erfolgt die Differenzenbildung, wie dies aus 


dem folgenden Bruchstiick zu ersehen ist. 


oe 
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E QO, 


ie dw, | aw, x w | 4, | J%w 


xz Eds bo see zx 


11 4683 | + 34116 | + 161386 11 
16 88798 | +195501 | + 145859 16 154 


| 15 | 139 819 
| | 958 + 1008 
21 | 234299 | + 341360 | : ai 1118 | ak 1963 : 


26 | 675659 | : 26 | 8075 
canes ls 
Daraus berechnet sich nach (4): 
E,, = 0,2 - 38798 — 0,008 - 161386 = 6468,51 
@,, = 0,2 -154 — 0,008 - 819 = 24,25 


und hieraus schlieBlich 
24,26 
dis = 6468,61 


= 0,0037489; 
auf diesem Wege findet man die Quinquennalreihen: 
Es, Es, Es, rez E4s 
G1, Ges, Dag, -- - Ds 
Gis» Qs» Yaa, * °° Qs- 
Um den Abschlu8 zu erhalten, macht King die Annahme, es sei 
103 das héchste in ganzen Zahlen ausgedriickte Alter, das erreicht 
werden kann, also g,,3; = 1; alsdann handelt es sich noch um die 
Hinschaitung von q,. Aus der Entwicklung 
f4 4 
Gos = Yes ee 4 Ges + (3) 4°43 + fe) 4° Ap 
ergibt aich 
1 
A 3 = {G03 — Ges — 44 ge3 — 6 47Q55} 
und alle Elemente zur Ausfithrung der rechten Seite sind bekannt; 
dann aber findet sich g,, nach der Formel 
. Goa = Gen + (5) Iden + (§) I%des + F°M69 (5) 
Die Kechnung ergab (in Kinheiten der 7. Dezimale geschricben): 
10"ggg = 1773777 10" 4g,s = 677408 107 4%q,, = 432185 
10"q., = 2451185 10% 49,, = 1109593 
10"q,, = 3560778 


10° 4° ggg = + { 10000000—1778777 — 4-677408 — 6.432185 } = 730870 


ag = 1773777 + 3.677408 + 3 - 432185 + 780870 — 5833426 
g = 0,5833426. 
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Die Interpolation hat King nicht an den g, selbst, sondern an 
deren Logarithmen vorgenommen; sie ergab die Werte g,, bis 43; 
auf die Erginzung am Anfang und Ende soll hier nicht eingegangen 
werden, nur iiber den Erfolg sei noch berichtet. 

Die Vergleichung der nach den berechneten g, zu erwartenden 
und der wirklich eingetretenen Todesfille von «=10 bis 2 = 103 
fihrte zn Abweichungen (— Erwartung — Beobachtung), deren abso- 
lute Summe 4,5 betrigt, so daB die Rechnung 140909,5 Sterbefalle 
statt der 140905 beohachteten ergibt; die griéBte akkumulierte Ab- 
weichung tritt bei dem Alter 63 ein und betrigt 106,0, d. i. 0,13%, 
der bis zu diesem Alter reichenden 80402 rechnungsmaBigen Todesfalle. 

Das zweite von King eingeschlagene Verfahren stiitzt sich auf 
die unausgeglichenen g,, deren Berechnang bei dem vorangefithrien 
Vorgange gar vicht erforderlich ist, operiert aber wieder nicht an 
diesen selbst, sondern an den log (¢,+ 0,1). Diese cigenartige Wahl 
ist deshalb getroffen, weil bei einigen Altern das rohe g, gleich Nulk 
ist — logg, wire also ungeeignet — und weil bei ihr die Charak- 
teristik, mit Ausschlu8 von x = 103, durchwegs — 1 ist, so daB man 
nur mit den Mantissen zu operieren hat. Der Erfolg ist ein minder 
befriedigender, wenn auch an sich gut zu nennen; denn die absolute 
Summe der Abweichungen betrigt 18,0, und die gréBte akkumulierte 
Abweichung —122,1 bei dem Alter 38 macht — 0,855, der bis zu 
diesem Alter reichenden 14570,9 rechnungsmaBigen Todesfille aus. 

288. Graphische Ausgleichung. Fin in der gesamten Be- 
obachtungstechnik vielfach getibtes Verfahren, um den Zusemmenhang 
zwischen zwei variabeln GréBen 2, y, tiber den eine Reihe von Be- 
obachtungen vorliegt, zu tabellarisieren, besteht darn, daB man die 
gusammengehorigen Wertepaare durch Punkie in einem Koordinaten- 
system darstellt und nun cine Kurve verzeichnet, die dem Zuge der 
Punkte mdglicbst getreu folgt und ihnen ,méglichst nahe“ hegt 
(s. Nr. 205). Die Kurve bewirkt dann nicht bloB eine ,,Ausgleichung“ 
der Beobachtungsfehler, sondern zugleich eine Interpolation des Zu- 
sammenhanges. Der Vorgang grtindet sich einerseits auf die Voraus- 
setzung, daB den Werten y, die aus der Beobachtung hervorgingen, 
gufallige Fehler anhaften, die also bald in dem einen, bald in dem 
ander Sinne wirken, andererseits auf die Vorstellung, daB zwischen 
z, y ein analytischer Zusammenhang bestehe, dem geometrisch sine 
Kurve entspricht. 

Das graphische Verfahren ist nun auch zur Ausgleichung von 
Sterblichkeitsbeobachtungen benutzt worden, und man kana nicht 
sagen, de8 es durch die fortschreitende Ausbildung der andern, 2u- 
mal der mechanischen, Methodeu zuriickgedréngt wurde; es ist im 
Gegenteil in jiingster Zeit wieder stérker in Aufoahme gekommen, 
und zwar nicht nur bei kleineren Beobachtungszahlen, wo es das 
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allein passende ist, sondern auch bei breit angelegten Beobachtungen 
[Spragues’) Ausgleichung der Tafel H¥}. 

Als Schattenseite des Verfahrens wird der Umstand hervorgehoben, 
daB es zeichnerische Geschicklichkeit und gute Beurteilungsgabe er- 
fordere; ferner weist man darauf hin, da8 ihm das Merkmal einer 
eigentlichen Methode insofern abgehe, ais ein subjektives Moment 
zwischen Beobachtung und endgiiltiges Resultat trete: verschiedene 
Personen werden durch das Verfahren zu verschiedenen Ergebnissen 
gelangen. Diesem Hinwurf kénnte entgegengehalten werden, daB die 
Wahi unter den verschiedenen mechanischen Methoden auch ein sub- 
jektives Moment bedeute; nachdem sie getroifen, hangt das Resultat. 
allerdings von der Person des Ausfiihrenden nicht mehr ab, 

Kin Vorteil der graphischen Ausgleichung mu aber darin er- 
blickt werden, da& sie die Verwertung vorausgehender Erfahrungen 
gestattet. und dadurch oftmals die Wiedergabe charakteristischer 
Niiancen in dem Verlaufe der Erscheinung erméglicht, die durch eine 
mechanische Methode leicht verwischt werden kénnen. Wo also Er- 
fahrung und Geschicklichkeit vorhanden sind, kann das -graphische 
Verfahren zu besseren Resultaten fihren als irgend eime andere 
Methode. 

Es sind auch verschiedene Vorschlage gemacht worden, welche 
darauf hinzielen, die Sicherheit des Verfahrens zu erhéhen, den Spiel- 
raum der Willkiir zu begrenzen. Ein Mittel, von dem Gebrauch ge- 
macht werden sollte, besteht darin, zu jedem empirischen Werte — 
als solechen denken wir ans die Sterbenswahrscheinlichkeit oder den 
Sterblichkeitsprozentsatz als die bisher bei der graphischen Aus- 
gleichung ausnahmslos benutzte Funktion — ein GenauigkeitsmaB, 
etwa den mittleren oder den wahrscheinlichen Fehler (s. Nr. 97), zu 
berechnen und in das Diagramm zu beiden Seiten des zugehérigen 
Punktes einzutragen; durch Verbindung der einer- und anderseits ge- 
legenen Punkte ergibt sich eine sogenannte Fehlerzone, tiber welche 
die Ausgleichskurve nicht hinaustreten soll, wenn bei keinem der 
ausgeglichenen Werte eine tiber jene Grenze hinausgehende Abweichung 
von dem wahren (oder normalen) Werte mit der hierzu gehérigen 
Wabrscheinlichkeit erwartet werden soll. 

Win anderes Mittel, von dem jedoch wegen der damit verbundenen 
Vermehrung der Beobachtungsarbeit nicht leicht Gebrauch gemacht 
werden diirfte, bestiinde in einer Vermehrung der Altersabstufungen, 
fiir welche die Sterbenswabrscheinlichkeit (immer pro Jahr gerechnet) 
bestimmt wird. So sind bei der Konstruktion der Beamtenvereins- 


1) Beztiglich seiner Ausbildung des graphischen Verfahrens vgl. London 
Journ. Inst. Actuar. 21 (1879), p. 445; ibid. 26 (1886), p. 77; ibid. 29 (1891), 
p. 59, 232. 
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tafel die Alter nach Monaten abgestuft und innerhalb eines Alters- 
Jahres zwélf Werte der Sterbenswahrscheinlichkeit bestimmt worden.) 

Liegen tiber eine Beobachtungsreihe mehrere graphische Aus- 
gleichungen vor, so la8t sich auch ein objektives Urteil iiber ihre 
relative Giite im ganzen, tiber den Grad ihrer Annaherung an die 
Beobachtungswerte gewinnen, und zwar durch die Bildung der Quadrat- 
summen aus den Differenzen zwischen den rohen und den ausge- 
glichenen Werten, unter Beriicksichtigung der Gewichte der der Aus- 
gleichung unterworfenen Gréfen: Jenes Resultat, das zu der kleinsten 
Summe fiihrt, darf unter den verglichenen als das beste bezeichnet 
werden [s. Nr. 205].*) Dieser Vorgaug wird auch zu befolgen sein, 
wenn es sich um die Vergleichung der Ergebnisse analytischer und 
mechanischer Ausgleichungen an ein und demselben Beobachtungs- 
material handeJn solite.*) 

1) Siehe die Literaturnachweise in Nr. 276. 

2) Vorgung J. Kaans, vgl. E. Blaschke, Die Methoden der Aus- 
gileichung etc., p. 51. 

3) In zwei Abhandlungen, betitelt ,,Die Ausgleichung der doppelt abge- 
stuften Tafel LM (Leipziger Gesellschaft, s. Nr. 289) vom Standpunkte der 
Wabrscheinlichkeitsrechnung, Assekuranz-Jahrb. XXX (1909), p. 125—144, und 
»Ausgleichung und Wahrscheinlichkeitstheorie’, ibid. XX XI (1910), p. 160-185, 
hat F. Méller einen Weg zur Kritik der Ausgleichung von Sterbetafeln ent- 
wickelt, auf dem dartiber entschieden werden soll, ob man sich durch eine 
vorgenommene Ausgleichung ,,der Wahrheit genihert“ habe, mit anderen Worten, 
ob nur die zufalligen Stérungen der beobachteten Werte beseitigt worden seien. 
Zu dieser Priifung werden die Abweichungen 4, der unmittelbaren Sterblich- 
keitsquotienten q, von den ausgeglichenen gq, und die Gewichte g, der ersteren 


verwendet; aus den auf das Gewicht 1 reduzierten Abweichungen 2,)/g, be- 
stimmt Mller den mittleren Fehler der Gewichtseinheit nach einer der Formeln 


(Gebede] [geteds) 
n—1 n—uU 


wobei die erste danu gelten soll, wenn es sich um mechanische oder graphische 
Ausgleichung handelt, die zweite, wenn eine analytische Ausgleichung nach einer 
Funktion mit w Parametern vorliegt. Als theoretischen Wert dieses mittleren 
Feblers findet er 1, das einemal aus der Annahme, die 4, folgten dem GauB- 
schen Gesetz; das anderemal kommt er zu diesem Ergebnis dadurch, daB er in 


der Forme] ae 
V gett! 
n 


ann 
jedes i, durch die mittlere Abweichung (Vos sae) , 9x durch deren reziprokes 


Quadrat —~-—~ ersetzt; beide Male hat das Resultat seinen Grund in dieser 


Ge a- Ge) 
Art der (oe en Da die Gewichte bloBe Relativzahlen sind, kann 


dem letzten Ausdruck fiir g, ein beliebiger konstanter Faktor hinzugefiigt wer- 
den; damit wiirde sich das Resultat andern und bei gleicher SchluBfolgerung 


eben diesem Proportionalititsfaktor gleich sein. 
Der wesentlichste Einwand, der gegen die Arbeit zu erheben ist, bezieht 
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289. Ausgleichung zweifach abgestufter Tafeln. Durch 
die Einfiihrung zweifach abgestufter Sterbetafeln ist die Aufgabe der 
Ausgleichung von Wertkomplexen, die nach zwei Argumenten ge- 
ordnet sind, in den Vordergrund getreten. 

’ Von den Methoden ihrer Lisung ist die eine, der analytischen 
Methode bei einfach abgestuften Reihen analog, zunachst ausgeschlossen- 
Sie bestiinde darin, fiir die Funktion 


Ue-g+1 f(z, t), 


die den Verlauf der Sterbenawahrscheinlichkeit nach erreichtem Alter 
und zurtickgelegter Versicherungsdauer darstellen soll, einen analy- 
tischen Ausdruck zu supponieren und seine Parameter nach einem 
geeigneten Verfahren auf Grund der beobachteten Einzelwerte zu be- 
stimmen. Die Auffindung einer Funktion, die dies im ganzen Be- 
reiche von «x und ¢t, wie er gewohnlich vorliegt, zu leisten imstande 
ware, ist noch gar nicht versucht worden. Auch der Weg, den Be- 
reich in entsprechende Teile zu zerlegen und fiir jeden Teil gesondert 
nach einer méglichst einfachen, etwa nach einer linearen (Ebene) oder 
quadratischen Funktion (Paraboloid) auszugleichen, verspricht wenig 


sich auf die Auffassung des Problems der Ausgleichung. Welche Methode auck 
man wiblen mag, bei keiner kann von einem Piinzip gesprochen werden, das 
auf eine Annaherung an die Wahrheit, auf Eliminierung der zufalligen Stérungern 
allein hinwirken wiirde; man hegt die Erwartung, daB es so kommen werde, 
hat aber kein Mittel, darauf abzuzielen. Die einzige positive Basis fiir die Her- 
stellung eines Endresultates sind die unmittelbaren Beobachtungsergebnisse, von 
einer Ausgleichung mu8 daher in erster Linie gefordert werden, daB sie diese 
so gut als méglich wiedergibt, so weit dies mit der angestrebten Herstellung eines 
glatten Verlaufs vertriiglich ist. Kin Mittel, eine Anntherung an die mehr ge- 
ahnte als definierbare Wahrheit zu erweisen, kann auch die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung nicht geben. 

Das Operieren mit mittleren Fehlern in dem oben verwendeten Sinne ver- 
bietet sich bei der Materie deshalb, weil es sich bei der Sterblichkeitsmessung 
nach der ganzen Art der Gewinnung des Materials — die Personen, die man in 
ciner Altersklasse zusammenfaSt, stammen aus verschiedenen Geburtszeiten, 
unterscheiden sich auch in andern maSgebenden Umstiinden — nicht allein um 
zufillige, sondern sicher auch um systematische Stérungen handelt. 


Um noch auf ein weiteres Detail hinzuweisen: die Forme: [Gadr = hat 

n— 
hier keine Berechtigung; sie bezieht sich auf den Fall, wo zur Bestimmung 
einer wohldefinierten GrifSe m Beobachtungen verschiedenen Gewichts angestellt 
worden sind und wo man wei8 oder mit Grund annehmen kann, daB die be- 
gangenen Febler frei sind yon einem systematischen Teil. Gegen die Formel 


YV etetel bei analytischer Ausgleichung wiire formal nichts einzuwenden. 


Trotz der Abweisung, die Méller meiner Auffassung der Ausgleichung 
empirischer Zahlenreihen zuteil werden la4St, glaube ich von meiner Darstellung 
in Nr. 164 des 1. Bandes und in diesem Paragraphen nicht abgehen zu sollen. 
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Erfolg. Bei einem so gearteten Vorgang wire von einer eigentlichen 
Flachenausgleichung zu sprechen. 

Kin der einfachsten mechanischen Methode, jener von Witt- 
stein (Nr. 287, a)), nachgebildeter Vorgang besteht in Folgendem. Ist 


Ueys ©==1,2,---m;, y=l,2,---n 


das auszugleichende System von Hinzelwerten, so bestimme man den 
ausgeglichenen Wert u_, als arithmetisches Mittel’ aus dem beobach- 


teten und den ihm in beiden Richtungen beiderseits benachbarten, also 
nach der Formel: 


1 . 
Unausgeglichen bleiben dabei die Randwerte, d. i. alle Uy) Yen 
441) Uy n- 

Um eine Vorstellung von der Wirkung dieses einfachen Ver- 
fahrens zu geben, sei dasselbe angewendet auf den nachstehenden 
Ausschnitt aus der dsterreichischen Tafel M'‘!; es handelt sich dabei 
um Sterbenswabrscheinlichkeiten, die in Hinheiten der 5. Dezimale 
ausgedriickt sind. 


19? 


10°9,,- 
x t=0 1 73 3 4 5 
30 310 426 584 678 563 608 
31 383 (544 733 661 636] 653 


32 344 499 618 593 691 678 

33 337 = (5538 649 159 7154; 869 

34 398 603 780 692 128 687 

35 409 638 610 721 T13 869. 
Die Ausgleichung gibt: 


B+e 


10° Vx —tH+t 
AY t=1 2 3 4 
31 517 628 650 ~=—«6 41 
32 512 518 654 670 
33 528 672 689 760 
34 594 667 736 7127. 


Kin gleichmiBigeres Fortschreiten ist unverkennbar. 

Die bisher an zweifach abgestuften Sterbetafeln ausgefiihrten 
Ausgleichungen kénnen als Ausgleichungen nach Kurven bezeichnet 
werden; unter Bezugnahme auf die in Nr. 278 besprochene Fliche 
sind es die Kurven konstanter Versicherungsdauer, an welchen die 
Operation vorgenommen wurde unter Bedachtnahme auf die Vorstel- 
lung, daB die zu t= 0, 1, 2,---9 gehérigen Kurven auf einer sietig 
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ansteigenden Flache zu liegen haben, die schlieBlich an der Kurve 
q,7 in eine Zylinderfliche iibergeht —- vorausgesetzt, daB man mit 
dem Ablauf von 10 Jahren die Wirkung der Auslese als erloschen 
annimmt. 

In dieser Art ist die Ausgleichung der neuen Gothaer Bankliste 
von J. Karup') ausgefiihrt, die die Auslesewirkung mit dem Ablauf 
von 7 Jahren als erloschen ansieht, ebenso die der neuen Tafeln der 
Leipziger Gesellschaft durch G. Héckner*); im tibrigen ist in beiden 
Fallen von mechanischen (und graphischen) Ausgleichungsmethoden 
Gebrauch gemacht worden. 

Bei der Ausgleichung der Tafeln O%™, O%7, OW der eng- 
lischen Messung 1863-1893 hat Hardy aufs neue von der Make- 
hamschen Formel Gebrauch gemacht, indem er die Schnittkurven, 
von welchen eben die Rede war, dieser Formel anpaBte; er mubte 
jedoch zu diesem Zwecke an der Formel eine Modifikation vornehmen, 
um den ylatten, der Vorstellung vom Wachsen der Sterbenswahr- 
scheinlichkeit mit der Zunahme der Versicherungsdauer entsprechenden 
Ubergang von einer Kurve zur nichsten zu erzielen; denn die unab- 
hdngige Ausgleichung kann dies nicht leisten vermége der groBen 
UnregelmaBigkeiten, die mit der Zersplitterung des Materials not- 
wendig verbunden sind. Die Modifikation kommt schlieBlich derart 
zum Ausdruck, daB in der Formel (3), Nr. 285, die Koeffizienten 
A’, B nicht mehr als Konstanten, sondern als Funktionen der Ver- 
sicherungsdauer auftreten, so daB an die Stelle dieser Formel eine neue: 


E log Piy41= Ar + Bee? *! (3*) 


kommt.*) 

1) FuBsote 6) zu Nr. 276. p. 142. 

2) FuBnote 7) zu Nr. 276, p. 142. 

8) Unter dem Titel: ,,Die exakte Auagleichung der englischen Selekttafeln“ 
hat A. Patzig in der Zeitschr. f. d. ges. Versich.-Wissensch., VII (1908), p. 320 
bis 369, eine Arbeit verdtfentlicht, welche die Anwendung der Makehamschen 
Formel auf die Ausgleichung von zweifach abgestuften Tafeln behandelt, an 
dem von Hardy eingeschlagonen Verfahren Kritik tibt und seinen wesentlichen 
Mangel in der AuSerachtlassung der Gewichte erblickt, wodurch eine systema- 
tische Beeinflussung der ausgeglichenen Werte gegeniiber den rohen Werten be- 
wirkt werde. Der Verfasser nimmt nua die Rechneng von neuem auf, operiert 
ebenfalls an der Funktion (3*), fiihrt die Ausgleichung an den einzelnen Kurven 
zuerst wnabhiingig aus und sucht schlieBlich die so berechneten 4,’, A,’,--- Ay’; 
B,', B,’,-- Bq durch eine Interpolationsformel zusammenzufassen, die er in der 
Gestalt einer ganzen Funktion zweiten Grades annimmt: A,’=a, + a,t+a,t?, 
B; =», +6,¢+-6,¢?; dadurch sol em Zusammenhang unter den Kurven und 
ein glatter Ubergang yon der einen zur andern erzielt: werden. Alle Rechnungen 
werden nach der Methode der kleinsten Quadrate unter Heranziehang ange- 
niherter Gewichte ausgefiihrt. Der Erfolg der Ausgleichung ist darch die nach- 
folgende Tabelle nach demselben Prinzip dargestellt wie oben, die eingetragenen 
Zahlen bedeuten Einheiten der vierten Dezimale. Er ist ein wesentlich anderer 
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Um den Effekt der Ausgleichung an der Tafel O28 zu zeigen, 
ist die folgende Tabelle bestimmt; sie gibt an, um wie viel die 
Sterbenswahrscheinlichkeit bei den Altern 25, 30,---75 zunimmt, 
wenn diese Alter vom 1. zum 2., vom 2. zum 3., --- vom 9. zum 
10. Versicherungsjahr fberschritten werden, und um wie viel sie 
dann noch wichst, wenn man nach Ablauf von 10 Jahren zu der um 
10 Jahre abgestuizten Aggregattafel fortschreitet, die den Abschlu8 
der zweifach abgestuften Tafel bildet. Aus der Tabelle ist einma! zu 
ersehen, wie allmahlich und glatt die Kurven ¢,,_,,,(¢= 0, 1,--- 9) 
ineinander und schlieBlich in die Kurve g,°% tibergehen und wie in 
allen Altern mit fortschreitender Versicherungsdauer die Wirkung der 
Auslese sich abschwacht. Die Zahlen der Tabelle bedeuten Hinheiten 
der fiinften Dezimale. 


Ou 
iT- , os wie | 
| fede Mem tete—a ttt oS ) ae 
eee incl eS et es ae ee cae 
; ! : : 
25 | 176 | 61 | 341 261 24 | 28 | 221 22 | at caret 0 
BG oe iS1 Gh OTRO, eG. Tes bah Boa) Sear |e iy 
35 | 188 , 72 | 43 | 34 | 30 29 | 27) 26 | 24) 1B 
40 | 199 ; 82 | 51 |; 42 | 387 / 84 | 32 | 30 | 28 12 
45 | 217 | 98 | 65 | 53 | 47 | 43 39 | 36 | 33 16 
SONepe adh 1287 SON TL | 268 BS LOT | 245 Fae 29 
55 | 288 | 160 | 119 | 100 ; 87 | 77 | 68 ; 61 | 54 25 
60 | 356 | 218 | 179 | 144 | 124 | 110 | 95 | 84 | 74 33 
65 | 461 , 309 | 248 jm | 183 | 159 | 188 | 119 | 104 47 
70 | 621 | 448 | 368 | 815 | 270 | 984 | 202 | 174 | 149 66 
75 | 862 | 659 | 548 | 469 | 403 | 846 | 297 | 254 | 217 | = 96 


und widerspricht den Vorstellungen, die man sich aus den unmittelbaren Be- 
obachtungsdaten yon der Sache bildet, hauptsichlich dadurch, daB der starke 
Einflu8 der Selektion im Anfangestadium der Versicherung fast véllig verwischt ist. 


oun 
re a j+t— Yo—teijyte—i fir t = | Sal 
easier ewe eee [ee 8 | ae tee 
25 | hi, Ga AN 
30 te las a ee Se aka ida ; ‘ 
yas Veit ae Dy ae oo aie Goin * 21/4 3 1 1 0 
£0 “1.10 es | 7 6 See a 3 2 2 0 
ae ie 0 Bn 78 7—— 5 Bastian 3 2 1 
Bees At 10 9 8+ 6 6 5 4 8 2 
5d | AZ, ieee eaeetO 10 9 LEN sa SiG 4 4 
6O | 15 | 14, 12) 12) 12. 1-10 a ee 7 7 
Stele 157 18°98, 18 1 18 14 


Das Problem der Ausgieichung zweifach abgestufter Tafeln ist neuerdings 
unter Benutzung der Brunsechen Entwicklung (Nr. 223) von E. Blaschke auf- 
genommen worden. Ztschr. f. d. ges. Versich.-W., Bd. 29 (1920). ist. 
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Ill. Abschnitt. Invaliditat und Sterblichkeit. 


290. Begriff der Invaliditaét. Der Begriff der Invaliditdi ist 
kein an sich gegebener. Im Gebiete des Versicherungswesens hat er 
eine weitgehende Ausbildung erfahren. Die Begleiterscheinung, welche 
hier die Invaliditat kennzeichnet, nach der sie geradezu portant wird 
und auf die sich das wirtschaftliche Interesse Tichtet. ist die Herab- 
minderung oder die ginzliche Aufhebung der Erwerbsfahigkeit. 

Nach der Verursachung unterscheidet man Unfallsinvalidiiat und 
Invaliditat schlechtweg; die letztere tritt als Folge des Alters oder 
you Krankheiten oder beider die Krafte und Fahigkeiten herabmindern- 
den Umstinde ein. Bei der ersten Form bildet der Unfali den AnlaB 
zur Frage nach dem Vorhandensein der Invaliditaét; der Zeitpunkt 
seines Eintrittes dient zur Feststellung des Beginnes der Invaliditat. 
Bei der zweiten Form bedarf es eines Willensaktes entweder von 
Seite der unmittelbar betroffenen oder seitens einer ihr iibergeordneten 
Person, um die Frage nach der Invaliditat hervorzurufen; die Beant- 
wortung ist dann Sache eimer im voraus festgesetzten Prozedur. 

Nach dem ZeitausmaBe kann die Invaliditit eime dauernde oder 
eine voribergenende sein. Sie kann gleich bei ihrer Feststellung als 
dauernd angenommen werden, gleichgiiltig, ob und in welchem MaBe 
sich der Zustand der Person in bezug auf ihre Erwerbsfahigkeit im 
weiteren Verlanfe andert. Die Invaliderklarung kann aber auch unter 
dem Vorbehalt geschehen, daB spaterhin cine Hinschrénkuug oder 
vollige Einstellung der an die Invaliditaét gekniipften Leistungen er- 
folgen kann, wenn gewisse Bedingungen sich einstellen. 

Bei der Unfallsinvaliditét wird zumeist auch der Grad unter- 
schieden und uach der EinbufSe an Erwerbsfihigkeit bemessen, welche 
EinbuBe eben den von dem Unfall verursachten Schaden darstellt. 
Man spricht dann von Vollinvaliditat und Teilinvaliditét, je nachdem 
der Unfall den Verlust der ganzen vorher vorhanden gewesenen Er- 
werbsfihigkeit oder blo® eines Teiles dorselben nach sich zog. 

Nach der Art des Erwerbes werden zwei Formen der Invaliditit 
unterschieden. Man spricht von Berufsinvalidttat, wenn der Erwerb 
aus der Ausiibung eines qualifizierten Berufs flieBt, der eine besondere 
Ausbildung oder bestimmte Fahigkeiten erfordert; geht die Eignung 
fir den Beruf durch irgendwelche Ursachen verloren, so tritt Berufs- 
invaliditét ein, auch wenn die Voraussetzungen fiir eine andere Art 
des Erwerbes vorhanden sein sollten. Anders steht es um die Arbeits- 
invalididi; diese gilt erst dann als eingetreten, wenn die Méglichkeit 
des Erwerbs durch irgendeine Arbeit, die man der Person nach ihrer 
ganzen Beschaffenheit zumuten kann, unter ein Mindestmaf herab- 
gedriickt ist. Erfordert also die Feststellung der Berufsinvaliditat 
lediglich die Beantwortung der Frage, ob die Fahigkeiten zu einer 
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klaglosen Erfiillung der Berufspflichten noch vorhanden sind oder 
nicht, so ist bei der Arbeitsinvaliditit auch die Erwigung anaerer 
Hrwerbsméglichkeiten notwendig als derjenigen, aus der die betreffende 
Person eben ausscheiden soll. 

Ob es sich um Unfallsinvaliditit oder um Invaliditét aus andern 
Ursachen handelt, immer bleiben gewisse Entscheidungen zu treffen, 
die, mégen fiir sie noch so detailierte Bestimmungen getroffen sein, 
schlieBlich auch dem freien Ermessen einen gewissen Spielraum lassen. 
Hierin liegt eine Schwierigkeit fiir die Durchfthrung von Ver- 
sicherungen, bei denen Invaliditéit mit im Spiele ist; all die angeftihrten 
Umstinde erschweren es auch, Erfahrungen tiber Invaliditét, die in 
einem bestimmten Personenkreise gemacht worden sind, auf einen 
andern, anscheinend unter analogen Verhiltnissen stehenden Personen- 
kreis zu tibertragen. Da aber die Anwendung fremder Erfahrungen 
wenigstens in der Anfangsperiode eines Unternehmens unausweichlich 
ist, so ist sorgfaltige Vergleichung des wirklichen Verlaufs der Er- 
eignisse mit dem auf Grund jener Erfahrungen zu erwartenden un- 
erlaBlich. 

Zur besseren Beleuchtung des Vorgefiihrten mégen einige gesetz- 
liche Bestimmungen und Definitionen fiber Invaliditét vorgefithrt werden. 

Das deutsche und das Osterreichische Unfailversicherungsgesetz 
unterscheiden nach einem Unfall, wenn er nicht tétlich verlaufen oder 
wegen Heilung der Folgen innerhalb einer bestimmten Frist aus der 
Entschadigungspflicht ausgeschieden iat, vollige Erwerbsunfahigkeit 
und teilweise Erwerbsunfahigkeit; der Grad der letzteren ist nach 
dem MaBe der durch den Unfall herbeigefiihrten Kinbu8Be an Erwerbs- 
féhigkeit zu beurteilen. Zu vergleichen ist dabei die Erwerbsfahig- 
keit nach dem Unfalle mit jener, welche die betreffende Person vor 
dem Unfalle besaB, nicht also mit der eines ,,Normalarbeiters“. Die 
Taxierung soll, im Sinne des deutschen Gesetzes, nicht nach ge- 
wissen Normen fiir die einzelnen Arten vorkommender Verletzungen, 
sondern stets unter Wiirdigung der individuellen Verhiltnisse des 
betreffenden Arbeiters geschehen. Der Erfolg dieser Bestimmungen 
richtet sich nach der Praxis ihrer Durchfiihrung, die mit der Zeit 
und den ausfiihrenden Personen sich andern wird. 

Das deutsche Invalidenversicherungsgesetz (vom 13. VII. 1899) 
definiert die Invaliditét durch die sie begleitende Erwerbsunfahigkeit 
wie folgt: Als invalid gilt ohne Ricksicht auf das Alter derjenige 
Versicherte, ,dessen Erwerbsfihigkeit infolge von Alter, Krankheit 
und anderen Gebrechen dauernd auf weniger als ein Drittel herab- 
gesetzt ist. Dies ist dann anzunehmen, wenn er nicht mehr im Stande 
ist, durch eine seinen Kriften und Fahigkeiten entsprechende Tatig- 
keit, die ihm unter billiger Beritcksichtigung seiner Ausbildung und 
seines bisherigen Berufs zugemutet werden kann, ein Drittel desjenigen 
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zu erwerben, was kérperlich und geistig gesunde Personen derselben 
Art mit ahulicher Ausbildung in derselben Gegend durch Arbeit zu 
verdienen pflegen.“ 

Wie man sieht, laBt diese an Bestimmurgen, deren jede ihre 
Tragweite hat, reiche Definition, die auf Arbdedisinvaliditaét hinzielt, 
ohne doch den Beruf ganz auSer acht zu lassen, trotz aller ihrer 
Scharfe doch einen gewissen Spielraum bei der Hntscheidung tber 
das Vorhandensein von Invaliditat. 

Der dsterreichische Entwurf eines Gesetzes betreffend die Sozial- 
versicherung rezipiert die deutsche Definition mit der Abdnderung, 
daB denzx Worte ,dauernd“ die nahere Bestimmung ,,voraussichtlich* 
vorangestellt und statt von ,Tatigkeit« von ,,Lohnarbeit~ gesprochen 
wird. Was den ersten Punkt anlangt, so entspricht er der weiteren, 
auch im deutschen Gesetz vertretenen Absicht, die Invaliditat als er- 
loschen zu betrachten, wenn wieder der entsprechende Grad von Er- 
werbsfihigkeit eingetreten ist. Was die zweite Divergenz anlangt, 
so scheint Tatigkeit umfassender zu sein als Lohnarbeit. 

Das dsterreichische Privatbeamtengesetz bestimmt wie folgt: ,,Als 
erwerbsunfahig (invalid) ist derjenige anzusehen, welcher infolge eines 
kérperlichen oder geistigen Gebrechens seinen bisherigen Berufs- 
pflichten nicht weiter zu obliegen vermag.“ Das wire reine Berufs- 
invaliditat, wenn nicht die Hinschriankung hinzukime: ,,Auf Invaliditits- 
rente hat jedoch derjenige keinen Anspruch, welcher durch eine seinen 
Arbettskraften entsprechende Beschiftigung einen die Invaliditétsrente 
iibersteigenden Betrag, mindestens jedoch 600 K verdient“.*) 

291. Wahrscheinlichkeiten, die aus Invaliditat und Sterb- 
lichkeit tervorgehen. Hine Gesamtheit von Personen, die sich in 
den Dienst eines Berufes gestellt haben, erfahrt im Laufe der Zeit 
durch verschiedene Ursachen Anderungen ihres Umfanges und ihrer 
Zusammengetzung, und zwar: 

durch den Beitritt neuer Personen zu dem Berufe; 

durch Entlassung und freiwilligen Austritt von Personen aus 
demselben; 

durch den Eintritt der Dienstuntauglichkeit oder Invaliditat; 

durch Tod. 

Falle, wo infolge Aufhérens der Unfahigkeit Reaktivierung fiir 
den urspriinglichen Beruf erfolgt, sollen als Neueintritte behandelt 
werden. 

Die Ursachen, welche Invaliditét und Tod herbeifiihren, sind un- 


i) Emme sehr eingehende, alle Seiten der Materie beleuchtende Darstellung 
des Begriffs der Erwerbsunfihigkeit und mit ihm zusammenhingender Begriife, 
wie sie sich im Gebiete dér Sffentlichen und der Privatversicherung ausg bildet 
haben, bietet die Schrift: H. Siefart, Der Begriff der Erwerbsunféhigkeit anf 
dem Gebiete des Versicherungswesons. 3. Aufl., Berlin 1908. 
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trennbar miteinander verbunden; Umstiande, unter welchen in dem 
einen Falle Berufsunfihigkeit sich einstellt, kénnen in einem andern 
Falle den Tod zur Folge haben; dieselben Ursachen, die die Kriifte 
fiir die Berufsaustibung aufzehren, mindern auch die Lebenskraft herab 
und haben daher Hinflu8 auf die Sterblichkeit; ihre Wirkung macht 
sich also auch noch geltend, wenn nach erfolgter Invalidisierung der 
weitere Hinflu8 des Berufes aufhért. 

Die Todesfaille sind zu unterscheiden in solche, die im Zustande 
der Aktivitaét eintraten, und in solche, von welchen Invalide betroffen 
worden sind. Die Unterscheidung kann mitunter von formalen Mo- 
menten abhingen. Es kann einem Todesfalle tatsichlich Invaliditat 
vorangehen, ohne daB er der Kategorie der Invaliden beigezahlt wiirde, 
weil die Dienstuntauglichkeit nicht ausgesprochen und die Ausscheidung 
aus dem Berufe nicht vollzogen wurde. 

Wenn man sich vorstellt, daB mit der Beobachtung in einem 
Augenblicke begonnen wurde, wo nur Berufsfahige, Aktive, vorhanden 
waren, so wird nach Ablauf einer Zeit der Bestand sich trennen in 
Diensttauglicke und in Dienstuntaugliche, <Akive und Invalide. Die 
weitere Beobachtung kann sich dann beziehen auf den ganzen ge- 
mischten Bestand, auf die Aktiven allein und auf die Invaliden allein. 

Auf den gemischten Bestand und die Aktiven wirken Invalidisie- 
rung und Sterblichkeit zugleich; auf die Invaliden nur (die ihnen 
eigentiimliche) Sterblichkeit. DaB zwischen der Sterblichkeit der 
Aktiven und der Invaliden unterschieden werden muf, geht aus der 
Erwagung hervor, daB aus der Tatsache des Hintrittes der Berufs- 
unfahigkeit auf einen héheren Grad der Verminderung der Lebens- 
kraft zu schlieBen ist als bei den Aktiven desselben Alters. 

Die Erscheinungen, welche sich bei der Beobachtung nach (ein- 
jabrigen) Altersklassen dem Vorausgeschickten zufoige einstellen kénnen, 
fiihren zu einer Reihe von Wabrscheinlichkeitsbegriffen, unter der 
Voraussetzung allerdings, da8 die Bedingungen, welche dem ganzen 
Erscheinungskomplex zugrunde liegen, den Wahrscheinlichkeitsbegriff 
iiberhaupt zulassen (s. Nr. ‘235 u. 245). Weitgehende Hrwartungen 
nach dieser Richtung sind bei der Natur der Materie wohl nicht 
am Platze.*) . 

Die fiir das betrachtete Erscheinungsgebiet mafgebenden Wabhr- 
scheinlichkeiten sind nun die folgenden: 

p,7* die Wabrecheinlichkeit fiir einen x-jéhrigen Aktiven, das Alter 
«+1 aktiv zu erleben; 

1) Ein Ansatz zur Untersuchung der Dispersion von Invaliditatsquotienten 
findet sich bei E. Blaschke, Vorles, tiber math. Statist. p. 144-145; darnach 
wiirde die Dispersion einiger der bekannten Erfahrungadsten in den Altern von 
20 bis etwa 5& der normalen ziemlich nahe kommen. 
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g,°* die Wahrscheinlichkeit fiir denselben, vor Erreichung dieses 
Alters als Aktiver zu sterben; 

p,** die Wahrscheinlichkeit fiir einen x-jahrigen Aktiven, das Alter 
x +1 als Invalide au erleben; 

q,°* die Wahrscheinlichkeit fiir denselben, vor Erreichung dieses 
Alters nach eingetretener Invaliditit zu sterben; 

w, die Wahrscheinlichkeit fir einen «-jahrigen Aktiven, vor Er- 
reichung des Alters 2+ 1 dienstuntauglich zu werden (nvali- 
ditiitswahrscheinlichkeit) ; 

c,, die Wahrscheinlichkeit fiir einen x-jabrigen Aktiven, vor Er- 
reichung des Alters +1 aus der Gruppe der Aktiven, sei 
es durch Invaliditét, sei es durch Tod, auszuscheiden (Aus- 
scheidewahrscheinlichkeit) ; J 

Pi’, Gi' die Lebens-, beziehungsweise Sterbenswahrscheinlichkeit 
eines 2-jahrigen Invaliden; 

P24) Int Vie Lebens-, beziehungsweise Sterbenswahrscheinlichkeit 
schlechtweg eines «-jahrigen Aktiven; 

Pe» GY die Lebens-, beziehungsweise Sterbenswahrscheinlichkeit 
eines -jahrigen aus dem gemischten Bestande (allgemeine 
Lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeit). 

Von diesen Wahrscheinlichkeiten bediirfen die beiden ersten einer 
niheren Erklirung, weil ihnen verschiedene Deutung zu Teil wurde. 
Hier soll g,7% das Verhaltnis der Sterbefalle unter den Aktiven auf 
der Altersstufe (x, 2+ 1) zu der Zahl der Aktiven des Alters x, und 
p,7* das Verhaltnis der Zahl der Aktiven, welche das Alter x + 1 er- 
leben, zur Zahl der Aktiven des Alters x bedeuten, von Hin- und Aus- 
tritten abgesehen. G. Behm?) hingegen dachte im Sinne einer von 
Wittstein*) zuerst entwickelten Anschauung bei g,7° an eine Sterbens- 
wahrscheinlichkeit der Aktiven, die sich einstellen wiirde, wenn deren 
Herabminderung nur durch den Tod und nicht auch durch Invalidi- 
sierung erfolgte, unter der kiinstlichen Vorstellung also, da8 jeder 
wegen Dienstuntauglichkeit aus der Gruppe der Aktiven Ausscheidende 
durch einen gleichaltrigen Aktiven ersetzt werde. 


292. Bexziehungen zwischen den Wahrscheinlichkeiten 
und Gewinnung der letsteren aus den Beobachtungen. Die 
auf Invaliditét und Sterblichkeit beziiglichen Wahrscheinlichkeits- 
groBen, ihre gegenseitige Abhingigkeit und ibre Ableitung aus Be- 
obachtungen waren in den letzten Dezennien Gegenstand vielfacher 
Studien und lebhafter Kontroversen. Bot es schon Schwierigkeiten, 
alle hier maBgebenden GréBen zu erkennen und so 2u definieren, da8 


i) Statistik der Mortalitaite-, Invalidit&te- und Morbilitiitsverh. bei dem 
Beamtenpersonal der Deutschen Kisenbahnverwaltungen. Berlin 1875, p. 14. 
2) Archiv f. Math, u. Phys. 89 (1862), p. 2674. 
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sie der empirischen Bestimmung zugiinglich werden, so blieb noch 
die Aufdeckung der zwischen ihnen bestehenden Beziehungen und 
ihre richtige Einfiigung in das System der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
als eine Arbeit iibrig, die nicht gleich gelingen konnte’). 

Die folgende Darstellung folgt dem Gedankengange H. Zimmer- 
manns (1. c.), der seiner Natiirlichkeit wegen und vermdge des An- 
schlusses an die Beobachtungsdaten sich besonders empfiehlt. 

An Beobachtungsdaten werden vorausgesetzt: 


A Anzahl der Aktiven eines bestimmten Alters x, 
P Anzahl der Invaliden desselben Alters 
am Beginne des Beobachtungsjabres; 
J Anzahl der aus A hervorgegangenen Invaliden; 
S, Anzahl der im aktiven, 
S, Anzahl der im invaliden Zustande Gestorbenen 
im Laufe des Beobachtungsjahres. 

Bei A und P ist bereits die Kinbeziehung der im Laufe des Jahres 
erfolgten Ein- und Austritte (s. Nr. 275) vorausgesetzt, so daB A, P 
rechnungsmapige GréBen bedeuten (die hierfiir tibliche Ausdrucksweise: 
unter einjihriger Beobachtung gestandene Aktive, respektive Invalide). 


i) Es seien hier angefiihrt: 

A. Wiegand, Mathematische Grundlagen der Hisenbahnpensionskassen. 
Halle 1859. 

A. Wiegand, Die Sterblichkeits-, Invaliditats- und Krankheitsverh4ltnisse 
bei Hisenbahnbeamten in den Jahren 1868—1869. Journ. d. Colleg. fir Lebens- 
vers.- Wissensck. 2 (1861), p. 67. 

G. Behm, Statistik der Mortalitats-, Invaliditits- und Morbilitéisverhalt- 
nisse bei dem Beamtenpersonal der Deutschen Kisenbabuverwaltungen 1868 bis 
1873. Berlin 1876. 

H. Zimmermann, Uber Dienstunfahigkeits- und Sterbensverhiltnisse. Im 
Auftrage des Vereins Deutscher Eisenbahnverwaltungen. Berlin 1886—1i889. 
(Von 1887 ab unter dem Titel: Beitriage zur Theorie der Dienstunfihigkeits- 
und Sterbensstatistik, und unter diesem Titel 1890 fortgesetat von A. Zillmer.) 

Die letztgenannten drei Publikationen haben wesentlich beigetragen zur 
Entwicklung der hierher gehérigen Theorien und zur Schaffung wertvoller Er- 
fahrungsresultate. 

Binen bemerkenswerten Ansatz zur Begriindung der Theorie, der Invaliditat 
hat G. Zeuner, Abhandlungen aus der Mathematischen Statistik, Leipzig 1869, 
zweite Abhandl., gemacht; zum Ausgangspunkte nahm er die in Nr. 228 ab- 
geleitete Formel (11), den Vorgang der Invalidisieruang als Austritt aus einer 
geschlossenen Gesellschaft auffassend, zu der keine Beitritte erfolgen. Gleich 
seinen Vorgingern unteracheidet er nicht zwischen der Sterblichkeit der Aktiven 
und der Invaliden, identifiziert vielmehr beide mit der allgemeinen Sterblichkeit, 
obne es aber zu unterlassen, auf diesen Umstand aufmerksam zu machen, tu 
dessen Beachtung damals eine praktische Mdglichkeit nicht vorhanden war. 
Zeuners Formeln sind aufs neue abgeleitet und mit jenen G. Behms in Ver- 
gleich gestellt worden von W. Kiittner, Zeitschr. f. Mathem. u. Phys, 25 (1880), 
p. 11—24, woselbst auch die J. Karupschen Anschauungen iiber den Gegenstand 
aur Sprache gebracht werden. 

Czuber, Wahrecheinlichkeitsrechnung. II. 8. Aufl. 14 
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Ohne weitere Erklirung ist zu erkennen, daB das Verhiltnis a 


eine empirische Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, als Aktiver zu 
sterben, und das Verhiltnis eine Bestimmung der Invaliditatswahr- 
scheinlichkeit ergibt; wir setzen daher 


8, 
rae ae are (1) 


Da von den A Aktiven des Alters x im Laufe des Jahres S, 
durch Tod, J infolge von Dienstuntauglichkeit abgehen, so ist die 
Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen, das Alter z+ 1 aktiv zu erleben: 


AS, 
ptt ASAT 909 — wy (3) 
mithin ist p,** + ¢,7* = 1 — w,. 

Die S, Todesfalle unter den Invaliden stammen nicht allein aus 
den P Invaliden, die am Beginne des Jahres vorhanden waren, son- 
dern teilweise auch aus den J im Laufe des Jahres invalid gewordenen; 
diese, als allmiablich hinzutretend, kénnen fiir den Beginn des Jahres 
nur mit einem Bruchteile, 0J, angesetzt werden, so daB 

8 
ied owe (0<@<1) (4) 
da bei den Invaliden neben leben oder sterben ein drittes ausgeschlossen 
ist (von dem Falle der Reaktivierung fiir den urspriinglichen Beruf 
wird abgesehen), so ist 


Pers PEGI Ts ee (5) 
Daraus ergibt sich 
8, — Pq, + Ja, 

Beachtet man in dieser Formel, daB Pq,'' die aus den urspriing- 
lich vorhandenen Invaliden hervorgegangenen Sterbefalle bedeutet, so 
folgt daraus, daB 6Jq,"' die Sterbefalle unter den im Laufe des Jahres 
‘invalid gewordenen vorstellt; diese Sterbefiille driicken sich aber auch 
durch Agq,** aus; folglich ist 


Ag? =@ Jq,', 


| q."' = 6w,9,". (6) 
Dieser Ausdruck ist wie folgt als Wahrscheinlichkeit eines zusammen- 
gesetzten Hreignisses zu deuten: w, ist die Wahrscheinlichkeit, im 
Laufe des Jahres invalid zu werden, “and 6q,'* die Wahrscheinlichkeit, 
nach dem Invalidwerden und vor SchiuB des Jahres zu sterben. 


woraius 
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Da vor den J dienstuntauglich erklirten 0Jq,'' noch vor Ablauf 
des Jahres starben, so verblieben J — 6Jq,‘* am Leben; diese Anzahl 
ist aber auch durch Ap,** gegeben, so daB 

Ap,” = J(1— 64,"); 
daraus bestimmt sich 
he = Ww, ¢! <— 6q,"') SA Gon (7) 


weshalb p,*'+ 9,‘ = w, und vermége (3): p,4*+ 9,°¢ + p,*! + q,*! 
= 1 jst. 

Von den A Aktiven zu Jahresanfang sterben Ag,** als Aktive, 
Aq,*! als Invalide; die Anzahl aller dieser Todosfaille kommt auch 
gleich dem Produkt Aq,*; daher ist 


q." — Pokal + 3 ipl ee Pied + 6w,4,¥. @) 
In den BeobachtungsgréBen pee: ist also 
oA s PS, + OI +58,) 
LTE ay a ear iPTsIT Aiea): 
Durch einen dhnlichen SchluB ergibt sich 
Do = D2" + pe = 1 — 98% -- w, + w,(1— Og,") = 1 — 4,%, (9) 
wie es sein mu, weil es auBer den zwei Ereignissen, auf die sich 
Px", %,° beziehen, eine dritte Moglichkeit nicht gibt. 
Fiir die Ausscheidewahrscheinlichkeit «, gilt der Definition ge- 
maB der Ansatz: 
Sic 
aed q” te 4d a aa jis os ors y (10) 
Um endlich die Sterbens- und Lebenswahrscheinlichkeit fiir den 
gemischten Bestand zu erhalten, hat man zu beachten, daB dieser 


Sterbenswahrscheinlichkeit g, die Gesamtheit der beobachteten Sterbe- 
falle entspricht, daB also 


(A+ P)q, = 8, + 8; 
= Ag,"* + Pq, + 6Aw, 9." 
mo in mate Be 
daraus bestimmt sich 


Aq, +-Pq 

ie eine (11) 

p,, als Komplement hierzu, a ONS: (5) und (9) den Ausdruck: 
By 

py ee (12) 


Es stellt sich sonach g, als arithmetisches Mittel aus g,* und q,*% 
ebenso p, als arithmetisches Mittel aus p,* und p," dar, wenn man 
diesen Zahlen die Gewichte A, P beilegt. 

14* 
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In den Formeln befindet sich noch der unbestimmt gelassene 
echte Bruch 6, dessen Hinfiihrung gelegentlich der Aufstellung von 
gq, erfolgte. Man gelangt nun mit Hilfe der folgenden Hypothese 
zu einer zureichenden Approximation dieses Bruches: Sowohl die 
Sterbefalle unter den Invaliden, wie auch die Invalidisierangen der 
Aktiven bilden einen stetigen Vorgang, der sich tiber die Altersstufe 
gleichférmig verteilt. Damach driickt sich die Anzahl der in dem 
Altersintervall (v+t, «+¢+ dt), wobei¢ und ¢ + di zwischen O und 1 
liegende Zahlen bedeuten, erfolgenden Invalidisierungen durch Jdi, die 
Anzahi der aus diesen Invaliden bis zum Schlusse des Jahres resul- 
tierenden Sterbefalle durch (1 —¢) g,‘'Jdt¢ aus; folglich sterben von 
den im Altersjahre (x, 2-+ 1) invalid gewordenen noch im Laufe des- 
selben 1m ganzen 


1 \ i 
fi (gt Fat— ol [8 atm 2 asd; 
0 


hierzu die q,*P Sterbefalle aus don anfanglich vorhandenen Inva- 
liden, gibt 
S, =P + $a, 


woraus 


i Ss 
apes oa (4*) 


Die Hypothese fihrt also zu O——, und diesen Wert kann man 


auch beibehalten. Hiermit lautet insbesondere die Formel (6): 
; 1 
des a yy Wr, (6*) 


293. Tafeln, in welchen Invaliditat und Sterblichkeit 
zum fusdruck kommen. Aus statistischen Hrhebungen, wie sie 
za Beginn der vorigen Nummer vorausgesetzt worden sind, kénnen 
verschiedene Tabellen konstruiert werden, in welchen die Wirkung der 
Invaliditat oder der Sterblichkeit oder beider Momente zugleich zum 
Ausdruck kommt. Solche Tafeln sind namentlich aus den siatistischen 
Erhebungen, die der Verein Deutscher Eisenbahnverwaltungen in 
betreff seines groBen Personales in dem Zeitraume 1868—1889 vor- 
nebmen lieB, wiederholt abgeleitet worden; neben der wirtschaftlich- 
praktischen Bedeutung kommt diesen Tafeln auch ein hervorragendes 
aligemeines Interesse zu. Da sie bereits vielfache Verwendung ge- 
funden haben und die Grundlage fiir neue Tabellenarbeiten geworden 
sind, wird es nicht unzweckrmiBig sein, sie hier anzufiihren und den 
Gang ihrer Konstruktion anzudeuten. 
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a) Invalidenstcrbetafel. Ist P die rechnungsmaBige Anzahl der 
Dienstunfahigen eines bestimmten Alters x, abgeleitet aus denjenigen, 
welche dieses Alter unter Beobachtung ‘berschritten, und jenen, 
welche nach Erreichung dieses Alters und vor dem Alter +1 in 
die Beobachtung eintraten, sowie jenen, welche auf dieser Altersstufe 
aus der Beobachtung ausschieden; ist ferner S, die Anzah) der zwi- 
schen diesen Altersgrenzen unter den Dienstunfaéhigen beobachteten 
Todesfille, so berechnet sich aus diesen Daten: 

Ie — = ie 

Mit Hilfe der Reihe dieser Wahrscheinlichkeiten wird eine Ab- 
fallsordnung der Invaliden gebildet, welche bei einem Alter x, wo 
von Invaliden bereits gesprochen werden kann, mit einer willkiirlich 
gewahlten runden Zahl 1,’ beginnt; ihre Zahlen ergeben sich nach 
dem Schema: 1 

29 


eh — t= gz‘ 1! 

+s = Ha — Tsiites: 

ee hme A= eee ta ae 7 85 
die Subtrahenden bezeichnen dabei die sukzessiven Sterbefille unter 
den Invaliden. Nach dieser Arbeit eriibrigt die Ausgleichung der 
Tafel und eine womdglich auf begriindete Erfahrung gestiitzte Be- 
seitigung offenkundiger, aus der Unvollkommenheit der Beobachtungen 
zu erklarender UnregelméBigkeiten. 

Aus den Erfahrungen des Zeitraumes 1868—1884 hat H. Zimmer- 

mann’) eine Invalidensterbetafel abgeleitet, die sich auf 


109778 Personen unter einjahriger Beobachtung und 
6594 Todesfalle 
stiitzt. Die Erfahrungen das Zeitraumes 1868—1889 mit 
209548 Personen unter einjahriger Beoachtung und 
12375 Todesfillen . 
haben wiederholte Bearbeitung gefunden u. zw. durch H. Bentzien*) 
C. Kihm') und A. Riedel.*) 

Die Daten der Zimmermannschen Bearbeitung, die u. a. auch 
dem dSsterreichischen Privatbeamten-Versicherungsgesetz von 1906 zu- 
grundegelegt wurde, sind aus den ersten drei Kolonnen der Tafel X 
am Ende des Buches zu entnehmen. 


1) Uber die Dienstunfahigkeits- und Sterbensverhaltnisse. Berlin 1886, 
p. 100—101. 

2) Vereinablatt fiir Deutsches Versicherungswesen 20 (1892), p. 119—127. 

8) Zeitechr. f. schweizerische Statistik, Jahrg. 1896. 

4) Asesekurangjabrbuch XXVIII, Wien 1907, p. 217—219. 
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Zu bemerken ist noch, daB diese Tafeln strenge genommen das 
Absterben von Pensionierten statt von Invaliden darstellen, da auch 
solche Falle einbezogen wurden, wo die Pensionierung aus andern 
Griinden als wegen Dienstunfahigkeit erfolgte. Der Prozentsatz dieser 
Personen ist aber ein so geringer (etwa 6°/,), daB sie die Bedeutung 
der Tafel wenig alterieren. 

Bei der Invalidensterblichkeit macht sich der EinfluB® der seit der 
Invalidisierung verstrichenen Zeit geltend, aber in entgegengesetztem 
Sinne als die Versicherungsdauer bei der Sterblichkeit von Versicherten: 
es findet namlich eine Abnahme der Sterblichkeit statt, die nach den 
hiertiber in neuerer Zeit, seit Hinftihrung der reichsdeutschen Inva- 
lidenversicherung, angestellten Untersuchungen auf den Abfall der 
durch Krankheit geschwachten Individuen zuriickzufiihren ist, der sich 
insbesondere in den jiingeren Altersklassen in starkerem Mafe ein- 
stellt, An einer spiteren Stelle, in Nr. 337, wird auf die Abhangig- 
keit der Invalidensterblichkeit von der Invaliditatsdauer naher ein- 
gegangen. 

Hine Zusammenstellung der in Deutschland in dem Zeitraume 
1871—1903 hergestellten Invalidensterbetafeln hat J. Eggenberger') 
verdffentlicht; es sind dabei in erster Linie Eisenbahnbedienstete, 
dann Berg-, Hiitten- und Salinenarbeiter und schlieBlich die nach dem 
reichsdeutschen Invalidengesetz Versicherten vertreten. 

b) Ausscheideordnung der Diensttauglichen.. Die Tafel hat zur 
Darstellung zu bringen, wie eine Grundmenge von Diensttauglichen 
sich mit dem fortschreitenden Alter vermindert; ihre zwei Zahlen- 
kolonnen, welche den Uherlebenden und Gestorbenen einer Sterbetafel 
entsprechen, geben die Anzahlen der noch vorhandenen Aktivén und 
die Anzahlen der auf den einzelnen Altersstufen Ausscheidenden. Man 
kann daher eine solche Tafel auch wohl Aktivitits- oder Diensttaug- 
lichkeitstafel nennen. 

Hat man fiir jedes Alter x ne rechnungsmifige Anzahl der vor- 
handenen Aktiven, zu deren Bildung auBer denen, die dieses Alter 
unter Beobachtung iiberschritten, auch die auf der Altersstufe (a, x + 1) 
Hingetretenen und die wegen Invaliditiit oder aus andern Griinden 
Ausgetretenen heranzuziehen sind; ferner die Anzahl S, der auf der 
eben bezeichneten Altersstufe Gestorbenen und die Anzahl J der in- 
valid gewordenen, so berechnet sich daraus die Ausscheidewahr- 
scheinlichkeit 

ye ney , 
deren Komplement p,77 ist. 

Mit Hilfe der Reihe der Zahlen p,** wird nun, bei einem Alter x 


1) Assekuranzjabrbuch XXV, Wien 1904, p. 77—98. 
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mit einer runden Zahl 1,* beginnend, von dem man annehmen kann, 
daB es nur Aktive aufweist, die Abfallsordnung der Diensttauglichen 
nach dem Schema: 


; 
bz 4 Wha L* a ms 


iy = 241 Pet 


konstruiert; die ersten Differenzen dieser Reihe geben die aus der 
Aktivitat Ausscheidenden. Dieser Arbeit folgt die Ausgleichung. 

Ausscheideordnungen sind von Zimmermann, Bentzien und 
Kihm fiir das gesamte Personal*), von Zimmermann auch gesondert 
fir Zugbeamte, fiir das Nichtzugpersonal und fiir das Bahnbewachungs- 
personal”) berechnet worden. Was die auf das gesamte Personal be- 
ziiglichen Tafeln betrifft, so bezieht sich die Zimmermannsche auf 
die Zeit 1868—1884 mit 

2125154 Personen unter einjahriger Beobachtung und 
42734 Ausscheidungen; 
die Bentziensche und die Kihmsche auf die Zeit 1868—1889 mit 
3074513 Personen unter einjahriger So und 
66935 Ausscheidungen; 
die Daten der Zimmermannschen Bearbeitung, bei der dsterreichischen 
Privatbeamtenversicherung gleichfalls in Verwendung genommen, sind 
in den ersten’ zwei Kolonnen der Tafel [IX am Ende des Buches mit- 
geteilt. 

ce) Invalidititstafel. Hierunter wird eine Tafel der Wahrscheinlich- 
keiten verstanden, auf den einzelnen einjihrigen Altersstufen aus 
dem Zustande der Aktivitit in den der Dienstuntauglichkeit tiber- 
zugehen. 

Sind fiir die einzelnen Alter die Zahlen A wie in b) und fir die 
anschlieBenden Altersklassen die Anzahlen J der eingetretenen Dienst- 
untauglichkeitsfalle erhoben worden, so ergeben sich daraus un- 
mittelbar die Wahrscheinlichkeiten 


J 
Ww, eg 


die noch der Ausgleichung zu unterziehen sind. 

Zimmermann hat mehrere Dienstuntauglichkeitstafeln berechnet; 
die eine fiir das gesamte Personal) griindet sich auf die Beobach- 
tungen des Zeitraumes 1868—1884 mit 


1) Zimmermann, l. ¢., p. 102—103; Bentzien, |. c. 22 (1894), p. 5—26. 

2) Beitrige zur Theorie der Dienstunfahigkeits- und Sterbensstatistik. 
Berlin 1887, p. 172—175; ibid. 1888, 164165. 

3) Uber Dienstunfahigkeits- und Sterbensverhaltn. 1886, p. 104105. 
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2125154 Personen unter einjahriger Beobachtung und 
19780 Invalidisierungen; 


von den andern'), aus demselben Zeitraume abgeleitet, bezieht sich 
die eine auf Zugbeamte, eine andere auf das Nichtzugpersonal, eine 
dritte und vierte auf das Bahnbewachungspersonal und auf Bureau- usw. 
Beamte. Fiir den ganzen Zeitraum von 1868—1889 haben Bentzien'*) 
und Kihm*) das Gesamtpersonal betreffende Invaliditatstafeln kon- 
struiert, die auf 
3074513 einjahrig Beobachteten und 
33808 Dienstunfahigkeitsfallen 


beruhen; die Zimmermannschen Ergebnisse sind durch die Zahlen 
der dritten bis sechsten Kolonne der Tafel IX am Ende des Buches 
wiedergegeben; auch sie gehdren zu den Grundlagen der dsterreichi- 
schen Privatbeamtenversicherung. 

d) Sterbetafel des gemischten Bestandes. Diese Tafel soll das Ab- 
sterben der aus Diensttauglichen und Invaliden zusammengesetzten 
Gesamtheit, wie sie sich unter der Einwirkung der Berufsausiibung 
entwickelt, zur Darstellung bringen. Ihr Vergleich mit einer fiir eine 
ganze Bevélkerung konstruierten Tafel kann dann iiber die Frage Auf- 
schlu8 geben, ob der Beruf gegeniiber der Gesamtheit eine ungiinstige 
Beeinflussung der Sterblichkeit zur Folge habe. 

Ist A+ P die rechnungsmaBige Anzahl der Aktiven und Inva- 
liden eines Alters z, S, 4- S, die Anzahl der auf der folgenden Alters- 
stufe beobachteten Todesfalle unter den Aktiven wie unter den Inva- 
liden, so ergibt sich aus diesen Daten: 

8, +4, 
Ge ae 
Mit Hilfe dieser Zahlen ist nun aus einer Basis l, fiir das Anfangs- 
alter x die Abfallsordnung 


le 


Let = 1, — Ile 


€ 


Ley = less ms Goxstert 


abzuleiten; daran schlieBt sich die Ausgleichung. 

Die von Zimmermann einerseits, von Bentzien und Kihm 
andererseits verfaSten Tafeln fiir das gesamte diensttaugliche und inva- 
lide Dienstpersonal der Hisenbahnen griinden sich auf die Beobach- 
tungen von 1868—1884, bzw. 1868—1889, und rechnen mit 


1) Beitrige oto. 1887, p. 176—179; ibid. 1888, p. 164—169. 
2) Lc, 22 (1894), 


8) Zeitechr. f. schweizerische Statistik, Jahrg. 1896. 
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2225332, resp. 3267862 einjihrig beobachteten Personen und 
29548, resp. 45402 Todesfillen. 


Was die angewendeten Ausgleichungsmethoden betrifft, so sei 
Foigendes bemerkt, Zimmermann wandte auf den Hauptteil der 
Tafeln das Verfahren von Woolhouse an und nahm die Ausgleichung 
bei a), b), d) beziehungsweise an den rohen Zahlen 1,', 1,*, I, vor. 
Bei c) wurde der Weg eingeschlagen, da8 man aus den ausgeglichenen 
1,* und den rohen w, die Zahlen der Invalidisierungen cberechnete und 
an diesen die Ausgleichung ausiibte; die ausgeglichenen Zahlen der In- 
validisierungen mit den ausgeglichenen 1," ergaben die ausgeglichenen w,. 
Einzelne unbefriedigende Taile der Tafeln machten eine Detailausgleichung 
notwendig, die in einer Interpolation nach einer Parabel oder nach 
der auf das erste Glied reduzierten Wittsteinschen Sterblichkeits- 
formel (s. FuBnote zu Nr. 284). bestand. 

Kihm wandte das vereinfachte Woolhousesche Verfahren 
(Nr. 287, b) SchluB) an und half sich bei minder befriedigenden 
Partien mit der Interpolation nach ganzen Funktionen. 

Riedel endlich machte von der Karupschen Methode Gebrauch, 
deren Leistungsfahigkeit er dabei mit der Woolhouseschen verglich. 

Riedel*) hat mit Rticksicht auf einen speziellen Zweck eine Be- 
arbeitung jener Erfahrungen aus dem Komplex der vom Verein 
deutscher Eisenbahnverwaltungen gesammelten Beobachtungen aus- 
gefiihrt, die sich auf Bedienstete beziehen, deren Arbeit ausschlieBlich 
oder doch haupts&chlich im Kanzleidienst besteht und die darum unter 
dem Sammelnamen von Bureaubeamten zusammengefaBt - werden 
kénnen. Das Material, aus den Beobachtungsperioden 1882—1884 
und 1885—1889 stammend, umfaBt 


238546 Personen unter einjéhriger Beobachtung, 
1776 invalidisierungen, 
4765 Ausscheidungen. 


Die Ausgleichung erfolgte nach der Highamschen Methode.*) 

Um eine Vergleichung seiner Ergebnisse mit den auf das Ge- 
samtpersonal beziiglichen Daten zu ermdglichen, ist nachstehend 
(S. 218) ein Auszug aus Riedels Tafeln mitgeteilt. 

Als Anfangsalter ist in allen Tafeln » = 20 angenommen. 

Zwischen den Bearbeitungen von Zimmermann einerseits und 
denjenigen von Bentzien und Kihm andererseits besteht jedoch nicht 
bloB der Unterschied, daB sie sich auf Beobachtungsdaten ungleichen 
Umfangs, speziell die letzteren auf eine viel breitere Basis stfitzen; 


1) Assekuranzjahbrbach XXVIII, Wien 1907, p. 175—288. 
2) Ein mechanisches Verfahren, beschrieben u. a. bei E. Blaschke, Vorles, 
iiber Mathem. Statist., 1906, p. 236ff. 
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Bureaubeamte. 
—_—_—— oye 


Invaliditats- Sterblichkeits- Ausscheide- 
Alter promille promille d. Akt. | promille d. Akt. 
Ee 1000 wz 1000 g24 | 1000 a, 
20 0,34 6,07 6,41 
25 0,57 7,98 8,55 
30 0,80 8,16 8,66 
35 1,93 8,63 10,56 
40 3,40 10,65 14,05 
45 4,74 12,07 16,78 
50 9,24 1640° > =] 25,64 
55 17,94 23,71 | 41,65 
60 | 36,31 27,77 64,08 
65 78,34 39,23 - 117,59 
70 133,39 47,05 180,44 
75 252,03 49,80 301,33 
80 s60e1. | 70.22 | 630.48 


das Material, aus dem die beiderseitigen Tabellen hervorgegangen sind, 
zeigt auch eine erhebliche Inhomogenitat. Da dies fiir die Beurteilung 
der Tabellen und fiir die Entscheidung bei einer eventuell zu treffenden 
Wahl von Bedeutung ist, soli darauf naher eingegangen werden. 

Zimmermann hatte mit Hilfe seiner aus den Beobachtungen des 
Zeitraums 1868—1884 abgeleiteten und ausgeglichenen Tafeln eine 
Priifung der Erfahrangen aus den Jahren 1885—1889 vorgenommen 
und war zu der Erkenntnis gekommen, daB es sich keineswegs um 
stabile Verhaltnisse handelt, daB vielmehr diese Erfahrungen von jenen 
Tabellen in erheblicher und systematischer Weise abweichen. Wenn 
man namlich die wirklichen Beobachtungszahlen in Prozenten der 
erwartungsmaBigen ausdriickt, so ergibt sich fiir die Jahre 1885—1889 
folgendes Bild. 


Beobachtung in °/, der Erwartung 


bei Zugbeamten bei Nichtzugbeamten 


Beobachtetes : ae | 
1885 | 1886 | 1887 | 1888 | 1889 | 1885 1886 | 1887 | 1888 | 1889 


Ereignis 


Invaliditat ... | 1183 181,4 | 128,5 | 182,0/ 108,3 | 12744 138,6 | 140,9 128, | 121,0 
Tod in der 
Aktivitat ...| 89,8| 86,6/ 86,1/ 84,2| 860, 958| 982 87,4 91,0/ 965 
Ausscheiden | 
a.d. Aktivitat | 101,6 | 109,3 | 107,7 | 108,8| 95,0. 


| 
/111,0 | 117,9 113.5) 109,2 | 103,4 


Beziiglich der Sterbefille unter den Invaliden stellen sich die 
Prozente so: 
1885 1886 1887 1888 1889 
95,3 97,3 88,7 94,0 90,1 
Hieraus geht der Hauptsache nach folgendes hervor: Da die 
Veranderungen nicht plétzlich mit dem Jahre 1885 begannen, so ist 
anzunehmen, daB die Invalidisierungsfille im Zunehmen, die Sterbe- 
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falle im aktiven Stande sowie unter den Invaliden in Abnahme be- 
griffen waren, und zwar die beiden ersteren in solchem Verhiltnis, 
daB auch die Ausscheidungen noch in einer maBigen Steigerung sich 
befanden; doch scheint, daB die erstgedachte Zunahme in dem Zeit- 
raume 1885—1889 einen Héhepunkt erreicht und iiberschritten hat. 
Wird also das Erfahrungsmaterial dieser letzten Periode zu dem aus 
1868—1884 stammenden hinzugefiigt, so werden daraus im ganzen 
strengere Invaliditats- und strengere Ausscheidewahrscheinlichkeiten, 
hingegen etwas leichtere Sterbenswahrscheinlichkeiten der Aktiven 
sowohl als der Invaliden hervorgehen. C. Kihm?) hat hieriiber eine 
Uberschlagsrechnung ausgefiihrt, deren Ergebnissen nachstehende Zv- 
sammenstellung entnommen ist. 


i | 
Aone Sterblichkeits- | Ausscheide- | Sterblichkeits- 
| adeno a promille promille promille 

Alter i der Aktiven der Aktiven der Invaliden 

a ee ee | et ee eae j) tes aS 
| 1868/84 1868/89 | 1868/84 | 1868/89 | 1868/84 | 1868/89 | 1868/84 | 1868/89 

yl. Sas) ae T 7 any; ie 
14—20 0,1 O38 | Morel) 6,8 a3 6,5 | 247,5 | 247,5 
PET Oe ee ee 90 ean ee 8,0 7,7 | 140.2 | 148,2 
el ee ae a aes A ae 7,9 648 | 68,8 
Si--35) 2,8") 2.9 7,5 Piel oa We iea 95 622 | 63,0 
36-40} 3,9 4,3 9,1 88°! 130 | 13,2] 64,6 | 67,0 
41—46 6,5 Gules 10,0) bal OGal.0 17,6 18,0, 55,5 | 64,2 
46—50| 11,8 12,7 13,5 | 182 | 26,3 259 | 62,7 | 49,8 
51—55 | 22,8 24,5 | 186 | 17,1 | 408 41,6 484 | 47,0 
56—60| 42,4 ATLAS 218 s) 29,0. 1 642°). 691-7 49,8 47.9 
61—65 | 79,8 92,9 | 30,1 | 29,0 | 1099 | 1219! 57,5 | 55,1 
38,2 | 1669 | 18834/ 71,2 | 66,4 


75,7 304,7 308,4 | 132,3 135,2 


88,1 | 219,8 | 247,6 | 1789 | 193,5 
86—90 | 1256 | 111,1 | 125,0 | 1111 | 2788 | 257,65 
91—95 ; pict | sree 1000,0 | 333,38 | 333,38 


| 
it 47.7 | 2393 | 263.9 | 91,2 | 934 
| 1 


14295) 9,3} 11,0 | 108 60,1 | 59,1 


Wie sich die Dinge im einzelnen gestalten, mdge der nach- 
stehenden Tabelle entnommen werden, welche die ausgeglichenen 
1000 fachen w, und qg,** nach den drei Bearbeitungen fiir die Dezimal- 
alter zur Anschauung bringt. 


1) Kihm hat seine Tabellen vornehmlich fiir die Bedirfnisse der Pensions- 
kassen der schweizerischen EKisenbahnen gerechnet. Da nun in der Schweiz die 
durch Unfall herbeigefiihrten Invaliditats- und Todesfalle der Aktiven auf grund 
eines Haftpflichtgesetzes entschidigt werden, den Pensionskassen also nicht zur 
Last fallen, so hat er neben den Wahrscheinlichkeiten w,, ¢,%%, q,%+ auch die 
Wahrscheinlichkeiten w,”,q,77%,q,7'" aus den Erfahrungen des Vereins Deutscher 
Eisenbahnverwaltungen bestimmt, wobei der Buchstabe w auf die Verursachung 
durch Unfall hinweist, um eben diese Verursachung ausscheiden zu kinnen; denn 
es bedeutet dann w,—w,” die Wahrscheinlicbhkeit, durch andere Ursachen als 
Unfall invalid zu werden; analoges gilt von g,7° — g,°°" usw. 
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Alter 1000 w, | 1000 922 

” {Zimmermann | Bentzien Kihm ihm’) |2 Zimmermann Bentzien | Kihm ’) 
0,21 0,14 0,31 8,89 8,02 | 6,98 

1,53 1,45 1.46 6,85 6,68 | 6,65 

4,74 5,B4 5,34 10,31 9,58 9,60 

16,57 16,66 16,69 15,32 14,72 14,75 

57,28 64,65 64,58 | 24,95 24,71 24,66 

160,23 179,06 | 179,70 44,21 43,79 43,56 

231,34 264.48 | 252,78 91,66 77,62 80,65 

800,00 | 800,00 442,22 200,00 200,00 161,31 


204. <Abhangigkeit der Invaliditatswahrscheinlichkeit 
von der Dienstdauer. Uberlegungen allgemeiner Art fiihren zu 
der Annahme, da8 die Invaliditatswahrscheinlichkeit bei einem be- 
stimmten Alter nicht bloB von diesem, sondern auch von der bis zu 
seiner Krreichung zurtickgelegten Dienstdauer abhangen werde. Hinmal 
sprechen Griinde dafiir, die auBerhalb des Willens der beteiligten 
Personen liegen; mit der Leistung des Dienstes ist eine Abnutzung der 
Féhigkeiten und Krifte verbunden, die sich zu den allgemeinen Wir- 
kungen des fortschreitenden Alters gesellt und starker werden kann 
als diese; insbesondere ist anzunehmen, daB ein jiingerer Organismus, 
zumal unter starker Inanspruchnahme, verhaltnismaBig mehr leidet als 
ein alterer, der sich den Anspriichen des Dienstes bereits angepaBt 
hat. Dazu kommen Umstiinde, die als Betatigungen des Willens auf- 
zufassen sind; das Bestreben des Bediensteten, den Zeitpunkt des 
Eintrittes der Dienstunfihigkeit wegen Erlangung gréBerer Vorteile 
moglichst hinauszuschieben, kann ihn zu einer Schonung der Krifte, 
zur Uberwindung von Anwandlungen nach Ruhe veranlassen; aber 
auch der Dienstgeber kann sich, um die guten Qualititen, die Ver- 
liBlichkeit eines Bediensteten miglichst lange zu erhalten, zu einer 
schonenden Inanspruchnahme seiner Krifte veranlaBt sehen. Abnlich 
wie bei der Sterbenswahrscheinlichkeit versicherter Personen kann 
man also die Invalidititswahrscheinlichkeit einer bestimmten Berufs- 
kategorie als von zwei Argumenten, dem erreichten Alter x und der 
bis dahin zuriickgelegten Dienstdauer ¢, abhangig ansehen und dem- 
gemaB die Bezeichnung w,,_»,, dafiir verwenden; ja man kann a priori 
die Vermutung aussprechen, es werde im allgemeinen w,,_ 
sein, wenn t< i?’ ist. 

Die Erforschung der angedeuteten Abhangigkeit begegnet aber 
mancherlei Schwierigkeiten, vor allem der, daB sie ein sehr reiches 
Beobachtungsmaterial erfordert, um bis zu einer solchen Detailierung 
der Resultate vorzudringen, daB man darauf versicherungstechnische 
Rechnungen stiitzen kénnte. Dazu kommt, daB dem Eintritt in einen 


H+1 Ue ‘}+e 


1) Siehe FuBnote auf 8, 219. 
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Berof, an welchem die Untersuchung erfolgen soll, méglicherweise 
verschiedene andere Besvhiftigungen vorangingen, die ihre Wirkung 
getibt haben. Handelt es sich also darum, einen ersten Blick in das 
Maf der Abhiingigkeit zu erlangen, so wird sich eine méglichst in 
sich geschlossene Berufskategorie am besten dazu eignen. __ 

Kinen Ansatz in dieser Richtung hat E. Blaschke') unter- 
nommen an den Mitgliedern des Pensionsfonds der Kaiser Ferdinand- 
Nordbahn. Um auch das Verhalten der verschiedenen Dienstkategorien 
zu priifen, schied er die Mitglieder in drei Gruppen: Beamte, Diener 
und Fahrpersonal. Das aus der 12-jahrigen Periode 1893—1904 
stammende Beobachtungsmaterial ist durch folgende Daten ge- 
kennzeichnet: 


Kategorie Be Serie saains Invalidisierungen 
Beamte 22 284,25 229 
Diener 38 891,50 - 483 
Fahrpersonal 20 772,00 323 


Sein geringer Umfang machte eine Zusammenfassung der Alter und 
Dienstdauern notwendig, sollten wenigstens die Hauptziige des Sach- 
verhalts hervortreten. Die rohen Verhaltniszahlen wurden schlieBlich 
einer mechanischen Ausgleichung (Nr. 289) unterzogen. 

Als Hauptergebnis darf die Tatsache hingestellt werden, daB bei 
dem untersuchten Dienstpersonal der EinfluB der Dienstdauer auf die 
Invaliditatswabrscheinlichkeit ein sehr erheblicher ist dermaBen, daB 
aus der Zunahme der Dienstdauer um eine bestimmte Anzahi vor 
Jahren in manchen Positionen eine gréSere Steigerung der Invaliditits- 
wahrscheinlichkeit zu resultieren scheint als aus einer Aquivalenten 
Alterszunahms. Hin Ausschnitt aus den gewonnenen ausgeglichenen 
Zahlen, betreifend die erste und dritte Kategorie, zeigt folgendes Bild. 


Invalidisierungspromille. 


Dienstdaver in Jahren 
13—17 | 18—22 | 23—27 | 28—32 | 3387 | 38—42 


* 45 7,638 6,55 | 8,06 ; 

+ 50 7,23 | 9,55 | 8,77 | 19,80 

a 55 10,82 | 8,29 {| 9,91 | 20,29] 32,41 

a 60 11.99 | 22,93 | 25,98 | 50,05 | 70,26 
65 | : 54,10 | 52,44 | 75,41 | 119,87 

{ + 

3 35 || 0,99 | 2,95 : 

5 40 | 2,39 | 3,341 7,18 : 

gE 45 || 262 | 6,68] 10,47 | 16,21 : : 

fe || 50 10,41 | 15,67 | 22,46 | 50,94 | 74,44 

4 56 . | 16,18] 18,02 | 31,96 | 65,11 | 114,47] 186,83] 

Fe Te | 38,97 | 41,92 | 118,88 | 175,82] 268,04 | 451,50 


1) VIL. intera. Arbeiterversichorungskongr. 1905, Wien, 1906, p. 129-144. 
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Es weist darauf hin, daB ein sehr erheblicher Unterschied in der 
Frequenz der Invalidisierungen bei einem bestimmten Alter besteht, 
je nachdem dasselbe nach kurzer oder langer Dienstdauer erreicht 
wurde; so entfallen auf 1000 aktive Beamte des Alters 55 der 
Reihe nach 
10,82, 20,29, 32,41 
Invaliditatsfalle, je nachdem sie 
13—17, 28—32 33—37 Jahre 


im Dienste stehen, und bei dem Fahrpersonal unter gleichen Ver- 
haltnissen 

38,97, 114,47, 136,83 
Invaliditatsfalle. 

Die bisher vorhandenen Invaliditaétstafeln, die von der Dienstdauer 
absehen und Personen gleichen Alters zusammenfassen, mag die ab- 
gelaufene Dienstdauer welche immer sein, sind sonach Durchschnitts- 
tafeln und kénnen unter Umstinden zu Ergebnissen fiihren, die mit 
der Wirklichkeit wenig harmonieren. Von zweifach abgestuften In- 
validitaétstafeln wire eine vollkommenere Abwicklung zu erhoffen. 
Von der Gewinnung solcher Tafeln mégen aber Erwigungen anderer 
Art, auf die im Laufe der fritheron Ausfithrungen (insbesonders Nr. 290) 
hingewiesen wurde, abgehalten haben. Grofe Unternehmungen, ins- 
besondere Hisenbahnen, die fiir die Invaliditat ihrer Angestellten vor- 
sorgen, suchen dem Einflu8 ungileicher Dienstdauer bei demselben Alter 
dadurch zu begegnen, daf sie die Aufnahme neuer Bediensteten auf 
ein nicht zu weites Altersintervall beschrinken.*) 


295. Konstruktion der Ausscheideordnung der Aktiven 
aus einer allgemeinen Sterbetafel. Auch in einer gemischten 
Gesamtheit von Personen, wie etwa im Bestande einer Versicherungs- 
anstalt, wo es sich nicht um einen einheitlichen Beruf, sondern um 
eme Mengung verschiedener Berufsarten handelt, kann von Dienst- 
untauglichkeitsfillen, daher auch von Aktiven und von einer Aus- 
scheideordnung derselben gesprochen werden. Wéahrend der Bestand, 
wenn von der Invaliditét abgesehen wird, in seinem Absterben nach 
einer fiir Versicherte geltenden Tafel zu behandeln ist, kommen bei 
Beriicksichtigung der Invalidisierungen auch Invaliditaétswahrschein- 
lichkeiten und die Sterblichkeit unter Invaliden in Rechnung. Diese 
Daten sind einem Material zu entnehmen, von dem erwartet werden 


1) Kine Kritik der Blaschkeschen Arbeit, die zu dem Ergebnis kommt, 
daé es sich bei dem der Untersuchung unterzogenen Personal um auSergewohn- 
-liche Verbiltnisse zu handeln scheine und daf nach dem Stande der heute vor- 
liegenden Erfahrungen ein Ubergang za 2weifach abgestuften Invalidititstafeln 
verfriiht wire, hat J. Karup gegeben. Gutachten, Denkschriften und Verhand- 
lungen des VI. intern. Kongr. f. Versicher.-Wissensch., Wien 1909, IT. p. 725—731. 
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darf, daB es in bezug auf den Kintritt der Dienstuntauglichkeit mit 
dem in Rede stehenden Bestande nahezu homogen sei. 

' Es soll nun das Verfahren entwickelt werden, nach welchem aus 
einer allgemeinen Sterbetafel unter Anwendung von Invaliditatswahr- 
scheinlichkeiten und Sterbenswahrscheinlichkeiten der Invaliden eine 
Ausscheideordnung der Aktiven zu konstruieren ist’). 

Aus der allgemeinen Sterbetafel werden die Werte 
q, und pp=—1—gq, 
entnommen; aus den beiden andern Tafeln die Werte 
Ji aT ts BE Bae 


daraus berechnet man 


: 1 er 
qe = - Ww, 2PM 


5 ae Te Ges 
pigi=1—q,%. 
Angenommen nun, bei einem bestimmten Alter « sei 1,* die An- 
zahl der Aktiven, P, die Anzahl der Invaliden; dann hat man 


ae =. ee (1 a Wy) E U?q,"*; 
wobei der erste Teil rechts die Anzahl der nicht invalid werdenden, 


der zweite Teil die Anzahl der aktiv sterbenden bedeutet. Ferner ist 
, G+ P)de= 1" (Ga"* + da") + Bede's 
die linke Seite bedeutet die Gesamtzahl der zu erwartenden Sterbe- 
fille, die rechte Seite l48t ihre Aufteilung in die drei durch aa, 
ai, it, gekennzeichneten Kategorien erkennen. Berechnet man aus 
diesem Ansatze 1,7¢,7% und setzt den Wert in die vorletzte Gleichung 
ein, so wird 
a aa Le ei! — I~ — Wz a qx") an tps Gi qx) 
= 1,4 B, — Po’) + Pe (Ps De'')- 
Andererseits ist 


(1) 


Pia= Lop! + 18) ae ; (2) 
oder mit Riicksicht auf (1): 
d ese a (1,4 ar P.,) De a Lae o (2*) 
Mithin kann fiir (1) auch geschrieben werden: 
Cat + Pe) Dp fg (3) 


Mit Hilfe der Formeln (2) und (3) léBt sich die Ausscheide- 
ordnung wie folgt berechnen. Man geht von einem Alter n, das noch 
keine Invaliden aufweist, so daB P,- 0 ist, mit einer beliebig ge- 
wahiten (runden) Zahl /,7 aus, bestimmt nach (2): 


ae 1) Vgl. Beitrage zur Theorie der Dienstunfahigkeit etc. 1888, p. 5ff. 
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J sara =1,°p,7' 
und nach (3): 
tt OP, net) 
hiermit weiter nach denselben Formeln: 
Pes a et es a P, +1P aes 
ae 7% (Cras ae Eee) Pn a az Pite 
usw. bis zum héchsten Alter, das noch Aktive zahlt. 


In der nachstehenden Tabelle ist der Anfang einer solchen Rechnung 
dargestellt. Dabei sind die Grundzahlen: 


p, der Tafel MI. der 23 deutschen Gesellschaften (s. Nr. 278), 
w, der Dienstuntauglichkeitstafel fiir Bureau- usw. Beamte (s. Nr. 293), 
q,* der Sterbetafel fiir invalides Hisenbahnpersonal (s. Nr. 293) 


entnommen. Der weitere Gang der Rechnung ist aus den Uberschriften 
der Kolumnen und aus den Formeln leicht zu erkennen. 


ca 8 
git pit le 2 Sa 
2S | 2 a |e = 


{ | 
100 006 | 0,99375| 0,00020! 0,1020 | 0,8980 | 000001 6,00019 
99 356 | 0,99381/ 0,00023} 0,0981 | 0,9019 | 0,00001 | 0,00022 
98 721 | 0,99387) 0,00026) 0,0943 | 0,9057 | 0,00001 | 0,00026 
98 095 | 0,99874' 0,00030! 0,0906 | 0,9095 | 0,00001 | 0,00029 
97 458 | 0,99365) 0,00034| 0,0868 | 0.9132 | 0.00001 | 0,00033 
96 814 


Als Hauptergebnis sind die mit If und P, tiberschriebenen Kolonnen 
au betrachten; sie zeigen an, wie sich der Anfangsbestand der 20 jihrigen 
mit fortschreitendem Alter aus Aktiven und Jnvaliden zusammensetzt. 


Finfter Teil. 
Mathematische Grandlagen der Lebensversicherung. 


I. Abschnitt. Versickerungswerte. 


81. Grundlagen. 


296. Begrenzung der Aufgabe. Die Funktion eines jeden 
Versicherungsunternehmens besteht in letzter Linie darin, die von der 
Gemeinschaft der Versicherungsnehmer (Versicherten) eingezahlten 
Gelder (Beitriige, Pramien) zu sammeln, fruchtbringend zu verwalten 
und in anderer, dem Versicherungszwecke entsprechender Verteilung 
den Versicherten wieder zuzufiiiren. 

Der Versicherungszweck besteht in der Gewahrung bestimmter, 
ein- oder mehrmaliger vereinbarter Leistungen seitens des Versicherers 
an die Versicherten, welchen Leistungen in irgend einem Belange 
das Merkmal der Ungewifheit anhaftet. Die UngewiBheit kann sich 
beziehen auf den Eintritt der Leistungen tiberhaupt, auf den Zeitpunkt 
ihres Hintrittes, auf ihre Hohe. Sie ist verkntipft mit dem Vor- 
handensein eines bestimmten Zustandes. oder dem Hintritt éiner be- 
stimmten Zustandsinderung der voersicherten Person selbst oder einer 
von dieser abhangigen Sache. Den Zustand oder die Zustandsinde- 
rung bezeichnet man als das versicherie Hreignis. 

Soll das Versicherungsunternehmen eine wirtschafiliche Hinrich- 
tung sein, so ist erforderlich, da tiber das versicherte Hreignis oder 
die versicherten Ereignisse, die bei einem Versicherungsfall in Betracht 
kommen, Erfahrungen vorliegen, die eine zureichend sichere Schitzung 
der relativen Haufigkeit ihres Vorhandenseins oder Hintreffens gestatten. 

Betrifft das versicherte Ereignis die versicherte Person als solche, 
so spricht man von Persenenversicherung oder Lebensversicherung im 
weiteren Sinne; betrifft es eine von ibr abhangige Sache, so spricht 
man von Sachversicherung. 

Zur Lebensversicherung im engeren Sinne zihlt man solche Ver- 
sicherungsformen, bei denen das versicherte Ereignis lediglich mit 
dem Leben der Person zusammenhingt, also die Todesfall-, die Hr- 

Ozuber, Wahrechoinlichkeitsrechnung. 1. 3 Anfl. 15 
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lebens- und als wichtigste Form der letzteren die Rentenversicherung 
(im engeren Sinne). Im weiteren Sinne fat man unter jenem Namen 
alle Versicherungsformen, bei denen das versicherte Hreignis an den 
Lebenslauf der Person gekniipft ist; es gehéren hierher hauptsichlich 
auch die Kranken-, Unfall- und die Invalidenversicherung. 

Das Versicherungsverhdlinis, das die gegenseitigen Verpflichtungen 
des Versicherers und des (oder der) Versicherten regelt, kann auf 
einem Vertrag (privatrechtlicher Natur) oder auf einem Gresetz (6ffent- 
lichrechtlicher Natur) beruhen. Nach dem obersten Zweck, den die 
Versicherung zu erfiilien hat, unterscheidet man Sozialversicherung 
und Privatversicherung und zahlt zu ersterer alle jene Versicherungs- 
verhiltnisse, die auf sozialpolitischer Grundlage beruhen, d. h. zur 
Sicherung und Hebung der wirtschaftlichen Lage bestimmter Bevélke- 
rungsschichten berufen sind; ihr wichtigsier Zweig ist die Arbeiter- 
versicherung. Alle anderen Versicherungsverhiltnisse faBt man unter 
dem Namen Privatversicherung zusammen. 

Wiahrend bei dieser das Hingehen des Versicherungsverhiltnisses 
der freien EnischlieBung tiberlassen ist, wird in der sozialen Versiche- 
rung haufig ein gesetzlicher Zwang zur Versicherung ausgeiibt, durch 
welchen Personen kraft ihrer Zugehérigkeit zu einem gesetzlich um- 
schriebenen Personenkreis zum Hingehen des Versicherungsverhilt- 
nisses verhalten sind. 

In der Aufbringung der Mittel zur Erfiillung des Versicherungs- 
zweckes besteht zwischen der privaten und sozialen Versicherung ein 
wesentlicher Unterschied. Die Privatversicherung geht bei der Be- 
messung der Beitrige (Priimien) individuell vor, indem sie sich bei 
der einzelnen Person von der finanziellen Tragweite des mit ihr ab- 
zaschlieBenden Versicherungsverbiltnisses leiten laBt. In der Sozial- 
versicherung wird die Gemeinschaft der Versicherten in gréfere 
Hinheiten aufgelést und innerhalb dieser wird trotz vorhandener diffe- 
renzierender Momente nicht mehr unterschieden. 

Das eine Hauptproblem, das der Mathematik auf dem Gebiete 
des Versicherungswesens gestellt ist, geht dahin, die Kinzahlungen 
(Beitrage, Primien) der Versicherten so zu regeln, da8 sie in ihrer 
Gesamtheit und bei fruchtbringender Verwaltung nach den tiber die 
versicherten Hreignisse vorliegenden Erfahrungen zur Erfiillung des 
Versicherungszweckes gerade ausreichen. 

Bezieht sich dieses Problem gewissermaBen auf den Beginn des 
Versicherungsunternehmens, so stellt sich in dessen Verlauf das andere 
Problem ein, die GréBe der Mittel festzustellen, welche der Unter- 
nehmer in einem bezeichneten Zeitpunkte besitzen muB, um damit im 
Verein mit den ferneren Hinzahlungen der Versicherten die zuktinf- 
tigen Verpflichtungen auf Grundlage derselben Erfahrungen gerade 
einhalten zu kénnen. 
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Zu dieser Hauptproblemen tritt noch eine Reihe anderer, die sich 
aus der praktischen Durchfiithrung des Unternehmens und aus ver- 
schiedenen Vorkommnissen ergeben, die aus den Vertragsbedingungen 
(oder dem Gesetze) hervorgehen kénnen. 

Die Elementaraufgaben, aus welchen sich die Lésung dieser Pro- 
bleme zusammensetzt, sind die gleichen, ob es sich um private oder 
soziale Versicherung handelt. Diese auf die Lebensversicherung im 
weiteren Sinne, insbesondere mit Kinbeziehung der Invaliditat unter 
die versicherten Ereignisse, beziiglichen Elementaraufgaben bilden den 
hauptsachlichen Gegenstand dieses Teiles des Buches. 


297. Grundlagen und Voraussetzungen der Rechnung.') 
Die Erfahrungen iiber die zu versichernden Ereignisse werden, um 
sie fiir die Rechnung geeignet 2u machen, in die Form von Tafeln 
gebracht. Uber die Anlage und Konstruktion solcher Tafeln ist im 
vierten Teile gehandelt worden. 

Die statistischen Tafeln bilden die eine Grundlage der Rechnung. 

Das MaB der fruchtbringenden Anlage der vereinnahmten Geld- 
summeu findet im ZinsfuB seinen Ausdruck. 

Der Zinsfuf bildet die andere Grundlage der Rechnung. 

Die Theorie der Lebensversicherung setzt Stabilitat voraus sowohl 
in der Intensitaét des Auftretens der versicherten Hreignisse als auch 
der des ZinsfuBes.- 

Was die Stabilitat in der erstgenannten Beziehung anlangt, so 
ist jene relative Stabilitat gemeint, welche die Bildung typischer Wahr- 
scheinlichkeiten und damit zugleich die Anwendung der Sitze der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung gestattet (Nr. 235 und 245). 

Die Theorie macht die weitere Voraussetzung, dab der zu ver- 
sichernde oder bereits versicherte Bestand in bezug auf die versicherten 
Ereignisse jenem Bestande homogen sei, durch dessen Beobachtung 
die zugrunde gelegten statistischen Tafeln gewonnen worden sind. 

Wie verhilt sich nun die Wirklichkeit zu diesen Voraussetzungen? 

Hierzu muB zunichst allgemein bemerkt werden, daB deren strenge 
Erfillung ausgeschlossen ist, dah sie vielmehr immer vur in mehr 
oder weniger hohem Grade der Anniaherung zutreffen werden. 

Was zunichst die Stabilitét anlangt, 20 sei festgestellt, daB bet, 
keiner menschlichen Massenerscheinung, die fiir Versicherungszwecke 
in Betracht kommt, bisher jener héchste Grad von Stabilitét streng 


_ 1) Uber die Annahmen und Siitze, durch deren Vermittluug die Lebens- 
versicherungsrechnung auf die Wahrscheinlichkeitstheorie gestiitzt wird und die 
gewissermafen das Analogon zu den Grundlagen einer rein mathematischen 
Disziplin bilden, hat sich G. Bohlmann in der Enzykl. d. mathem, Wissensch., 
Bd. 1,3, Artikel 1D 4b und spiter ausfiibrlicher in den Atti del IV Congr. 
Intern. dei Matematici, Roma 1909, vol. Ill, p. 244—-288, ausgesprochen. — Man 
-ygl. auch U. Broggi, Traité des Assurances sur la Vie, Paris 1907, 
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nachgewiesen worden ist, der fiir die Bildung typischer Wahrschein- 
lichkeitsgréBen mit normaler Dispersion gefordert wird. Als ange- 
naihert vorhanden darf er gelten bei den Sterblichkeitsverhaltnissen ; 
die auf diese allein sich griindende Lebensversicherung am engeren 
Sinne darf daher als der bestbegritndete Zweig der Personenversiche- 
rung bezeichnet werden. Dagegen eutbehren manche Erscheinungen, 
die bei Versicherangen in Betracht kommen, wie Invaliditét, Morbi- 
ditit, Hintritt von Unfallen, nach den bisherigen Erfahrungen des 
erforderlichen Grades von Bestindigkeit, um sie fiir langere Zeitréume 
geltenden Rechnungen unterziehen zu diirfen. 

Aber selbst wenn der zur Gewinnung der statistischen Unterlage 
beobachtete Bestand Stabilitat zeigte, bliebe noch die Frage offen, ob 
der versicherte Bestand ihm homogen sei. 

Selbst in den nicht gerade hiufigen Fallen, wo ein Versicherungs- 
unternehmen die statistischen Grundlagen fiir die Zukunft ‘aus den 
der Vergangenheit angehGrenden Erfahrungen an seinem eigenen Be- 
stande ableitet, wird von Homogenitaét in volier Strenge nicht ge- 
sprochen werden kénnen; denn die Lebensverhaltnisse andern sich mit 
der Zeit und die Grundsitze und Methoden der Auslese bleiben nicht 
die gleichen. 

Im Zusammenfassung dieser Ausfiihrungen sind also nicht allein 
zufdllige, sondern auch systematische Abweichungen des wirklichen 
Verlaufes der versicherten Hreignisse von der statistischen Grundlage 
zu erwarten. 

Da8 die Voraussetzung, der Zinsfu8 bleibe konstant, der Wirk- 
lichkeit nicht entspricht, lehrt die tigliche Hrfahrung. 

Aus all dem geht hervor, daf systematische Vergleichung der 
wirklichen Entwicklung der Verhalinisse mit der nach den gewahlten 
Grundlagen zu erwartenden ein Gebot der Notwendigkeit ist. Ihr 
Ergebnis kann unter Umstinden zu einer Anderung der Grundlagen 
Veranlassung geben. 

Von den Differenzen zwischen dex Rechnungsgrundlagen und der 
Wirklichkeit hangt die Gebarung eines Versicherungsunternehmens sb, 
dessen Gewinne oder Verluste entweder den Versicherten selbst zugute, 
bezichungsweise zur Last fallen (auf Wechselseitigkeit beruhende Ver- 
sicherungsanstalten), oder die Trager des Unternehmens treffen (Aktien- 
geselischaften); indessen ist es gegenwirtig fast zur Regel geworden, 
daB Unternehmungen der letzteren Art auch den Versicherten eine 
Anteilnahme an dem erzielten Gewinne einriiumen (Gewinnbeteiligung). 


298, Wahl der siatistischen Grundlagen. Wenn es sich 
um Lebensversicherung im engeren Sinne handelt, bilden Sterbetafeln 
die alleinige statistische Grundlage. Fiir ihre Wahl sind verschiedene 
Gesichtspunkte mafgebend; am meisten machen sich geltend und 


I. Abschnitt. Versicherungswerte. 229 


werden gegenwirtig fast ausschlieBlich berticksichtigt die Art der 
Versicherung und die der Auslese. 

Bei der Anwerbung fiir eine bestimmte Versicherungsart macht 
sich neben der seitens der Unternehmung veranlaBten arztlichen Unter- 
suchung, soweit eine solche obligatorisch ist, auch die Selbstbeurtei- 
lung des Versicherungsuchenden bemerkbar als einfluBitbend auf 
den Sterblichkeitsverlauf der betreffenden Gruppe. In dieser Beziehung 
hat die Erfahrung zur Unterscheidung dreier Hauptgrappen gefihrt: 
der reinen Todesfallversicherung, der reinen Erlebens- und der Renten- 
versicherung und der gemischten Versicherung. Bei der ersten kommt 
lediglich das Sterben, bei der zweiten das Erleben eines cder einer 
Reihe yon Zeitpunkten, bei der dritten beides zugleich in Betracht. 
In ihrer Sterblichkeit weisen diese Kategorien erhebliche Unterschiede 
auf (vgl. Nr. 281), die durch die neueren Sterblichkeitsmessungen 
auch ziffermaBig geniigend festgestellt sind. Es liegt aber in der 
Natur der Sache, daB neue Tafeln nur langsam, bei Neuerrichtung 
von Unternehmungen und bei Neueinfiihrung von Versicherungskombi- 
nationen, Eingang finden. So werden wohl der gemischten Versiche- 
rung, wiewohl hei ihr eine viel maBigere Sterblichkeit auftritt; doch 
bisher zumeist Tafeln zugrunde gelegt, die aus Todesfallversicherungen 
hervorgegangen sind. Hingegen wird zwischen Todesfall- und Renten- 
versicherung fast allgemein unterschieden. 

Die Arziliche Untersuchung, welche dem Abschlusse von Ver- 
sicherungen vorangeht, bei denen das Sterben zu den versicherten 
Ereignissen gehért, kann im Sinne eines festgesetzten Uiafanges voil- 
siindig oder unvollstindig sein, letzteres, wenn sie nur auf einen Teil 
der auf die Sterblichkeit HinfiuB nehmenden Umstinde Riicksicht 
nimmt; es gibt aber auch Versicherungen, wo sie génzlich unterbleibt 
(Volksversicherung); an ihre Stelle tritt meist eine Karenzzeit. 

Auf Grund der Arztlichen Untersuehung wird das Leben als ein 
normales, ein unternormales oder als ein minderwertiges bezeichnet. 
Ein normales Leben wird unter den Bedingungen, welche fiir die be- 
treffende Versicherungskombination die Norm bilden, angenommen, 
ein unternormales unter gewissen erschwerenden Kautelen, ein minder- 
wertiges, d. i. ein solehes mit ererbten oder erworbenen Krankheits- 
anlagen oder mit Krankheitsresiduen in der Regel abgelehnt; doch 
sind auch schon Anfinge mit der Versicherung solcher Leben, die ja 
gerade hiufig am versicherungsbediirftigsten sind, gemacht worden.’) 


1) Beziiglich des Problems der Versicherung minderwertiger Leben ist zu- 
nachst auf E, Blaschkes ,,Denkechrift zur Lésung des Problems der Versicherung 
minderwertiger Leben", Wien 1895 zu verweisen. Zu einer eingehenden Aus- 
sprache hiertiber hat der VI. intern. KongreB fir Versicherungswissenschaft 
(Wien 1909) Anregung gegeben, indem er das Thema unter die Verhandlungs- 
gegeustinde aufnahm mit der besonderen Formulierung, ob sich die (von Blaschke 
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Beispiele von Tafeln, welche Versicherungen auf den Todesfall 
(und gemischten Versicherungen) bei vollstandiger arztlicher Unter- 
suchung zugrunde gelegt werden, sind die Tafel der 17 englischen 
Gesellschaften, die Tafel H™- es 20 britischen Gesellschaften, die 
Tafeln I der 23 deutschen Gesellschaften, die Tafeln A.F. der 4 foe 
zosischen Gesellschaften, die Tafel O¥ u.v.a. Von Tafeln, welche 
bei Rentenversicherungen Verwendung finden, -seien auBer der Tafel 
der 17 englischen Gesellschaften von eigentlichen Rentner-Sterbetafeln 
genanot, die von Deparcieux, die sachsische, die deutsche, die der 
franzésischen Gesellechaften.1) Fir unternormale Leben werden be- 
soudere Tafeln (die Tafeln II der 23 deutschen Gesellschaften waren 
solehe) in der Regel nicht benutzt, der Ausgleich vielmehr durch 
andere Mittel angestrebt. Bei Versicherungsn mit unvollstaindiger 
oder fehlender Arztlicher Untersuchung kommen die Tafeln Il] der 
23 deutschen Gesellschaften, zumeist aber Volkstafein, wie die preuBische, 
die deutsche u. a. zur Verwendung. 2) 


AuBer den bisher besprochenen Hauptmomenten gibt es noch 
eine Reihe von Umstinden, welche nach den vorliegenden Erfahrungen 
eine Differentiierung der in eine Gruppe zusammengefaBten Leben 
bedingen wiirden; wenn sie heute bei der Wahl der Grundlagen und 
zu einer detallierteren Gruppierung der Versicherten nur erst sehr 
ausnahmsweise benutzt werden, so liegt dies in der einen Gruppe der 
Halle daran, daB das geringe MaB des Einflusses den komplizierten 
Apparat getrennter Behandlung nicht rechtfertigen wiirde, in einer 
auderen Gruppe an dem Mangel gesicherter Erfahrungsergebnisse. Aus 


in der erwihnten Denkschrift zum erstenmale versuchte) Lésung durch Bildung 
von Gefahrenklassen empfehle und wie in solchem Falle die erforderliche Er- 
fabrungsgrundlage zu gewinnen ware. Die beziiglichen Arbeiten finden sich in 
den ,,Gutachten, Denkschriften und Verhandlungen“ des genannten Kongresses, 
1.2, p. 11691870, Seither sind ernstliche Versuche, so in Osterreich, gemacht worden. 

1) Uber die in der Kentenversicnerung gebraucniichen Tatein, wie tiber- 
haupt tiber das schwierige Thema der Rentenversicherung ist auf dem V. intern. 
Kongre8 fiir Versicherungswissenschaft (Berlin 1906) verhandelt worden. Die 
darauf beztiglichen Arbeiten befinden sich in ,,Berichte, Denkschriften und Ver- 
handiungen usw.“ p. 289--446. 

2) Die amtlichen Berichte, welche die stsatlichen Aufsichtsimter tiber die 
Privatversichorung verdffentlichen (in Deutschland seit 1902, in Osterreich seit 
1898, in der Schweiz seit 1886), enthalten Angaben tiber die wenigstens bei den 
am stirksten vertretenen Kombinationen verwendeten Tafeln. Der dsterreichische 
Bericht fiir das Jahr 1905 (Wien, 190$) z&ihlt bei 25 inlandischen Gesellschaften 
13mal Tafeln englischen, 7mel Tafeln deutschen Ursprungs, in je einem Falle 
die Brune-Fischersche, die deutsche Volkssterbetafel, die Sterbetafel der Hisen- 
bahnbeamten und eine eigene Tafel auf; bei 21 ausliindischen (mit Einschlu8 der 
ungarischen) Smal Tafeln englischen, 6mal deutschen, 1mal franzisischen, 4mal 
amerikanischen Ursprungs, auferdem in 2 Fallen die Verwendung eigener Er- 
fahrungen und in 1 Falle die deutsche Volkssterbetafel. 
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dem Fortschreiten der Forschung werden sich in Zukunft der Ver- 
sicherungstechnik mancherlei Aufgaben ergeben. 

So hat der wahrgenommene Unterschied im Sterblichkeitsverlaufe 
der beiden Geschlechter dazu gefiihrt, diese bei der Beobachtung zu 
trennen und besondere Tafeln fiir sie aufzustellen; das ist bei den 
neueren Sterblichkeitsmessungen (Nr. 278—28() und auch schon bei 
manchen ilteren (Nr. 276) geschehen und wird wohl auch in Zukunft 
so gehalten werden. la der Praxis wird aber dermalen dem Unter- 
schiede des Geschlechts in den Rechnungen nicht durchwegs, ja nicht 
einmal yorherrschend, Ausdruck gegeben. Es werden auf die Ver- 
sicherung beider Geschlechter vielfach dieselben Tafeln angewendet, 
abgeleitet aus Beobachtungen entweder an Personen beiderlei Ge- 
schiechts oder nur an miannlichen Personen; relativ am haufigsten 
finden Frauentafein in der Rentenversicherung Verwendung.) 

In eine neue Phase ist die Lebensversicherungsrecknung getreten 
mit der Beriicksichtigung des Hinflusses der Versicherungsdauer, mit 
anderen Worten der Auslese. Damit wird die zweifach abgestufte 
Sterbetafel (Nr. 273) an Stelle der bisher gebrauchlichen einfach ab- 
gestuften zur Grundlage genommen. Doch betindet sich dieser Um- 
wandlungsprozeB vorliufig in seinen ersten Anfangen, nur einige 
wenige Anstalten haben den neuen Weg betreten (in Dentschland 
Gotha und Leipzig), noch sind die Anschauungen fiber seine Be- 
rechtigung und seine zu gewirtigenden Erfolge geteilt.*) 

Auch die Hihe der Versicherungssumme, weil mit den Lebens- 
verhaltnissen in einem Zusammenhange stehend, tibt auf die Sterb- 
lichkeit einen EinfluB aus. Das Gleiche gilt von manchen Higenarten 
der Lebensfiihrung, vom Beruf, vom Wohnsitz; auch hiertiber sind 
seitens solcher Gesellschaften, bei welchen Personen der betreffenden 
Lebensfiihrung oder bestimmter Berufsart in stairkerem Maf8e ver- 
sichert sind, beziehungsweise welche zahlreichere Versicherungen in 
tropischen Landern abschlieBen, Beobachtungen angestellt worden, um 
Direktiven fiir eine richtigere Behandlung solcher Versicherungen zu 


-_erlangen.’) 


1) Die Frage der Frauenversicherung hat den Y. intern. KongreB (Berlin 
1906) beschiiftigt, siehe dessen ,,Berichte, Denkschriften und Verhandlangen usw.“ 
I. Bd., p. 559—630, insbesondere die Arbeit von L. Goldschmidt und K. Sam- 
wer (p. 573—582), welche naheres iiber die dabei in Deutschland gebrauchten 
Tafeln enthalt. 

2) Man vergleiche hierzu die Aufsitze von G. Héckuer und J. Riem in 
der Ztschr. f. d. ges. Versicher -Wissensch. VII (1908), p. 63—$7. 

3) Unter den Verhandlungsgegenstiinden des V. intern. Kongresses fiir Ver- 
sicherungswissenschaft (Berlin 1906) befand sich die Frage der Versicherung der 
Abstinenten und der Versicherung von Personen, welche mit der Herstellung 
und dem Vertriebe alkoholhaltiger Getriinke berufsmaSig in Beziehung stehen. 
,,Berichte, Denkschriften und Verhandlungen. usw.‘‘, I. Bd., p. 449-554. 
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Die fast allgemeine Annahme, daB Personen eines Alters, die zu 
einer bestimmten Versicherungsart zugelassen worden sind, eine homo- 
gene Gesamtheit oder gleichwertige .Kisiken darstellen, ist demnach 
streng genommen eine Fiktion. G. Bohlmann*) unterscheidet nor- 
male Risiken und Extrarisiken; unter den ersteren versteht er mann- 
liche Leben, die auf Grund vollstaindiger arzilicher Untersuchung unter 
gewohnlichen Bedingungen auf den Todesfall versichert sind; alle 
anderen Leben, welche durch irgendeinen der angefiihrten Umstande fiir 
die Gesellschaft ungiinstiger, eventuell auch giinstiger erscheinen, faBt 
er als Extrarisiken zusammen. MHiaufiger jedoch versteht man unter 
normalen Risiken solche Leben, die nach vollstandiger arztlicher Unter- 
suchung vorbehaltlos angenommen worden sind. 

Zur Lebensversicherung im weiteren Sinne zihlt man auch die 
verschiedenen Zweige der Sozialversicherung, die Kranken-, Unfall- 
und Invalidenversicherung der Arbeiter, die ein ausgedehntes, viel be- 
arbeitetes Gebiet der heutigen Versicherungswissenschaft umfaBt. Das 
hier angesammelte ungeheuere Beobachtungsmaterial harrt noch zum 
groBen Teil der einheitlichen Bearbeitung, die gewiB wertvolle Re- 
sultate fiir den weiteren Ausbau liefern wird. Die Invalidenversiche- 
rung wird auch auBerhalb der sozialen Versicherung betrieben, und 
zwar sowohl als Selbstzweck wie auch als Erginzung der eigentlichen 
Lebensversicherung in dem Sinne, da% dadurch der Versicherte fiir 
den Fall seines Invalidwerdens und der dadurch verursachten Er- 
werbsunfahigkeit von der weiteren Zahlung der Beitrige fiir seine 
_ Lebensversicherung enthoben wird. Beztiglich der statistischen Grund- 
lagen dieser Versicherungszweige mu8 auf die einschlagige Spezial- 
literatur verwiesen werden; hinsichtlich der Invaliditat gibt das vor- 
liegende Buch im II. Abschnitt des vierten Teiles einigen AufschluB. 


299. Wahl des ZinsfuBes. Es ist ein wichtiges technisches 
Erfordernis, den Rechnungen so lange als méglich einen gleich- 
bleibenden Zinsfu8 zugrunde zu legen; denn, abgesehen vom Arbeits- 
aufwand, der mit einer Anderung des Zinsfufes verbunden ist, hat 
eine solshs auch eine Anderung der Vermigenslage des Unternehmens 
zur Folge. Dem steht die Tatsache gegeniiber, daB die aus den ge- 
samten Anlagen resultierende Verzinsung vielfachen Schwankungen 
unterworfen ist. 

Als Grundsatz hat zu gelten, daB der rechnungsma@fige ZinsfuB 
den effektiv zu erzielenden nicht tiberschreiten solle. 

Fiir die Wah] des RechnungszinsfuBes sind verschiedene Um- 
stiinde mafeebend: die Erfahrungen iiber den Stand und die Wand- 
lungen der Verzinsung der verschiedenen Anlagearten; die zur Ver- 
figung stehenden Aulagearten selbst; der Geschiftsplan. Wo Staats- 


1) Enoykl. der mathem. Wissensch. I. p. 364—869. 
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aufsicht besteht, wird in der Regel ein HéchstmaB des technischen Zins- 
fuBes festgesetzt (z. B.3',, auch 3°). 

Aus den Erfahrungen kann wohl ein Bild dariiber gewonnen 
werden, wie sich die Verzinsung der verschiedenen Anlagewerte in 
der Vergangenheit gestaltet hat; bei dem unregelmaBigen Charakter 
der Variationen, die oft durch lange Zeitraume unmerklich vor sich 
gehen, um dann plotzlich ein starkes Tempo einzuschlagen, laBt sich 
ein begriindeter Schlu8B auf die Zukunft schwer ziehen. 

Als Hauptanlagearten kénnen bezeichnet werden: Wertpapiere, 
Hypothekardarlehen, Realititen, Darlehen auf Policen und Kautionen. 
Die Wahl derselben ist bei der Privatversicherung innerhalb gewisser 
Grenzen durch die staatlichen Aufsichtsbestimmungen beschrankt; 
auch die Riicksicht auf rasche Realisierbarkeit fiir den Fall des Be- 
darfs an Barmitteln spielt eine, wenn auch bei der Lebensversicherung 
nach ihrem heutigen Stande untergeordnete Relle. 

Die Veranlagung der disponiblen Kapitalien in Wertpapieren 
stelit sich als die einfachste, bequemste Anlageart dar. Von der Ver- 
zinsung, die sie bietet, abgesehen, hat sie den groBen Nachteil, daf 
dabei cin bestimmter Ankaufspreis in eine variable Summe umgesetzt 
wird wegen den Kursschwankungen, welchen die Wertpapiere unter- 
worfen sind. Wenn auch diese Wertinderungen, so lange die Wert- 
papiere nicht wieder verkauft werden, nur -buchmifige Bedeutung 
haben, so beeinflussen sie doch die periodischen Rechnungs- und Bi- 
lanzaufstellungen, mitunter in sehr empfindlicher Weise. 

Demgegeniiber bietet die Anlage in Hypotheken mehrfache Vor- 
teile: die Unverinderlichkeit der Summe, die Bestiindigkeit der Ver- 
zinsung fiir eine vereinbarte lingere Periode, trotz der mit dieser 
Anlageart verbundenen Kosten eine hdhere Verzinsung. Alle diese 
Umstinde fallen so sehr ins Gewicht, da8 die Hypotheken in der 
Lebensversicherung gegeniiber den Wertpapieren stindig zugenommen 
haben und insbesondere in Deutschland unter den Anlagearten weitaus 
vorwiegen. 

Realitaten treten gegentiber den beiden ersten Formen der Kapital- 
anlage zurtick und dienen vielfach vornehmlich den Zwecken der 
Verwaltung (Anstaltsgebiude). 

Auch die Darlehen, eine notwendige Begleiterscheinung der Ge- 
schiftsfiihrung, nehmen eine verhiltnismifig untergeordnete Stel- 
lung ein. 

Um ein Bild dieser Verhiltnisse und ihrer zeitlichen Entwick- 
lung zu geben, sind nachstehend die absolute Héhe und der pro- 
zentische Anteil der genannten Anlagearten an dem gesamten zins- 
tragenden Vermédgen bei der deutschen und der dsterreichischen 
Lebensversicherung fiir eine Reihe von Jahren angegeben; die abso- 
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luten Betrige sind in Millionen Mark, beziehungsweise Kronen aus- 
gedriickt.*) 
Deutschland: 


ton Hypotheken | Realitaten | Darlehen 
| 


absol. %, | absol. | in %, 


absol. | in | absol. _ jin % 


1877 | 22,3 | 4,3 | 398.5 | 62,6 | 123 | 24] 188 | 3,6 
1887 | 54.0 | 52 | 7425 | 70,9; 29,5 | 28! 52,0 | 5,0 
1897 | 746 | 35 16189 | 75,7| 48,9 | 23 { 1260 | 5,9 
1907 | 117.4 | 27 3474,7 | 80,7 82,6 | 1,9] 2720 | 6,6 


Osterreich. 


— — - = — 

Jah Wertpapiere | Hypotheken Basle) Darlehen 
abr : ; “Ob 

absol. |in °/,| absol. jin °/,{ absol. |in “Jo | absol. | in = 


1898 | 498,0 | 59,3| 151,4 | 180] 69,4 83, 53,3 | 6,4 
1901 | 650,0 | 55,1} 206,38 | 20,7; 798 | 80), 72,9 | 7,3 
1904, 714,2 | 58,8 275.7 | 21.9| 92.9 74; 80,8 | 6,4 
1907 | 8008 | 52,7 | 356,5 | 236] 1142 | 76 | 1019 | 67 


In der privaten Versicherung sind Uberschtisse iiber die zur Er- 
fiillung des Versicherungszweckes nétigen Mittel erforderlich zur Bil- 
dung von Riicklagen, die der Sicherung des Unternehmens dienen 
sollen, und zur Bestrettung des betrichtlichen Aufwandes zur Er- 
neuerung und Hebung des Versicherungsbestandes; dieser Aufwand, 
wiewohl unproduktiv fiir den eigentlchen Zweck der Versicherung, 
ist unerlaBlich fiir den Fortbestand des Unternehmens. Eine Quelle 
dieser notwendigen Uberschiisse bildet nun auch die Verzinsung. 

Es sind daher die Versicherungsanstalten in neuerer Zeit mit 
dem RechnungszinsfuB um eine gewisse, mitunter nicht unerhebliche 
Quote unter den wirklich erreichbaren herabgegangen, ja die staat- 
lichen Aufsichtsimter machen bei Neugriindungen und bei Aufstellung 
neuer Tarife die Nichtiiberschreitung eines Maximalsatzes (31°) zur 
-Bedingung der Zulassung zum Betriebe. Soweit die dadurch erzielte 
_Mehrverzinsung nicht fiir die oben bezeichneten Zwecke (und bei 
Aktienunternehmungen fiir die Verzinsung des Aktienkapitals) auf- 
gebraucht wird, kommt sie wieder den Versicherten zugute in Form 
einer Gewinnbeteiligung. Diese Art des Versicherungsbetriebes mit 
Anteil am Gewinne (Dividente, Bonus) ist jetzt, namentlich in Deutsch- 
Jand, England und der Schweiz, die herrschende geworden; man be- 
sitet in der Verteilung des Gewinnes ein miachtiges Mittel zur An- 
werbung neuer Versicherter. 

Dae indessen der Satz von 4°, dem zur Zeit 4'/,—5°/, effektiv 


i) Gutachten, Denkschriften etc, des VI. intern. Kongr. f. Versicher.-Wissen- 
schaft, Wien 1909, I, 1, p. 250—252 und 370. 
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gegentiberstehen, und selbst héheren Zinsraten aus dem Geschifts- 
betriebe noch nicht ausgeschieden sind, da8 aber auch niedrigere Sitze 
als 31/,°/) Verwendung finden, mag aus den folgenden Zusammenstel- 
lungen ersehen werden. 

Die erste bezieht sich auf dsterreichische Verhiltnisse'); die nicht 
eingeklammerten Zahlen betreffen inlindische, die eingeklammerten 
auslindische Unternehmungen; am Fu8e der Tabelle ist der jewcilen 
erzielte durchschnittliche Zinsfu8 angegeben. 

In der zweiten Zusammenstellung ist der gegenwirtige Stand der 
Verhialtnisse in der Schweiz dargestellt*); man kan daraus die Unter- 
schiede zwischen den Anstalten verschiedener Linder ersehen. Hier 
beziehen sich die nicht eingeklammerten Zahlen auf die Kapitalver- 
sicherung, die eingeklammerten auf die Rentenversicherung. 


RechnungszinsfuS und durchschnittlich erzielter Zinsfu8 der in Osterreich 
titigen Gesellschaften. 


oe | 1898 | 1899 | 1900 | 1901 | 1902 | 1903 | 1904 | 4905 

: Sn ara = 
5 eS Oe Ss PY Ree pa ea a ye 

4/18 (6)/14 @) 14 @)| 14 @ 18 (6) | 18(16) | 11 i © 1 6 ©) 

7 seam 82S, a See r= ——, 

34° | 5(11)| 9(41)| 9(41) 100) | 1 Ha aay 15 (12) | 1300) 
3 Seep O) dean (D) pS 1) (6) (8) 8) (5) 
Erzielt| 4,04 | 4,08 | 4,21 | 4,07 | 4,08 | 4,05 | 4,03 | 4,06 


Rechnungszinsfu’ und durchschnittlich erzielter ZinsfuB der in der Schweiz 
tatigen Gesellschaften 1907. 


| Gesellschaften 
P & schweizer. | deutsche | franzésische | englische | amerikan. 
verwenden den nebenstehenden ZinsfuB in --- Tarifen 

4 | 3 (8) yrs lee We ane ae 3 (4) 
31/4 oe) eee wat A oe po ears 
3Y, 10 (8) 8 (10) 5 (13) ED) i876) 
3 pao 7 (1) ATS 3 (6) i 
2°/, - --— -— 1 — _- — 
a1, eae ee eset = ef 
Erzielt | £160 4 413 | 3,86 =| 4,00 4,50 


fis muB bemerkt werden, da in der sozialen Versicherung fiir die 
Wahl des RechnungszinsfuBes zum Teil andere Gesichtspunkte zu gel- 
in haben. Vor allem handelt es sich hier mit Riicksicht auf die 
1) Die sede Versicherungsunternehmungen etc., 1898—1905, Wien 1901 


bis 1909. 
2) Bericht des eidgen. Versicherungsamtes tiber die privaten Versicherungs- 
anternehmungen in der Schweiz 1907, Bern 1909. 
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zu versichernden Bevélkerungskreise darum, die Beitrige médglichst 
niedrig zu bemessen; hierfiir ist aber nicht nur der Versicherungs- 
plan, sondern auch der ZinsfuB maSgebend: je héher die Kapitalien 
verzinst werden, um sc maBiger fallen die Beitrige aus. Die Gewinn- 
bildung hat hier nur dem Zweck der Ansammlung ausreichender 
Riicklagen zur Sicherung der Hinrichtung gegen auBergewdhnliche 
Stérungen zu dienen; besteht Versicherungszwang, so entfallen die 
Aufwendungen fiit die Erneuerung des Versichertenbestandes. Da es 
sich ferner in der sozialen Versicherung um Ereignisse handelt, bei 
denen auf groBe Bestindigkeit nicht gerechnet werden kann, so lassen 
schon die statistischen Grundlagen eine Rechnung auf lange Zeit nicht 
za und miissen von Zeit zu Zeit revidiert werden; bei solcher Ge- 
legenheit wird auch die Zulassigkeit der Beibehaltung des ZinsfuBes 
zu priifen sein. So nimmt, der Entwurf des dsterreichischen Gesetzes 
betreffend die Sozialversichsrung den RechnungszinsfuB mit 4°, an, 
sieht aber eine Revision der Rechnungen vor Ablauf von 12 Jahren 
vor. Das dsterreichische Privatbeamtengesetz rechnet mit 3%/,°/,, vor- 
liufig fiir einen Zeitraum von 20 Jahren‘ 

Aus diesen Erwagungen ist der SchluB zu ziehen, daB soziale 
Versicherungseinrichtungen mit Zwangsprinzip den Rechnungszinsfub. 
naiher an den wirklich erzielbaren heranriicken diirfen. 


300. Auf die Verzinsung beztigliche GréBen und Pormeln. 
Der einfachste Ausdruck der Verzinsungsstarke eines Kapitals bestebt 
in der Angabe des wirklichen Zinsfues, d. i. des am Ende des Jahres 
falligen einjabrigen Zinses vom Kapital 1 (beliebige Geldeinheit). Er 
werde mit 7 bezeichnet.") Dann ist 1007 der Prozentsatz, d. i. der in 
gleicher Weise definierte Zins vom Kapital 100. Demnach entsprechen 
die Werte 7 = 0,03, 0,035, 0,04, 0,045, --. den Prozentsiitzen 3, 34/, 
4, 4's, ay 

Za dem Zinsfube tritt der Verzinsungsmodus. Man unterscheidet 
einfache und zusammengesetzie Verzinsung; bei den Jebensversiche- 
rungsrechnungen tritt namentlich der letztere Modus in Kraft. 

Bei der einfachen Verzinsung wichst der Zinsertrag proportional 
mit der Anzahl der Jahre, durch welche das Kapital zinstragend an- 
gelegt ist, so daB das Kapital 1 bei dem ZinsfuBe ¢ in m Jahren den 
Zins ni abwirft und auf die Héhe 1 + nz anwiichst. 

1) In diesem Teile des Buches wird yon der durch die englischen Aktuare 
ausgebildeten Bezeichnungsweise Gebrauch gemacht, die sich durch einen hohen 
Grad von Konsequenz auszeichnet und immer weitere Verbreitung findet, wie 
dies aus den Verhandlungen der bisher abgehaltenen internationalen Aktuaren- 
kongresse und aus der neueren versicherungstechnischen Literatur hervorgeht. 
Kine Zusammenstellung dieser Bezeichnungen, deren sich auch das Text-Book 
bedient, befindet sich in den ,/Transactions of the second International Actuarial 
Congress, London 1898". 
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Wird jedoch bedungen, daB von dem jahrlichen Zinse 7 nach 
jedem m-tel des Jahres die entsprechende Quote ~ fiallig, aber nicht 
ausbezahlt, sondern zum Kapital geschlagen (kapitalisiert) und von 
da ab in derselben Weise weiter verzinst werde, so tritt zusammen- 


gesetzte Verzinsung oder die Ansammlung von Zinseszing ein, und 
aus dem Kapital 1 wird am Ende des ersten Jahres 


- a\m 
(E5)> 
so daB der wirkliche Zinsertrag dieses Jahres 
4\m 
(Letra 
ist. In » Jahren erreicht das Kapital unter diesen Umstanden die Héhe 


(1 oi =) (1) 
und liefert den Zins 


Der Annahme m= 1 entspricht gangdhrliche Kapitalisierung der. 

Zinsen; bei dieser erreicht 1 in m Jahren die Héhe 
(1+ 0)"; (2) 
1+ heiBt der Aufzinsungsfaktor. 

Der Annahme m = co entspricht kontinuierliche Verzinsung, also 
bildlich ein gleichmaBiges FlieBen des Zinses, der fiir jedes Zeit- 
teilchen proportional ist diesem und dem Kapital an seinem Beginne; 
bei ihr erreicht, weil 

ert alae eee 

wenn e die Basis des natiirlichen Logarithmensystems bedeutet, das 
Kapital 1 im ersten Jahre die Hohe 

é 
und in » Jahren die Héhe 

eo 
liefert also den Zins ¢& —1, beziehungsweise ¢‘ — 1. 

In dem Ansatze 


1am = (1 +5)" (4) 


bedeutet «™ den wirklichen Zinsfu8, welcher dem Zinsfube 7 bei 
m-maliger Kapitalisierung wihrend des Jahres fquivalent ist; ein 
Kapital, zu diesem Zinsfube mit ganzjabriger Kapitalisierung der 
Zinsen angelegt, erreicht in einer beliebigen Anzahi yon Jahren die- 
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selbe Héhe, wie wenn es zum ZinsfuBe 7, bet m-maliger Kapitalisie- 
rung der Zinsen wahrend eines Jahres, auf dieselbe Zeit angelegt 
wire. In nachstehender Tabelle sind einige Werte von i” zusammen- 
gestellt. 


AO) 
EE BEERS. fr l 
m = 2 maa4 | m= 12 Mm == CO 
a = 

0,030225 | 0,030339 0,030416 0,030455 
0,035306 0,035462 0,035567 0,035620 
0,040400 0,040604 0,040742 0,040811 
0,045506 0,045765 0,045940 0,046028 
0,050625 0,050945 0,051162 0,051271 


Zu 4°, bei monatlicher Kapitalisierung der Zinsen wichst also ein 
Kapital ebenso rasch wie zu 4,074%, bei ganzjahriger Falligkeit der 
Zinsen. 

Aus der Gleichung 


e=14i 


ergibt sich derjenige ZinsfuB 0, der bei kontinuierlicher Verzinsung 
dem ZinstuBe 7 bei ganzjaihriger Zinsfalligkeit aquivalent ist; er ist 


d= Log(l+i)=i-L4E-... (6) 


und wird die Verzinsungsintensita genannt; Log bezeichnet den natiir- 
lichen Logarithmus. 
In dem Ansatze 


(1-420)" a1 yi 


bezeichnet j,,) Jenen nominellen ZinsfuB, der bei m-maliger Falligkeit 
der Zinsen wahrend eines Jahres dem wirklichen Zinsfu8e i entspricht; 
die Auflésung ergibt 


oe 1 


iq mtd +O —M-5-H(-3) +A) (1-3) © 


1 
(1+7)"—1 bezeichnet aber den auf einen Kapitalisierungstermin 
entfallenden Zins, j,,. ist also das m-fache dieses terminlichen Zinses. 
Insbesondere ist 
1 


jay = lim ©" = Log (1 + i) = 8; (7) 


m 
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der der kontinuierlichen Verzinsung entsprechende nominelle ZinsfuB 
ist also gleichbedeutend mit der Verzinsungsintensitit. 

Der gegenwartige oder diskontierte Wert des Kapitals 1, zahlbar 
nach m Jahren, ist unter der Voraussetzung, daB die Zinsen m-mal 
im Jahre kapitalisiert werden, gleich 

a (8) 


0) 
und bei Vereinbarung ganzjahriger Zinsfalligkeit gleich 


1 
ata? . 
die GréBe 


vasa +i 


heiBt der Abzinsungs- oder Diskontierungsfaktor. 
Man kann die Ausdriicke 
4\mn 4 Y- mn 
(lta) i ctmds (14-5) 


m 
als Verallgemeinerungen der Ausdriicke 
(1+7)" und (1+7%)-* 


1 eee Be OS Ades 
ansehen, wenn man — Jahr als Zeiteimheit, — alg den ihr entsprechen- 


den ZinsfuB auffaBt; mn ist daun die Anzahl der in Jahren ent- 
haltenen Verzinsungstermine. Die Zinstafeln, welche die HEndwerte 
und die Anfangswerte des Kapitals 1 bei gegebenem ZinsfuBe und 
gegebener Anzahl von Zinsperioden angeben, kénnen demnach ebenso- 
wohl bei ganzjihriger wie bei ratenweiser Falligkeit, der Zinsen an- 
gewendet werden. Will man z. B. den Endwert von 1 bei 5%, und 
4 jahriger Kapitalisierung der Zinsen nach 64 Jahren wissen, so geht 


man in die Tafel der Endwerte mit = == 1,25°/, und mit 27 Zeitein- 
heiten ein; und der gegenwartige Wert von 1, zahlbar nach 8 Jahren 
5 Monaten, bei Anrechnung von 6%, Zinseszins und monatlicher Kapi- 
talisierung, ergibt sich aus der Tafel der gegenwartigen Werte bei 
<= 0,5% und 101 Zeiteinheiten. 


Die Differenz zwischen einer kiinftig zahlbaren Summe und ihrem 
gegenwartigen Werte bezeichnet man als Diskont. : 
Der allgemeine Ausdruck fiir den Diskont ist 


—™mn 


1-(1+5) 
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wenn i der ZinsfuB, wenn die Zinsen m-mal im Jahre kapitalisiert 
werden und das Kapital nach » Jahren fiallig ist. 

Fir m=n=1 ergibt sich der Diskont d fiir das Kapital 1, 
zahlbar nach 1 Jahr bei ganzjaéhriger Zinsfalligkeit: 


a ee a Sete (10) 
t 4 


der letzte Ausdruck gibt eine einfache Bedeutung von d: es ist der 
einjihrige Zins des gegenwirtigen Wertes v. 

Jede periodisch wiederkehrende Zahlung wird eine Rente genannt; 
ist ihre Dauer im voraus bestimmt, so heiBt sie eine sichere Rente 
oder auch eine Zeitrente. 

Der Endwert einer prdéaumerando, d.i. immer am Beginne des 
Jahres zahlbaren, sofort beginnenden und » Jahre wahrenden sicheren 
Rente 1 am Ende des n-ten Jahres betrigt bei ganzjahriger Zins- 
falligkeit 


Sq a eee te +p a OtPat yy R11) 
Der gegenwartige Wert der nimlichen Rente ist 


cited pete ist, ay 


insbesondere ist der gegenwirtige Wert einer immerwihrend zahl- 
baren oder ewigen Rente gleich 
. te 2 1 1 
Ae ln Sige gion eee G8) 
fir «+ = 0,03, 0,035, 0,04 0,045 0,05 
ist a = 34,333, 29,571, 26,000, 23,222, 21,000; 


der gegenwirtige Wert einer immerwahrenden jahrlichen Zahlung 
von 1 ist also bei 4°/, Zinseszins rund 26. 

Der Endwert und der gegenwirtige Wert einer postnumerando, 
d. i. immer am Ende des Jahres zahlbaren Rente ist unter den 
gleichen Bestimmungen wie oben beziehungsweise: 


sq—1+(Lt)+(AtIte- + tiara! 4) 


At—e') i-o 


ag =v +03 ¥- eee + vo" = a — ; . (15) 


Nachstehende Tabelle enthélt eine Zusammenstellung einiger 
wichtigen, auf die Verzinsung beziiglichen GréBen und ihrer gemeinen 
Logarithmen fiir die gangbaren Prozentsiitze. 
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Versicherungswerte. 


| 3 °/ etek shae ees 
GriBe j- - - ae ioe ane Brie as fs Se 
| num | log num log num log 
-- | 0,03 | 94771213] 0,035 | 2,5440680] 0,04 | 2,6020600 
i+i || 1,03 | 0,0128372] 1,035 | 0,0149403] 1,04 | 0,0170333 
1 
(14-1) i aiastoa) 0,0064186 } 1,0173495 | 0,0074702] 1,0198039 | 0,0085167 
1 
A+ a4 | 1,0074171 | 0,0032093 } 1,0086374 | 0,0037851 | 1,0098534 | 0,0042583 
v 0,9708738  1,9871628] 0,9661836| 1,9850597] 0,9615385  1,9829667 
1 Hi \ 
vz esi 1,9935814] 0,9829464 | 1,9925298} 0,9805807 | 1,9914833 
cease) # ee - 
v4 Agespeet 1,9967907 | 0,9914365 | 1,9962649 | 0,9902427 | 1,9957417 
d | 0,0291262 | 24642840} 0,0338164| 25291277] 0,0884615 | 2,5850267 
é | 0,0295588 | 2,4706868 | 0,0344014 | 2,5365765 | 0,0892207 | 2,5935155 
Ie) || 0,0297788 | 2,4738999 | 0,0846990 | 25403170] 0,0396078 | 2,5977807 
Sea) || 00296683  2,4722927} 0,0845498 | 2,5894454| 0,0394136 | 2,5956464 
daz) 0,0295952 | 2,4712217] 0,0344508 | 2,5371992) 0,0392848 | 2,5942146 
= —— : ; 
44% 5°, 
GréBe_ | ~~ - = 
| num log num log 
i —s || 0,045 ~—s |: 26532126] 0,05 2,6989700 
i+ || 1,045 | 0,0191163 | 1,05 0,0211898 
1 | 
(1+ 42 | 1,0292524 | 0,0095581] 1,0246951!| 0,0105946 
1 
(1+ 4)4 || 1,0110650| 00047791] 1,0122722 | 0,0052973 
. © 0,9669378 | 1,9808837 | 0,9528810| 1,9788107 
1 t 
v2 0,9782320 | 1,9904419] 0,9759002| 1,9894054 
1 
ot 0,9890562 | 1,9952209] 0,9878767 | 1,9947027 
d 0,0430622 | 2,6340962] 0,0476190 | 2,6777807 
r) | 00440169 | 2,6436194| 0,0487902 | 2,6883322 
Je) 0,0445048 | 26484072} 0,0493902 | 2,6936404 
Jw) 0,0442600 | 2,6460110| 0,0490889 | 2,6909835 
Jas) 0,0440976 | 2,6444149] 0,0488892 | 2,6899130 


§ 2. Erlebensversicherungen und Renten. 


201. Wert einer Anwartschaft. Erlebensversicherung. 
Unter einer Anwartschafi verstebt man das Anrecht auf eine Geldsumme, 
die zu einem bestimmten Termine fallig wird unter der Voraussetzung, 
daB ein bestimmter, an sich ungewisser Tathestand erfiilit ist. 

Die Elementaraufgabe der Versicherungsrechnung besteht in der 
Wertbemessung von Anwartschaften. 


Czuber, Wabrscheinlichkeitsrecbnung. II, 3. Aufl. 16 
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Ist die Wahrscheinlichkeit des Tatbestandes bekannt, so versteht 
man unter dem gegenwartigen oder kurzweg dem Werte der Anwart- 
schaft die auf die Gegenwart diskontierte auf sie beztigliche mathe- 
matische Erwartung, also das Produkt aus drei Faktoren: aus der 
Summe selbst, der Wahrscheinlichkeit ihrer Realisierung und dem der 
Zwischenzeit entsprechenden Diskontierungsfaktor. 

Dieser Wertbestimmung liegt folgende Erwagung zugrunde: 
Wirde fiir eine groBe Anzahl gleicher Anwartschaften eine ihrem 
Werte gleichkommende Summe deponiert und in der Zwischenzeit zu 
dem der Rechnung unterlegten ZinsfuBe verzinst, so erreichte sie eine 
Héhe, um die mit gréBter Wabrscheinlichkeit zu gewartigende Anzahl 
rginstig“ verlaufender Fatle gerade zu befriedigen (s. Nr. 88—89). 

In der Lebensversicherungsrechnung hat man es mit Anwart- 
schaften zu tun, die vom Leben und Sterben, im weiteren Sinne von 
bestimmten Zustinden der Menschen abhangen. 

Eine Person des Alters x, welcher fiir den Fall und fir den 
Moment, wo sie das héhere Alter x+m erreicht, eine bestimmte 
Summe zugesichert ist, befindet sich im Besitze einer Anwartschaft, 
die man als Erlebensversicherung, auch Erlebensfallversicherung be- 
zeichnet; m ist die Dauer derselben. 

Ist K das versicherte Kapital, ,p, die Wahrscheinlichkeit, daB 
innerhalb der Gesamtheit der versicherten Personen eine solche des 
Alters x das Alter +n erlebt, » der dem gewiahlten ZinsfuBe ent- 
sprechende Abzinsungsfaktor, endlich ,H, der Wert der Versicherung, 
so gilt der Ansatz: 

AD om K,.p,0. 


Weil K in dieser Formel eine von x und » unabhingige Rolle epielt, 
so wird in den allgemeinen Rechnungen das versicherte Kapital mit 
1 angenommen; alsdann ist 


wig = UA Dae (1) 

Wenn die Absterbeordnung der versicherten Gesamtheit in Form 

einer Sterbetafel der iiblichen Gestalt (s. § 3, Abschnitt II des vierten 

Teiles) gegeben ist, so driickt sich ,p, durch die Zahlen der Leben- 
den wie folgt aus: 


nPx 2a L ? 
dadurch wird 
E = natn an OT etn 
nx | aT ahcn oy oe 
fy v L 


Fir die praktische Durehfiihrung der Rechnungen hat es sich als 
zweckmiBig erwiesen, aus den Zahlen J, der Sterbetafel die Zahlen 
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D, = “1, (2) 
abzuleiten, die man die diskontierten Zahlen der Lebenden nennt. 


Mittels dieser ergibt sich die fundamentale Formel fiir die Erlebens- 
versicherung: 


Dyin 
ON oy : (3) 


zx 


Hine andere SchluBfolgerung zur Ableitung dieser Formel ist die 
folgende: Von 1, Personen des Alters z, deren jede eine Erlebensver- 
sicherung vom Betrage 1 zum Alter 2+ abschlieBt, erleben der 
wahrscheinlichsten Kombination gemiB 1, ,,, dieses hahere Alter, wah- 
rend 1,—1,,,, vorher sterben; an die Uberlebenden kommt die Summe 

ist; der auf 


i.,, zur Auszahlung, deren gegenwirtiger Wert v"l,, , 
eine Person entfallende Amteil dieser Anwartschaft ist at 


Aus der Tafel VIII, welche die Erfahrungen H¥ der 20 briti- 
schen Gesellschaften in der Ausgleichung des Text-Book wiedergibt 
und mit 32°, rechnet, ist beispielsweise 


Ds, = 31953, Dey = 1469,1 
zu entnehmen; hiernach ist der Wert der Erlebensversicherung 1 einer 
30jahrigen Person zum vollendeten 60. Lebensjahre 


7469,1 f 
30-30 => $068 — 0,2337, 


der Wert einer solchen Versicherung auf 100 # also 23,37 M. 


302. Begriff der Rente. Die Pranumerando - Leibrente. 
Unter einer Rente im versicherungstechnischen Sinne versteht man, in 
des Wortes einfachster Bedeutung, die periodisch wiederkehrende 
Zahlung eines voraus bestimmiten Betrages, deren effektive Dauer von 
der Dauer eines bestimmten Zustandes der (zahlenden oder empfan- 
genden) Person abhingt. Im gewdhnlichen Falle betrigt die Periode 
ein Jahr. 

Besteht der Zustand darin, daB die Person, an welche die Rente 
gebunden ist, lebt, so nennt man die Rente eine Levbrente. 

Die prinumerando zahlbare oder vorschiissige Leibrente 1, deren 
erste Zahlung sofort, die letzte am Beginne des Sterbejahres der 
Person (x) erfoigt, stellt sich als eine Summe von Erlebensversiche- 
rungen dar, deren erste sofort und sicher, die 2weite, dritte,--- nur 
dann zur Auszahlung kommt, wenn die Person nach einem, zwei, 
..- Jahren am Leben ist; bezeichnet man ihren Wert mit a,, mit 
«o —1 das héchste Alter (in ganzen Jahren), des noch vollendet wer- 
den kann, so ist 

16* 
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9, ol, af i, ae Li, eesaene patos 
artickt man die F nach der Formel (3) aus, so ergibt sich: 


D et Desit Deiat’ Tie oe fee) N, 4 
oe Sa ee GF Sr Eee a EGE (4) 


z 


isp. = D, aU iy ees te (5) 
gesetzt und die Summierung bis zum Schlusse der Tafel geftihrt wird. 
Die Zahlen NW, treten unter dem Namen Summen der diskontierten 
Zahlen der Lebenden als xweite Kolumne zu den Zahlen D,, binzu. 
Aus der Formel (4) ergibt sich durch die folgende “Zerlegung 
einer Rekursionsformel zur Berechnung der Rentenwerte fiir alle 
Alter; es ist 


wenn 


D; - 
a == st, saree eae 


Dy, D, z+1 


+1 Na43 


dei. 

a,= 1+ vp,a,,1- (4*) 
Geht man vom héchsien Alter m—1 aus, bei dem noch Lebende 
vorhanden sind und fir das a,_,— 1 ist, so kann man mit Hilfe der 
Lebenswahrscheinlichkeiten und des Abzinsungsfaktors alle Renten - 
berechnen. on 

Diese Art der Rentenberechnung ist in England von George 
Barrett 1786 zuerst ersonnen worden; die umfangreichen, danach 
berechneten Tafeln hat jedoch ihr Verfasser nicht verdffenthcht. Hrst 
durch Francis Baily ist das Verfahren 1812 der Royal Society be- 
kannt gegeben und 18123 in der Schrift: Doctrine of Life Annuities 
and Assurances’ ver@ffentlicht worden. Auf dem Kontinent kam je- 
doch Johann Nic. Tetens den Englandern zuvor, der schon 1785 
das namliche Verfahren in dem Werke: ,,Kinleitung zur Berechnung 
der Leibrenten“ (Leipzig, 2 Bde., 1785—1786) vorfithrie; ihm ge- 
biihrt daher die Prioritat der Erfindung der diskontierten Zahlen, die 
so wichtig geworden ist fiir die Entwicklung der Lebensversicherungs- 
rechnung.') 

Tafel VIII enthalt sowohl die Kolonnen der Zahlen D und N, 
als auch die Werte der Prianumerando-Leibrente fir alle Alter; hier- 
nach ist beispielsweise der Wert der Leibrente 1 einer 30 jhrigen 
Person: 

gg == 19,441, 


1) Text-Book I, p. 108 ft.; G. Boblmann, Encykl. der mathem. Wissen- 
achaften I, p. 876. — Nach einer Bemerkong L. Goldschmidts (Berichte, 
Devkschriften und Verhandlungen des V. intern. Kongr. f. Versicher.-Wissensch., 
Berlin i906, UI, p. 232) steht die Priorit&ét nicht fest und erecheint es nicht aus- 


geschlossen, daB die Methode doch nach England, vielleicht auf Simpson, zu- 
stickfiihrt. 
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der Wert einer solchen Rente im jihrlichen Betrage von 100 gleich 
1944,1. 


303. Die Postnumerando-Leibrente. Zum Unterschiede von 
der vorigen ist diese Rente, auch nachsehiissige Rente genannt, zahl- 
bar am Hnde eines jeden Jahres, das die Person (x) durchlebt, zum 
letztenmale daher am Ende des dem Todesjahre vorangehenden Lebens- 
jabres. Gegentiber der priénumerando zablbaren Rente entfallt die 
erste sofortige Zahlung des Betrages 1, im tibrigen verhilé sich alles 
wie dort. Bezeichnet man also ihren Wert mit a,, 80 ist 


a,=a,—1, (6) 
und in den Zahlen D, N ausgedriickt: 


a, Sars ee . (7) 

Man braucht in der Tafel VIII die Zahlen der Kolonne a, nur je 
um 1 zu vermindern, um die Werte der postnumerando oder nach- . 
schiissig zahlbaren Rente zu erhalten. Fir eine 30jahrige Person 
z. B. hat eime soiche Rente vom Betrage 1 den Wert 18,441. 

Man kann mit gleichem Rechte die vorschtissige wie die nach- 
schiissige Rente als das Primére betrachten. Aus der Voranstellung 
der nachechtissigen Rente ist die bei den englischen Aktuaren urspriing- 
lich tblich eae Definition der Summen N,, derzufoige unter N, 
die Summe D,,, + D,,,+--- verstanden wurde, za erkléren, so daB 


N 
dann = der Ausdruck fiir die machschilssige Rente war. In den 


neveren Tabelien, die sus Ania® der Messung 1863—1893 angelegt 
worden sind, wird die Summe WN, im obigen Sinne (5) geftibrt, zum 
Unterschiede zu der friiheren Auffassung aber typographisch anders 
(N,) dargestellt. Auf diesen Umstand muB genau geachtet werden, 
will man sich vor Verwechslungen bewahren. 


304. Aufgeschchene und temporire Rente. Hine - Leib- 
rente heidt aufgeschoben, weun ihr eventueller Beginn auf einen spa- 
teren Termin festgesetzt ist. Sie heiit tempordr oder eine kurze 
Rente, wenn ibre maximale Daver nach oben hin begrenzt ist. Beide 
Merkinale kGnnen auch zusammentreifen, und man spricht dann von 
einer aufyeschobenen kurzen Rente. 

Die um » Jahre aufgeschobene Prinumerando-Leibrente auf die 
Person (x), zum erstenmal also zahlbar nach m Jahren und dann jedes 
folgende Lebensjahr bis zum Tode, hat als Summe der Erlebensver- 
sicherungen ,,, ,4,0,, °°’ den Wert 

Dain t+ Dern peasetl oe Netn. (8) 


n|a, = Ei Sect \ 
D, Zz 
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die in gleicher Weise definierte Postnumerando-Renie, die also zum 
erstenmal am Ende des » + 1-ten Jahres fallig wird, hatte das Zeichen 


i, gleichbedeutend mit ,,,ja2 und den Ausdruck =. Man be- 


merkt, daB die Postnumerando-Leibrente gleichbedeutend ist mit der 
um 1 Jahr aufgeschobenen Rente, daB also a, = ,)a,. 

Zwischen der um n Jahre aufgeschobenen und der Rente einer 
z+m Jahre alten Person besteht ein einfacher bemerkenswerter Zu- 


sammenhang; aus (8) und a,,, = sje folgt namlich 
z+n 
D 
L2+R heat 5 Og 4 : * 
nid, = a pee oein = is re = U nPz* Azin (8 ) 


Zu dieser Beziehung gelangt man auch durch folgende Uberlegung. 
In den Bezug der aufgeschobenen Rente kommt (2) nur dann, wenn 
er das Alter x +m erreicht, wofiir .y, die Wahrscheinlichkeit ist; in 
diesem Augenblicke hat fiir ihn die Rente den Wert a,,,; folglich 
ist der gegenwartige Wert seiner Anwartschaft vo", pa... 

Die auf x Jahre abgekiirzte tempordre Rente, die also hdchstens 
n-mal zur Auszahlung kommt, ist als Summe der Erlebensversiche- 
rungen ,f,(= 1), ,B,, ---,-1H, gleich 


DoD 535 et wd 
= La ES D = ss 


z= 


? 
bezeichnet man also ihren Wert durch j,a,, so ist: 
Did Die ee De eee 
inidy = x z+ 4 etn rae Ty * 3 27" a — va.. (9) 


zx z 


Der letzte Ansatz bringt die Tatsache zum Ausdruck, daB die tempo- 
rire Rente gleichkommt der lebenslinglichen vermindert um die um 
ihre Dauer aufgeschobene Rente.*) . 

Die um n Jahre aufgeschobene, auf m Jahre abgektirzte temporiire 
Rente, die zum erstenmal nach » Jahren und dann héchstens m-mal 
zur Auszahlung kommt, stellt sich als Summe der Erlebensversiche- 
rungen 4, 4414) *** n¢m—14, dar; bezeichnet man ihren Wert mit 
alm@z) 89 ist 


Do eatteetasi ce ee te tnd 
alm: meni * ary 7) rs 


Pay» (10) 


D ne ae n¢mlz- 


1) Neben dem Zeichen jn, fiir die temporire Rente ist auch das Zeichen 
&, 5} gebréuchlich. 
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305. Mittlere Zahlungsdauer einer Leibrente. Be- 
ziebungen zwischen der Leibrente und einer Zeitrente. Die 
Zahlungsdauer einer Leibrente ist unbestimmt und fiir verschiedene 
Personen desselben Alters x ungleich. Ihr Mittelwert ist die ab- 
gekiirzte mittlere Lebensdauer e, als Durchschnitt der vollen Jahre, 
welche Personen dieses Alters zu durchleben haben (s. Nr. 257). 

Es ist aber ein Irrtum, zu glauben, die Leibrente einer Person (2) 
konne ‘als sichere Rente fir die mittlere Lebensdauer e, gerechnet 
werden. Es la8t sich vielmehr erweisen, daB die Leibrente kleiner 
ist als die so gerechnete Zeitrente. 

Betragt die abgektirzte Lebenserwartung » + 0, wo n die vollen 
Jahre und dé einen Bruchteil bedeutet, so ist der Wert der Zeitrente 


assy ltvtott--- fou" + dutth, 
weil am Beginne des 1., 2.,---%-+ 1-ten Jahres je 1, am Beginne 
des n +2-ten Jahres der Betrag @ entsprechend dem durchlebten 
Bruchteile des ietzten Jahres zu bezahlen ist. Hingegen ist die 
Leibrente 
a, = eae WP, U9 De a tes ee 


wobel 2 +x=—o@—1. 
Demzufolge ist 


ano) — 8, 
ay Pa be eal @ Meaty ec aaiecs wit Jel © Uae y 2) 
pete Oa gio yao i Ps 
Ee ee tg Pe et PO i Pel 
ta geo a CP, 
=i '[n + 8 — 1p. — sPy = = pei Pal 
zz ak are y Aa U” Pas 
da nun 
ee ee = 1Det2D,t++* + Po» 
z 
80 ist 
% +8 — 19. — Be ng Pe ng sPet + + 2Pey 
daher, wie leicht zu erschlieBen, 
aszai— a, > 9, 
also, wie behauptet worden, 
&, < anyol. 


Der Grund hiervon ist folgender: Wenn man von der Diskontie- 
rung absieht, so stellt sich die durchschnittliche Zahlung an einen 
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Leibrentner (x) auf 1+ ,p,+ p,+--'+,p,, 4. i. aunfn+041 
also ebenso hoch, als wenn er durch die Zeit e, die sichere Rente 1 
bezogen haben wtirde. Im Falle der Leibrente erstrecker: sich aber 
die eventuellen Zahlungen tiber eine liingere Dauer, werden daber von 
der Diskontierung stirker getroffen als bei der Zeitrente. 

306. Veriinderliche Renten. Bisher ist angenommen worden, 
da der Beirag der Rente durch ihre ganze Dauer konstant bleibe. 
In der Versicherungspraxis kommen aber auch verinderliche, ins- 
besondere in arithmetischer Progression wachsende Renten vor. Einige 
wichtige Formen verinderlicher Renten sollen im nachfolgenden ent- 
wickelt werden. 

1) Kine prinumerando zahlbare Leibrente auf das Leben (2), die 
mit 1 beginnt und jabrlich um 1 sieigt, ergibt sich sls Summe der 
Hrlebensversicherungen 

bet J 
(n aE 1 ) ae = +n 


=z 


von *#=0 bis m= @—1—2; denn nach Ablauf von » Jahren, am 


Beginne des 1 -} lten, betrigt die Auszahlung n+1. Bezeichnet 
man den Wert dieser Rente mit (/a),., so ist hiernach 


bP LPS ies Pa 


(Ja), == —=-—_+=-__— ees 
Dies 1é8t folgende Darstellung zu. Es ist 
D, + Di.1+ Digg t+ = N, 
Da i D, 4s sense Nas 
Dz 42 Se Nes 


fiihrt man als weitere Hilfszahien die Summen 


S,= N+ Nout Noe t-:: (11) 
ein, die sich gegentiber den Zahlen DO, als Doppelsummcn erweisen, 
indem N, == 2D, 8,= 2N, = DZZD,, so schreibt eich 


Ja), = = . (12) 


Tafel Vii enthali auch die Koloune der Zahlen S,. Danach ist 
beispielsweise der Wert einer in obiger Weise definierten Leibrente 
eines 30 jabrigen 


: 9656078 
(18)s5 = S7ogg7 = 802,196. 


Man kann die vorliegende Rente auch sls eine Summe von 
Renien auffassen, deren erste sofort beginnt, wahrend jede folgeade 
gegen die vorangehende um ein Jahr aufgeschoben ist; demnach ist 
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(Ta), = a, se 114 sf 2|4y a5 : 
und dies fiihrt mit Benutzung der Formel (8), Nr. 304, unmittelbar 
zur Formel (11). 
2) Allgemeiner: der Wert einer mit k beginnenden, jahrlich um 
kh wachsenden, beziehungsweise abnehmenden Leibrente auf das Leben 
von (x) ist die Summe der Anwartschaften 


D 
(k + wh) 


von n=O angefangen bis zum Schlusse der Tafel; gebraucht man 
das Zeichen (va), fiir eine in dieser allgemeinen Art variierende Rente, 
so ergibt sich: 
i kD, +&xWD git & 2h) Disat: 
(va), = eee 
KD, +Da 41 P33 DEMD sy: + 2De pat: ) 
dD 


z 


= BN EPS. 41 (18) 
Im Falle des unteren Zeichens sind k,h an die Relation AS,,,<hN, 
gebunden, soll der Wert der Rente nicht negativ werden. 
Fiir 4=1, h =1 und das obere Zeichen gebt (13) in (12) tiber. 
3) Die auf x Jahre abgekiirzte, mit 1 beginnende und jabrlich 
um 1 steigende Rente auf das Leben (x) werde mit (Ia), 4 bezeichnet; 
zunachst ergibt sich fiir sie der Ausdruck: 
Tie ee) 
(Ja). = Det 2Dopst 8Dorst FMD ep ans 
mit Hilfe der Kolumnen N und S l4Bt aber der Zibler eine ein- 
fachere Berechnung zu; es ist naémlich: 


xz 


D, + D, +1 oP 6 ee =N, rN es 
Dart sia “3 Dern Shoe = Ness ial Nets 
Te a ta nae 1 Ne 


die Summe der linken Seiten ergibt den Zahler, die der rechten ist 
S,- Seon — N43 mithin hat man 

S.—S.,.—0N. 

teas a : (14) 


2“ 


Mit Hilfe der Tafel VIII ergibt sich beispielsweise die auf 20 
Jahre abgekiirzte steigende Rente eines 30jahrigen 


< — 2012 638 — 20 - 184 709 
(50,59) = 128,599. 
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4) Die mit 1 beginnende, jabrlich, jedoch nur m — 1mal, um 1 
steigende und von da ab konstant bleibende Leibrente auf das 
Leben (x) werde mit (Jaa), bezeichnet; ihr Wert hat zunachst den 
Ausdruck: 

Di+2De grt 3 Dg et FMD ener t Dep at * Deg ngit” 
(Iqe)gn et Ease t Bova heh neon Tega Ree 
fir den Ziéhler kann aber 

D, F Sb Lia a 3D, .9 SE Sag (Di aS BAe 7 SDs +-::) 


geschrieben werden; demnach ist 
S, s 8, +n Z 
(74), = Bien 5 Terre (15) 


Die durch 20 Jahre, von 1 bis zum Betrage 20, ansteigende und 
von da ab konstant bleibende Rente eines 30jahrigen, mit den Grund- 
lagen der Tafel VIII gerechnet, ist 

(Txm)2))s0 as 9 656 sida 012 638 pa 239,212. 

307. Rentenherechnung aus Selekttafeln. Im vorstehenden 
ist stillschweigend an vollsténdige Aggregattafeln gedacht, die im Ge- 
brauche die vorherrschenden sind. Die Formeln kénnen auch fiir ab- 
gestutzte Aggregattafeln als geltend angesehen werden, wu nur die 
Zahlen der Lebenden einer solchen entnommen sind. Dea eine abge- 
stutzte Tafel strengere Sterbenswakrscheinlichkeiten, also kleinere 
Lebenswahrscheinlichkeiten aufweist, so werden die nach ihr gerech- 
neten Rentenwerte niedriger ausfallen; doch wird der Unterschied mit 
steigendem Alter immer geringer werden, weil die zur Ausscheidung 
gelangenden Beobachtungen an Umfang abnehmen. 

Za einer Bewertung der Renten, bei der die Wirkung der Aus- 
lese zum Ausdruck kommt, fihren Selekttafeln. Ist x das Beitritts- 
oder Ankaufsalter, so bat sich die Rechnung auf die Zahlenreihe 


Lie) ley +19 ieee Liey499 le yt0) leu Bs 
za stiitzen, wobei vorausgesetzt ist, daB die Tafel die ersten 10 Ver- 
sicherungsjahre auseinander halt und daran die SchluBtafel fiir alle 
héheren Versicherungsdauern fiigt, der die Zahlen von 1, ,,. aufwirts 
entnommen sind. Aus den diskontierten Zahlen 


Diy ep la) Dray 41 cae alae HET, ns Dixy +s aa ort] 


Die mm orth] 


{z]+9? 


und ihrer Summe 3 ge (16) 


Ni = Dee + Diggs + °° + Dieyas + Derry + °°: (17) 
ergibt sich der Wert der Leibrente fiir das Hintrittsalter 2: 


aa Dis 
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Mittels der Formeln (16) und (17) berechnen sich zur zweifach 
abgestuften Sterbetafel analog angeordnete Tafeln der D und der N, 
nach Erfordernis auch der S. 

Bei einer aufgeschobenen Rente, deren Aufschubsdauer » < 10 
ist, hat man zu schreiben: 

Nigitn ; 
n| Be = De } ( < lv) (19) 
ist die Aufschubsdauer » S 10, so sttitzt sich der Zihler bloB auf die 
SchluBtafel und die Formel lautet dann: 


N, 


al ea] = pe (n = 10). (20) 


Eine temporare Rente berechnet sich aus einer Selekttafel nach 
der Formel 


ee N, 
(z] iz] +n an 
hp era ces see (21) 


in der N,5,, durch N,,, zu ersetzen ist, sobald » die beriicksich- 
tigten Anfangsjahre (z. B. 10) erreicht oder iiberschritten hat. 

Zur Beurteilung der GréBenverhiltnisse von Renteu, die sich auf 
volistandige und abgestutzte Aggregattafeln und auf Selekttafeln 
stiitzen, diene die nachstehende Tabelle, deren Zahlen den British 


Office Life Tables 1893 entnommen aiid. 


Oe) mn (1)— @) @—-@) 
bs + 


ou | 0X) ne Bei- 


| 

JQ) oe von me) [ woul) 
20 | 21,808 | 21,299 20 21,521 [0,509 | 2, 2,38 |— “a — 1,33 
30 | 19,769 | 19,542 30 19,793 | 227 1,16 |+ 024; +0,12 
40 | 17,298 | 17,204 40 17,511 | 094 | 0.64 218 1,23 
50 | 14,330 | 14,282 | 50 14,693 |; 048 34 363 2,53 
60 | 10,972 | 10,953 | 60 11,625 | 019; 17 553 5,04 
70 7,616 | 7,614 70 8,371 | 002 03 755; 9,93 
80 4,771 | 4,770 : 4 001 02 Aaa ares 
90 2,778 | 2,773 . | 000 00 ; 
100 |; 1,547 | 1,647 000 00 ree 


Bei den Selektwerten der Rente wachet der Einflu8 mit dem 
zunehmenden Beitrittsalter und wird so erheblich, daB er bei dem 
Alter 70 nahe 10°, des Aggregatwertes erreicht. 


§ 3. Todoesfallversicherung. 


308. Darstellung einer normaien, lebenslinglichen Todes- 
fallversicherung durch die Leibreute. Hine Anwartschaft, die 
von dem Sterben einer bestimmten Person abhingt, wird eine Jodes- 
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faliversicherung genannt. Wird das versicherte Kapital ausbezablt, 
wann auch der Tod eintreten mige, so daB die Realisierung des Ka- 
pitals sicher und nur ihr Zeitpunkt unbestimmt ist, so heiBt die Ver- 
sicherung eine lebensldngliche oder vollstandige. 

Die normalen Bedingungen, unter welchen soiche Versicherungen 
abgeschlossen zu werden pilegen, sind die folgenden. Die Zahlung 
_ der Versicherungsjahre erfolat vom Zeitpunkte des Versicherangsab- 
schlusses; in diesem Zeitpunkte wird, wenn er nicht stimmt mit dem 
Geburtstage der Person, auf deren Ableben die Versicherung ab- 
geschlossen wird, dieser jenes Alter x zugeschrieben, das sie an dem 
dem Abschlusse nichstliegenden Geburtstage besitzt. Die Auszahlung 
des versicherten Kapitales erfolgt am Ende jenes Versicherungsjahres, 
in welchem der Tod von (x) eintritt (an den Uberbringer der Police 
oder an eine in der Police namhaft gemachie Person). 

Sowie Lebens- und Sterbenswahrscheinlichkeit in einfacher Be- 
ziehung zu einander stehen, weisen auch die Werte der Rente und 
der Abiebensversicherung auf ein und dasselbe Leben einen engen 
Zusammenhang auf. 

Rechnet man den Wert einer Kente 1, zahlbar am Ende jedes 
Jahres, in weiches die Person (x) eimtrit# — und das ist offenbar der 
um ein Jahr diskontierte Wert der auf die Person begriindeten Pri- 
numerando-Leibrente — und subtrahiert davon den Wert einer Rente 1, 
zahlbar am Hinde jedes Jahres, das die Person voilendef — und das 
ist die ihrem Alter entsprechende Postnumerando-Leibrente —, se 
heben sich alle Zahlungen auf bis anf die am Ende des Todesjahres 
zi leistende Zahlung 1, und diese stellt die im obigen Sinne definierte 
Todesfallversicherung dar; bezeichnet man ihren Wert mit 4_, 80 ist also: 


A,= va, —@,=va,—a,+1=1—(1—v)a,=1l—da,. (22) 


Man hat hiernach, um den Wert der Todesfallversicherung zu 
erhalten, die mit dem Diskont multiplizierte Leibrente von der Ein- 
heit zu subtrahieren. 

309. Direkte Bestimmung des Wertes einer Todesfall- 
versicherung. Die Wabrscheinlichkeit, daB die versicherte Person (a) 
im Laufe des v-ten Jahres, vom Abschlusse der Versicherung ge- 
rechnet, sterben werde, ist 


Gyyy oa 
v-114n = i } 
xe 


folglich hat die diesen Fall betreffende Anwartschaft auf das Kapital i 
den Wert 
ord, gee 


da 
e+v—-1 
v" -11%e = 0” i — ; 


‘2 v” L 


fiihrt man als neve HilfsgréBen die Zehlen 
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C,= vd, (23) 


unter dem Namen der diskontierten Zahlen der Toien ein, so schreibt 
sich der Wert jener Anwartschaft 


C, 

+r-1 

Pe Dea Se (24) 
Da non der Tod im ersten, zweiten, ---@ — a-ten und nur in 


einem dieser Jahre eintreten kann, so ist die Samme der auf dieze 

Hventualitéten beziiglichen Werte (24) der Wert der ganzen Ver- 
sicherung, also 

C+ ¢, — -+ 6, M, Pre 

es a ar ee Be (25) 


z 


wenn zu den Zaklen C, auch ihre Summenreihe, also die Reihe der 
Zahlen 

M, = C,+ Oly, + Qoagt-: (26) 
eingeftihrt wird. 

Tafel Vill enthalt die Kolonnen C,, M, und auch schon die aus- 
gerechneten Werie A,. Beispielsweise hat die Todesfaliversicherung 
aines 30-jahrigen auf das Kapital 1 nach den Grundlagen dieser Tafel 
den Wert 0,34257, auf das Kapital von 1000 also 342,57. 

Die Obereinstimmung der Formeln (22) und (25) ist leicht zu 
erweisen. Hrsetzt man in (23) d, durch die Differenz /, —1,,,, 
80 wird 

C, rs gerd seer Vile 4 oa oD, are Dy 433 


daraue ergibt sich durch Summierung: — 
M,=0N,— Ni, =vN,— N,+ D, 


: +1 
and nach Division durch D,;: 
A,=va,—a,+1=1—(1 — v)a,. 

S10. Aufgeschobene und temporare Todesfaliversichs- 
rungen. Summiert man den Ausdruck 


=3, (@) 


welcher den Wert der Anwartschaft 1 der Person (2) ) fir den Fall 
ihres Ablebens im v-ten Jahre darstellt, erst von v=m-+ 1 an, so 
heift dies, daf in den » ersten Jahren nach AbschlaB der Versiche- 
rung der Tod keine Anwartschaft begriindet (Karenzzeit von n Jahren); 
die Todesfaliversicherung hei8t dann eine (um » Jahre) aufgeschobene, 
and ibr Wert ist — 


Creek 


C. yt © oe i M. ties PD Mh, : Fe: 
Ay m eet pees Meee Tat et Bday 2D 


fA < a abn 
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Nach den Daten der Tafel VIII hat eine um 10 Jahre aufge- 
schobene Versicherung. des Kapitales 1 auf den Todesfall einer 
30-jahrigen Person den Wert 

8761,58 
11430 = 34 953 = (927420 
gegentiber dem Werte 0,34257 einer sofort beginnenden Versicherung. 
Aus der am Schlusse der vorigen Nummer bentitzten Relation 


C, = 0D, — Dy 41 
' folgt auch 
MM ON er eat 
und daraus 
nig = nl 2a 241129 (28) 


‘wodurch die aufgeschobene Todesfallversicherung durch aufgeschobene 
-Renten ausgedriickt erscheint. 

Summiert man («) von y= 1 nur bis vy =x, so heiBt dies, daB 
der Tod, wenn er spiiter als nach m Jahren eintritt, keine Anwart- 
schaft begriindet; man nennt die Versicherung eine kurze oder tempo- 
rive Todestallversicherung; ihr Wert ist 


iG Coa et eye maid to M, . 
D ae D 


x = 


= = A,—,4 


2» (29) 


the = 


oder durch Renten dargestellt, wenn man beachtet, daB A,—1—da, 
und ,)A, = ,E, Ags, = pl, (1 — da,,,): 


a e+n 


Dy +5 : j 
dp = 1d (a, —“$ #544) sual aa, — gh 
Beispielsweise ist die nur bis zum 60. Jahre wihrende Todesfall- 
versicherung auf das Kapital 1 bei einem 30-jaéhrigen 


10 946,14 — 4735,38 
Reba Lak 
Summiert man den Ausdruck (2) von v=n+1 bisv=n+™m, 
so bedeutet dies, dab der Tod keine Anwartschaft begriindet, falls er 
in den m ersten Jahren oder spiter als nach m+ m Jahren eintritt; 
man spricht dann von einer aufgeschobenen tempordren Todesfallver- 
sicherung, deren Wert gleich ist 


jso450 ae 


Cornt Crpn-a ttt Cop ntma1 Man Morne 30 
D D, aie ( ) 


« 


nlm wv 


Kine vom vollendeten 40. bis zum vollendeten 60. Jahre wih- 
rende Todesfallversicherung eines 30-jahrigen hat nach Tafel VIII 
den Wert 


8761,58 — 4735,38 
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Mit Riicksicht auf die Formel (27) erscheint ,,,4, als Differenz 
zweier aufgeschobenen Todesfallversicherungen. 

311. Variable Todesfallversicherungen. Die Héhe des ver- 
sicherten Kapitales kann von dem Zeitpunkte abhiingig sein, in welchem 
die Person stirbt, auf welche die Versicherung lautet. 

Ein allgemeiner Fall einer derartigen variablen Todesfallversiche- 
rung besteht darin, daB das versicherte Kapital k betrigt, wenn der 
Tod im ersten Versicherungsjahre eintritt, und daB es dann von Jahr 
za Jahr um fh steigt oder fallt. Der Wert (vA), dieser Versicherung 
ist die Summe der Ausdriicke 


Cc 
(k + mh) Se 


von x= ( angefangen, so daf 
CO, +GLMC, 4, +6420, pg4--° 


(vA), = af 
_ CG, +C, cathe POT ac JDENCr r+ 2Cpgot-7)- 
Ds 
Nun ist 
Cost + ©, aye ts et 
Cis ute = M,,; 


folglich 
Oe a ee ee ee 
fiihrt man also die neue Kolumne von Hiliszahlen 
et My (31) 


ein, so schreibt sich 
kM, +hR,, 
A), = ==. 


z 


(32) 


Speziell hat die mit 1 beginnende, ea um 1 steigende lebens- 
Uitigliche Todesfallversicherung, da M,+ R,,,= R, ist, den Wert 
R, 
(1 A);= D ’ (38) 


in der Form . 


M, M,, 1 UM, +5 
50, han) eat 


geschrieben erscheint sie als Summe einer sofort beginnenden und. 
der um 1, 2, ---Jahre aufgeschobenen Todestallversicherung. 
Nach Tafel VIII ist 


294 665, 43 
(TA) ey = “Grapn = 922184; 


das versicherte Kapital kann hier die Héhe 1 + 71 = 72 erreichen. 
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Fiir die auf » Jahre abgekiirzte, mit 1 beginnende und jéhrlich 
um 1 steigende Todesfallversicherung ergibt sich der Ausdruck: 


C 2C ---+ nC, 
(LA).m= po aaa + + = 
da aber 
C, IP Oi Ba diska Ces a M, met iM 
Os oP eee at Cae aa Ma —S Me 
Ceo = Mees ier, 52 ge 
so driickt sich der Zihler mittels der Zahlen Wf und & durch 
R, — f,,, — 004. 
aus und es wird, wenn diese Zahlen zur Verfiigung stehen: 
R.—R —nM 
(TA)eq = Be Ee (34) 


Die Tafel VIII gibt als Wert einer auf 20 Jahre abgekiirzten 
steigenden Todesfallversicherung eines 30-jéhrigen: 


294 665,43 — 116 652,80 — 20 - 6788,01 
(1A)s0, 29 a es = 1,32233. 
Die mit 1 beginnende, bis zum n-ten Jahre jahrlich um 1 stei- 
gende und von da ab unveranderliche Todesfallversicherung hat als 
urspriinglichen Ausdruck 


Cyae 4 Creat ; ENO Sati Ce tat Cenct 
D ’ 


=z 


(Ty A), = 
der Zahler aber ist identisch mit 


C,, 25, 20241 ae BC, 49 Brecher (Ca, i 2U ey + BC, 40e8 se Es ‘) 


So R, Ne a as 
so daB in einfachster Form 
R, K; R, +n 
CAS (35) 


Beispielsweise hat die mit 1 beginnende, bis 20 steigende und 
auf dieser Héhe verbleibende lebenslingliche Todesfallversicherung 
eines 30-jahrigen nach Tafel VII den Wert 


. 294 665,43 — 116 652,80 
(137A) s0 = : . 


set Chee Ea Bene 


312. Todesfallversicherung nach Selekttafeln. Hine voll- 
stiindige Aggregattafel tiberschitzt die aus der Todesfallversicherung 
fiir die Anfangsperiode resultierenden Belastungen und unterschitat 
die der spiteren Jahre. Eine abgestutzte Aggregattafel bewertet 
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wegen der strengeren Sterbenswahrscheinlichkeiten die Todesfallver- 
sicherung héher als eine vollstindige, doch wird der Unterschied mit 
wachsendem Abschlu8alter immer geringer, weil die Erfahrungen, auf 
die sich die beiden Tafelformen stiitzen, einander immer naher kommen, 
ja in den hohen Altern vollkommen sich decken. 

Hine strengere Bewertung, die den Hinflu8 der Auslese in Rech- 
nung bringt, gewihrt eine Selekttafel. 

Aus der Tafel der Lebenden J,,,,, berechnet man eine ganz 
analog angelegte Tafél der Toten: 


inj 7 Layee om Viele eats (36) 
aus dieser die Tafel der diskontierten Zahlen der Toten: 
Cree ee mot dig at (37) 
und aus dieser schlieBlich die Tafel der Summen: 
Mrs: a Cast te Cate + Cray t42 ae (38) 


Mit Hilfe dieser Zahlen stellt sich der Wert der Todesfailver- 
sicherung fiir eine Person des Beitrittsalters x auf 
Sal 39 
[zl 2-5 Dray ( ) 

In gleicher Weise schreiben sich die Formeln fiir die aufgeschobene 
und temporare Todesfallversicherung analog jenen, die sich auf eine 
Aggregattafel beziehen, und kénnen auch mittels der auf der Selekt- 
tafel beruhenden Renten in der friiheren Gestalt angeschrieben werden; 


so z. B. ist 


A 


Aj, 
ni Are] = 02/8) — ant1| Bz}, USW. 

Um ein Bild von dem Unterschiede zu geben, den diese ver- 
schiedenen Bewertungsweisen der Todesfallversicherung zur Falge 
haben, ist die nachstehende Tabelle aus den British Offices Life Tables 
1893 konstruiert worden. 


=1—da,, 


210/ 
31%, 
a $= a - -- 
o¥ | o%® | Bei- | gil 2)—(1 1)—(3) 
Alterac | sees oo ee (2) Sas Way ee 
A alter A in % 
x e z {z] | absol 
g | @ | | wl roa (ty 
> Lae ab 
20 |0,26254/0,27977' 20 | 0,27224 | 0,01723 — 0,00970 | — 3,69 
30 | ,83150; ,33915) 30 ,33067; ,00766| 2,30 |+ ,00083 | + 0,36 
40 | ,41506| ,41823; 40 40784 ,00317| 0,76 00722) 1,74 
50 | ,51541| 51704; 50 50314) ,00163| 0,32 ,01227| 2,38 
60 | 62897) ,62962/; 60 ,61027| ,00065| 0,10 01870 | 2,97 
70 | ,74245| ,74252| 70 ,71691 | ,00007| 0,01 ,02664| 3,44 
80 | ,83869! ,83869| . q ,00000 | 0,00 : eo 
90 | 90623) ,90628 ; : 
100 | ,94779| ,94779 a | 


Cuuber, Wahrscheinlichkeitarschnung. II. 8, Aufl. 17 
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In Bestitigung der allgemeinen Bemerkungen sieht man tatsiich- 
lich die Héherbewertung durch die abgestutzte Tafel, die von 67/,°/q 
beim Alter 20 rasch abnimmt und beim Alter 50 nurmene 3°/,) betragt. 

Hingegen wachst der HinfluB der Auslese auf den Wert der 
Todesfallversicherung mit zunehmendem Alter und erreicht bei dem 
Hintritisalter 70 nahe 34°, des nach der vollstindigen Aggregattafel 
berechneten Wertes. 


§ 4. Gemischte Versicherungen. 


‘313. Die gemischte Versicherung. Wahrend bei der kurzen 
Todesfallversicherung das versicherte Kapital nur dann ausbezahlt 
wird, wenn der Tod einer bezeichneten Person innerhalb eines be- 
stircinten Zeitraumes eintritt, und bei der Erlebensversicherung nur 
dann, wenn die Person ein,bestimmtes Alter erreicht, kommt es bei 
der yemischten (alternativen, abgekiirzten) Versicherung, welche beide 
Versicherungsarten in sich vereinigt, unbedingt zur Auszahlung, und 
zwar, wenn der Tod innerhalb eines festgesetzten Zeitraumes erfolgt, 
am Ende des Todesjahres, und wenn der Versicherte das Ende jenes 
Zeitraumes erlebt, an ibn selbst sofort. 

Wenn 1 das versicherte Kapital und 2 das Alter des Versicherten 
ist, so stellt sich der Wert der auf m Jahre festgesetzten gemischten 
Versicherung, A,q, als Summe aus dem Werte ,,4, der auf » Jahre 
abgektirzten Todesfallversicherung und dem Werte ,E der um » Jahre 
aufgeschobenen Erlebensversicherung, so daB 


Ersetzt man die Teile der rechten Seite durch ihre Ausdriicke 
aus (29) und (3), so erhalt man: 


M,— M. ztn a Dyin 
Ag = tt (41) 
Die gomischte Versicherung gestattet aber auch eine der Todes- 
fallversicherung konforme Darstellung durch eine Rente; es ist nim- 


lich (s. Schlu8 von Nr. 309) 
M, =-vN, —N, +D, 


bo 


Wi: Se =0N,.,— Os Baik WS aie 


daher 
M,— M,,,+ D.,,= D,— (1 — »)(N, met Pars 


nach dieser Umformung ergibt sich 
Aaa 1 ~~ dias, (42) 


eine Forme}, die sich von jener (22) fix A, nur dadurch unterscheidet, 
daB an die Stelle der lebonslanglichen Rente die anf » Jahre abge- 
kiirzte getreten ist. 
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Unter der Form der gemischten Versicherung wird mitunter auch 
die lebenslingliche Todesfallversicherung betrieben, indem das  ver- 
sicherte Kapital bei Erreichung eines festgesetzten sehr hohen Alters 
zur Auszahlung gelangt; die Erlebensanwartschaft ist dabei so gering, 
daB sie gegeniiber der Todesfallanwartschaft villig zuriicktritt. So 
folgt die Gothaer Bank das versicherte Kapital bei Vollendung des 
90. Lebensjahres aus, und da sie mit einer Selekttafel rechnet, welche 
die ersten 7 Versicherungsjahre unterscheidet, so hat ihre zu diesen 
Bedingungen abgeschlossene Todesfallversicherung bei dem Hintritts- 
alter z den Wert 


Ais), 0-4 = 
wobei 
My = Cry + Geyai tee? + Cyse + Gear to ° 
In Tafel VII (Fortsetz. Vila) sind auf Grund der dsterreichisch- 
ungarischen Tafel fiir die gemischten Versicherungen und 34/,°/, Zins- 
fuB die Werte der zu den Altern 50, 55, 60, 65 abgektirzten Renten 
und daraus die Werte der zu den gleichen Zielen reichenden ge- 
mischten Versicherungen gerechnet.') Hiernach ist beispielsweise der 
Wert der gemischten Versicherung auf das Kapital 1, die ein 30-jah- 
riger zum 55. Lebensjahre abschlieBt — Versicherungsdauer oder 
Distanz 25 Jahre — 0,45995; bei Abschlu® auf das 65. Lebeusjabr 
— Versicherungsdaner 35 — betrigt ihr Wert 0,37104. 7 
314, Versicherung mit bestimmter Verfaliszeit (A terme. 
fixe}. Diese Versicherungsart hat mit der gemischten Versicherung 
das gemein, daB das Kapital unbedingt zur Auszahlung kommt. Da- 
durch jedoch, daB die Auszahlung am Ende des festgesetzten Termines 
erfolgt, gleichgtiltig ob die versicherte Person ihn erlebt hat oder 
vorher gestorben ist, wird der Wert der Versicherung unabhingig 
yon den Sterblichkeitsverhiltnissen und seine Bestimmung eine Auf- 
gabe der Zinseszinsrechnung; erst durch die Art der Erwerbung kann 
eine solche Kapitalsbegriindung in das eigentliche Gebiet der Lebens- 
versicherungsrechnung gelangen. 
Der Wert einer derartigen Versicherung auf das Kapitel 1, zahl- 
bar » Jahre nach AbschluB, ist 
Aq = 0". (43) 
Bei 3'/,%, ist beispielsweise, ohne Riicksicht auf das Alter, 
Asm = 0,8555, wihrend die gemischte Versicherung hei gicicher Lauf- 
zeit je nach dem Alter verschiedene, durchwegs héhere Werte besitat; 
so ist mit den Grundlagen der Tafel V, die mit dem gleiches Zins- 
fuBe rechnet, Aos,3 = 0,4278, Aso,7) = 0,4386, Ase,53) = 90,4548, 
Ago,30] = 0,4782, Aso, == 0,510. 


1) Durch die Freundlichkeit J. Altenburgers. 
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§ 5. Renten and Todesfallversicherungen von besonderer 
Zahlungsmodalitat. 


315. Renten von unterjahriger Palligkeit. Naherungs- 
formelu. Bei Renten koramt es sehr haufig vor, daB sie nicht jahr- 
lich, sondern in ktirzeren Terminen ausgezahlt werden. Ks handelt 
sich nun darum, solche Renten von unterjghriger Falligkeit auf nor- 
male Renten zuriickzufiihren. 

Eine Rente vom Jahresbetrage 1 sei jahrlich, bis zum Ableben, 


- iF: : 
pranumerando zahlbar in m Raten vom Betrage —; ihr Wert werde 


mit a” bezeichnet. Man nennt sie kurz: cine vorschiissige m-tel-Rente. 

Eine sofort beginnende Rente vom Betrage 1 hat den Wert a,; 
eine nach einem Jahre beginnende Rente 1 hat den Wert a, — 1 
is ae 303, (6)]; interpoliert man dazwischen die Werte der nach 


m—1 
---—— Jahren beginnenden Renten vom Betrage 1 nach 


= ae 

einer arithmetischen Progression, so ergibt sich die Wertfolge: 
. 1 z m—1 
ay, er rch” PAE area eer, Wig Ee PCA 


welche mit der sofort beginnenden Rente anfangt und mit der um 


m—i TC ° . . 
——— eines Jahres aufgeschobenen schlie8t. Die Summe dieser Reihe: 


ma, — (+ +--+ 4) oma, — MD, 


2m 
wiirde dcu Wert einer sogleich beginnenden, nach je = Jahre falligen 
Rente i voerstellen; daranas ergibt sich durch Multiplikation mit cs der 
Werte ciner Rente von gieicher Viiligkeit, aber vom Betrage =~ mit- 
hin ist 
a = (44) 
Durch Subtraktion der ersten Falligkeit = ergibt sich daraus 


der Wert einer postnumerando zahlbaren #m-tel-Rente, der mit al” 
bezeiehnet werden soll; folglich ist 


m—1 1 
CE a eee 
ae = 2m m 
- m + 1 
2 2m 
m—i 
= gf — eee 8 
sd l + 2% 
m—i1 
= Oa Ten (45) 
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Hs kommt also 2u en, Werte der nachschiissigen, jahrlich falligen 
Rente derselbe Betrag ~ or hinzu, der bei der vorschiissigen in Ab- 


zug kommt, um sie auf die analoge m-tel-Rente zuriickzufiibren. 

Diese Ableitung ist frei von allen Annabmen sider anterjihrige 
Verzinsung und iiber den Sterblichkeitsverlauf wahrend eines Alters- 
jahres. Die Naherungsformeln (44), (45), zu denen sie fithrt, werden 
in der Praxis in der Regel oder doch sehr haufig angewendet. Fiir 
die am hiaufigsten vorkommenden Valle m= 2, 4, 12 (halbjébrige, 
vierteljahrige, monatliche Auszahlung) ergeben sich die speziellen 
Formein: 


a®) =a, — 0,25 a2) =a, + 0,25 
a® =a, — 0,375 a =a, + 0,375 (46) 
a?) =a, — 04583... at) = a, + 04583 .-« 


Der Grenzwert fiir m = co entspriche einer gleichmafig flieBen- 
den oder koniinuierlichen Rente, deren Zeichen 4,, gleichbedeutend mit 
a,, sein mége; sonach wire dieser Niherung zufolge 


a,=a,—>=4,+>° (47) 


216. Ableitung einer strengeren Formel. [. Die Sterbe- 
tafel gibt die Lebenden bei den vollen Altersjahren; braucht man bei 
einer Rechnung die Zahl der Lebenden fiir ein zwischenliegendes 
Alter, so bedient man sich in der Regel der lineaven Interpolation, 
eines Vorganges, der bei den in der Versicherung i in Betracht koramen- 
den Altern als hinreichend genau betrachtet werden kann. Es ist 
dies gleichbedeutend mit der Annahme, da® sich die Sterbefaile eines 
Altersjahres gleichmaBig tiber dagselbe verteilen. 

Von dieser Hypcthese soli nun auch bei der Berechnung des 
Wertes der m-tel-Renie, und zwar der vorschiissigen, Gebrauch gemacht 


Serie on 
werden. Danach leben von 1, 2-jahriger nach Ablauf von n+ — Jahren 


(n eine ganze Zahl, ~ ein echter Bruch) 


8 35 m8 s& 
eee ai gn Gein oF avant ee ate m BTR4T? 
folglich ist 
m—s 
n+ Py = eee: nPz Saisie py ~ 4B} ? 


’ ae : 
multipliziert man dies mit = v ™, so entsteht die auf das Alter 


; ; . 1 Beas 
L+H + 2 beziigliche Anwartschaft auf die Kentenquote — , niimlich 
'¢ eh 
DE Ia wie ym ~— es 1 
0) i: (“{-e MaDe se =o oes: n+i ls : 


1p, == 
— x& 
m ae m 
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durch Summierung tiber die Werte s=0, 1,---m—1 erbalt man 
daraus die Anwartechaft aus dem ieee x ey nbisa+tutl: 


m—1 s 
— G aPy So te som ioe one} nti Ps aie “ 
und die Summierung tiber die Werte » = 0, 1, 2,--- endlich liefert 
1 


den Gesamtwert der Rente, der sich mit der Abktirzung v” = ¢ schreibt: 


m—t m—1 
__ oy : a, : 
ay =F > (ie 8G a fae 

0 o 
berechnet man also 
1 m—t1 t m—-i 
Ce >\(m — s)e*, Pia > Tse 
0 2 


und ersetzt @, durch a,—1, so kommt man zu der Formel 
af) = (a+ ©) a,—f = Wa, —. (48) 
Durch Subtraktion der ersten Rate — geht dies in die nach- 
schiissige m-tei-Rente itiber: 
a”) = Ya, —-B—— = Aa, + (X-B—)— Xa, +B. (49) 
Nachetehende Tabeile gibt die Koeffizienten %, 8, GB’ fiir die 


iiblichen Zinssitze und ponds Termine.’) 


i. = . eae ae are iar Te 


i | mi be | ®B B 

nn —— — aon es Ben SSN 

2 i. 1.000055 | 0,26875 | 0.24681 

0,03 4 | 1,000070 | 0,37965 | 0,37042 

12 | 1,000075 | 0,46330 | _0,46345 

2 | 1,000 075 0,25484 | 0,24574 

0,035 | 4 | 1,000 093 0,38046 | 0,36963 

A ‘12 | 1,000098 | 0,46408 |  0,45269 

2 | 1000097 | 0,26495 | 024515 

0,04 2 | 11000120 | 0,88119 0,36893 

12 | 1000127 | 0.46489 0.45191 


In allen praktischen Fallen ist & von der Einheit so wenig ver- 
schieden, daB man es ohne weiteres durch 1 ersetzen und daher z. B. 
bei 3% °/, von den Formeln Gebrauch machen kann: 

a,@) =a, — 025434 a,) =a, + 0,24571 
a, <= a, — 0,38046 a, = a, + 0,36967 
a) = a, — 0,46408 a, — a, + 0,45269. 


1) Kine ausftihrlichere Tabelle gibt J. V. Pexider, Zeitachr. f. d. ges, Ver- 
sicherungs-Wissench. VIT (1907), p. 807. 
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Neben die abgekiirzte Forme! a,” = a, — 8 soll noch die Formel 
fiir die temporire m-tel-Rente gestellt werden. Aus 


z+ 


[abe Be — nly ™ OL — Oe 
folgt durch den Ubergang zu m-tel-Renten: 4 
a0 = 0, — B— 78t* (a4, B)— a, — 4, — (1-7), 
also schlieBlich 
te eo ea (a me oye. (48*) 


Il. Ein genaueres Hindringen in das Wesen der unterjahrigen 
Rente und zugleich eine geschlossene Darstellung der Konstanten 
2, B, B’ vermittelt die folgende Betrachtung, die von der niim- 
lichen Hypothese ausgeht und zu denselben SchluB8ergebnissen fiihrt 
wie die vorige. 

Es handle sich um den Wert einer postnumerando zahlbaren 

1 


m-tel-Rente vom Jahresbetrage 1, also von der Rate —. 

Hine solche Rente hat gegentiber der ganzjihrig falligen aus 
zwei Griinden einen griéBeren Wert: 1) weil durch das vorzeitige 
Zahlen von Raten Zins verloren geht, und 2) weil in dem Jahre, in 
welchem der Tod des Bezugsberechtigten eintritt, eventuell noch 
Raten zur Auszahlung gelangen, die bei-ganzjihriger Zahlung ent- 
fallen wiirden. Man kann also den Ansatz machen: 


a," = a,-+ 4, + Z;, 


wenn man die Wertzunahmen aus den beiden Quellen mit Z,, Z, be- 
zeichnet. 

Der erste Teil, Z,, besteht in dem jahrlich, bis zum Ableben 
von (z) sich wiederholenden Zinsentgang, der daraus entspringt, daB 


die 1., 2., ---m-te Rate um n—*, n—, ee mm Jahre zu friih 


ausgefolgt wird; sein Wert ist also gleich dem Werte einer Post- 
numerando-Leibrente vom Betrage dieses Zinsentganges, welcher Be- 
trag gleichkommt: 


m—~t m—2 


ee 


; leer . 
denn die erste Rate — ware bis zum Jahresschlusse angewachsen auf 
m—i m-th 


—(1 Arby he der Zinsentgang ist also =(1 ae i)™ _ =; in gleicher 


964 Finfter Teil. Mathematische Grundlagen der Lebensversicberung. 


Weise stellt das zweite Glied den Zinsentgang dar, der durch die 
zweite Rate hervorgerufen wird; das letzte Glied, in der Form den 
andern angepaBt, hat den Wert 0, weil ja die letzte Rate zum selben 
Zeitpunkte fallig wird wie die ganzjéhrig zahlbare Rente. Hiernach ist 
1 2 m—1 
Z=a,— (L414 ee (tot + (+4 ™ —m] 
a!) a 
= = ay ar. m | : 
tere 8 
Der zweite Teil, Z,, der nur aus dem Sterbejahre hervorgeht, 
ist der Wert einer Todesfallversicherung im Betrage jenes Verlustes, 
der durch die im Sterbejahre eventuell ausbezahlten Raten verursacht 
wird; nimmt man an, daB die Wahrscheinlichkeit, zu sterben, fiir jedes 
m-tel des Sterbejahres dieselbe, also = sei, was wieder gleichbedeutend 
ist mit der Annahme gleichférmiger Verteilung der Sterbefalle tiber 


eine einjéhrige Altersklasse, so ist der auf das Ende des Jahres redu- 
zierte Verlust: 


m-2 


+s e co. to ee 


denn die erste Rate ~ kommt zur Auszahlung, wenn der Tod nach 


m—1 1 = 
Mm og Lt ye oor =.= 


dem ersten m-tei-Jahr eintritt, wofiir "—* die Wahrscheinlichkeit ist; 


die zweite Rate =, wenn der Tod nach dem zweiten m-tel eintritt, 
m— 


wofiir ? die Wahrscheinlichkeit ist usw.; es kommt endlich auch 


die letzte Rate Pa zur Auszahlung, wenn der Tod im letzten m-tel- 


Jahre erfolgt, was mit der Wahrscheinlichkeit - zu erwarten ist. 
Mithin hat man: 


1 2 n= 
2,— Ay 2s 1+)" +204 9" +80 +94 AGne Na+) * |. 
1 


Bezeichnet man (1+ i)™ eae mit c, so bleibt die Reihe 
e+ 20 + 3c +--+ (m— 1)e"-} 
zu summieren; multipliziert man sie zu diesem Zwecke mit c — 1, so 
entsteht: 
c+ 2e + Bet +--+ (m — 2)ce™-1 + (m — 1)" 


—c— 2c? — 3¢o —4¢ —... — (m — 1c} 
= (m— l)e*"—-(€ + A+ eh4...4 e%-1) 
e(e"— 1), 


= co" — 
Hed c-—1 ’ 
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dureh Division mit c—1 ergibt sich daraus die gesuchte Summe: 
me™ (c —1)—(¢c— te 
(e— 1)? 
Mithin ist, nach aaa des Wertes fiir e: 
a 


Fe sag ee m(1+ ay fa + “5 — a = #(1 4- ny” 


ma -+ )™ — 1) 
Fiibrt man den dem i entsprechenden nominellen ZinsfuB [s. Nr. 300, 
Gl. (6) 
Jin) = m{(1 + an al] 
ein, so schreibt sich Z, kiirzer: 


A+ Dim) — it +22) 


28) ere 


Kn) 
Hiernach ist endgiiltig: 


J 
; (i+ dim —i(a or =) 
a, = a,— + A, ——— : (50) 
* Jem) Keun) 


Die vorschiissige m-tel-Rente, @,”, ergibt sich aus der vorigen 


durch Addition von = 3 mithin ist, wenn men auch rechts die vor- 
schiissige Rente einfiihrt: 


eye ee 


2 ) — (a pa, 1 nae SSeS Seaees 
wie ay Ee hes Jim) in 
Diese Pormet nimmt, wern man auch 4, pals der Forroel 
eer Z 
tion die Gestalt an: 
a,” = Aa, — B, 
und zwar ist: . 
1—in 
ot Yo Pat)” as i 4 
ees J ag j 
(m) (m) as ' == \Jim) 
wy] 
B ‘ Ge =: See cont, (24 Ur ‘a)) 1 (ee  \ Fen) 
Hy Bry ” 7 pe 


man hat also fiir die vorschtissige m-tel-Rente die Formel: 
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Die Tafel am Schlusse von Nr. 300 enthilt alle HilfsgréBen, 
welche zur numerischen Auswertung dieser Formel fiir die gangbaren 
Werte von m erforderlich sind.*) 

Mit der Naherungsformel (44) verglichen 1aBt (51) einen vom 
Zinsfube abhingigen Koeffizienten von a, erkennen, der dort durch 
1 ersetzt ist, und einen ebenfalls vom Zinsfufe abhingigen zweiten 
Teil, der dort nur von der Anzahl der unterjaéhrigen Raten abhingt. 

317. Kontinuierliche Rente. Die kontinuierliche Rente ent- 
spricht der Vorstellung eines gleichmaBigen FlieBens der Rente, so daB 
sie im Laufe eines Jahres den festgesetzten Betrag, der mit 1 ange- 
nommen werden soll, erreicht. Aus der Naherungsformel (44) fiir 
die unterjihrig zahlbare Rente ergab sich (Nr. 315, Schlu8) fir die 
kontinuierliche Rente der Ausdruck: 

i, =a, — = (47) 

Fihrt man den Grenztibergang m =o in der strengen Formel (51) 
durch, so findet sich, da zufolge Nr. 300, (7) 


Jeo) = Log (1 +t) = 9 
die Verzinsungsintensitit ist: 
zs 1 t\2 i—d . 
i. 7-53(4) Rett gr: (52) 
Zu einer andern Darstellung der kontinuierlichen Rente gelangt 
man, wenn man auch den Vorgang des Absterbens als einen sietigen 
auffaBt und ihn dadurch der infinttesimalen Behandlung zuginglich 
macht. Diese Methode hat sich als sehr niitzlich erwiesen, indem sie 
vielfach zu einer durchbsichtigeren Lésung der Probleme fiihrt, wie 
dies im weiteren Verlanfe zu ersehen sein wird. Es bleibt dann noch 
tibrig, die analytische Formel in eine technisch auswertbare umzusetzen. 
Im vorliegenden Falle handelt es sich um die Berechnung einer 
kontinuierlichen Rente fir eine Person (xz). Die aus dem Alters- 
intervall «+ ¢ bis «+¢-+ dt resultierende Anwartschaft driickt sich 


rf 
durch v' pdt = v' =i dt aus; mithin ist 
ss Q--ZX 
1 


sot t 
a, ie v boat 


dt.®) 
 ¥ Die praktische Durchfiihrung dieser Rechnungen stéSt auf Schwierig- 
keiten, wenn man nicht tiber vielstellige Logarithmentafeln verfiigt; schon die 
Berean nnae VOD Jim) ‘gentaltes sich bei gréSeren Werten von m (12, 52) umstand- 
lich. Ks empfiehlt sich daher die Anwendung von Niherungsformeln, die durch 
Rethenentwicklungen za gewinnen sind, wie solche J. V. Pexider in einer 
Arbeit ,,Beitrag zur Zinstheorie, Zeitschr. f. d. ges. Versicher.-Wissensch., VII 
(1907), p. 298—307, abgeleitet hat. 

2) Zu einer bemerkenswerten Ausgestaltung fiihrt diese Formel, wenn dio 
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Nach einer Formel in der FuBnote zu Nr. 92 ist allgemein: 


I ey =n ae 


e 1 wz 1, 2, W- 2 
f ude = Suts {ul ae tens 


“ 


0 0 
tm vorliegenden Falle hat man: 
u=v'l, 4, 
naa t.. 2 Loge pTteee Lv Log(i +2 Mate 
it Loge py — =~ 1 log 1 +4) + 0 pre 
* Ta 
=— dv), 4 vl, ‘Lt? 
und da u und w’ an der oberen Grenze wo — x verschwinden, so ist 
wz 
dt=1, +l 2] 3 us 
: u met Vlg TO ee To eM Ze MO 
ry 
» iu 1 
mi Vb a1 fe vl vs eee 2 bee gale + Ue) 


Sterbetafel (1) nach der Makehamschen Formel ansgeglichen ist; man erhilt 
dann zuniichst den Ausdruck: 


w-2r 


1 
sae 2 (svyig” * ‘dt; 


setzt man nun 


2x 1 3 Log o 
&U =6 pe sf) Lo ey | Let=u = 
: 9 z Bn y : Loge : 
so wird 
AcP— 2 
7] 
A e me Ra 
a ey eae Ba 


a 2° Loge 
2 


und wenn man die obere Grenze des Integrals mit Riicksicht auf die Natur 
von e “ bis oo eratreckt: 


Diese Formel kann zum Ausgangspunkt fiir die Berechnung eines Systems 
genommen werden, d.h. einer zweifach abgestuften Tabelle von Renten, einer- 
_seits geordnet nach dem Alter x, andererseita nach dem Zinsfu8 «. Zwischen 
solchen Rentensystemen, gestiitzt auf verschiedene nach der Makehamschen 
Formel ausgeglichene Tafeln, bestehen nun einfache Zuzammenhinge, indem 
ihre w-Reihen und ihre i-Reihen einander in bestimmter, im voraus angebbarer 
Weise zugeordnet sind, so da8 es miglich ist, aus einem solchen, ein fiir alle- 
mal berechneten Rentensystem alle andern abzuleiten. Dieser Gedanke ist von 
E. Blaschke in einer Arbeit im IX. Hefte der ,,Mitteilungen des Verbandes 
der dsterr. und ungar. Versicherungstechniker‘‘, Wien 1903, ausgefiihrt und in 
der Herstellung eines Rentensystems nach der Tafel H¥” verwirklicht worden, 
das in Bezug auf x von 25 bis 99 in ganzen Jahren und in Bezug auf i von 0,001 
bis 0,065 in Stafen von 0,001 fortschreitet. Dortaelbst ist auch auf verschiedene 
Anwendungen eines solchen Rentensystems hingewiesen. 
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wenn u, die Sterblichkeitsintensitét bei dem Alter 2 bedeutet (siehe 
Nr. 256). Hiermit wird. 


= 1, +l, 4 + tl, ae 
ay a ee 


oder 
a, 8,— > — 15 (0 +4,)- (53) 


Der Unterschied zwischen den drei Formeln (47), (52) und (53) 
stellt sich bei numerischer Ausrechnung als geringfigig heraus. Mit 
den Daten der Tafel VIII orgibt sich beispielsweise: 


nach Formel (47): aj = 18,941; a = 16,603; a. = 10,323 
yee 2 --e 18986: 1 == 16596; = 10317 
yy (63): = 18,987, - = 16599; — = 10318. 


318. Vollatandige Reute. Die normale Postnumerando-Leib- 
rente a, ist unter der Voraussetzung gerechnet, daB die letzte Zahlung 
am Ende desjenigen Versicherungsjahres erfolge, welches (#) noch 
ganz durchlebt; am Ende des Sterbejahbres wird keine Zahlung mehr 
geleistet. 

Es kann aber die Vereinbarung getroffen sein, daS auch im 
Sterbejahre, und zwar am Ende desselben, eine dem durchlebten Teile 
dieses Jahres entsprechende Rate des Rentenbetrages auszufolgen ist. 
Der Wert einer derart vervolistindigten Rente setzt sich zusammen 
aus dem Werte a, der see Rente und dem Werte einer 
Todesfallversicherung auf das Kapital - , weil mit groBer Niherung 
angenommes werden darf, da® die Erganzungszahlung im Durch- 
sehnitt 5 betragen werde — bei gleichmaBiger Verteilung der Todes- 


fille auf ein Altersjahr ware dies ihr genauer mittlerer Wert. Man 
hat also unter diesen Vereinbarungen mit dem Versicherungswerte 


a, + ¢4,=a,—-14+4 (1— 7738) 
2-+1 1 
es ey Gees 


zu rechnen. 
Unter einer vollstandigen Leibrente im eigentlichen Sinne versteht 
man aber eine postnumerando zahlbare Rente mit einer unmittelbar 


nach dem Tode auszufolgenden Erginzung im Teilbetrage der durch- 
lebten Quote des Sterbejahres. 


Man kann, die fritheren Schliisse anwendend, in erster Niherung 
so rechnen, als ob der durchechnittliche Wert > der Vervollstindigung 
auch in der Mitte des Sterbejahres gezahit wiirde; er erreichte dann 
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bis zum Schlusse des Jahres die Hohe (1 4+ ye , und dies ware der 


Betrag der Todesfallversicherung, die zu der Rente hinzukommt. Be- 
* or . . a * 
zeichnet man den Wert der vollstiindigen Rente mit G,, so wire 

hiernach: 


1 
a, ee ES ; 7) ASL + ; + i)? (55) 

Diese Rechnung ist aber insofern unzutreffend, als die tiber dem 
Durckschnitt hegenden Erginzungszahiungen von der Diskontierung 
stirker beriihrt werden als die Erginzungszahlungen unter es - Scharfer 
ist daher die folgende Wertbestimmung. 

Es sei ¢ der noch durchlebte Teil des Starbojaleres: dann ist 
auch ¢ die zu leistende Erginzungszahlung, tv’ ihr Wert am Anfange, 
tv'—* ihr Wert am Ende des Jahres. Da ferner dt die Wahrschein- 
lichkeit ist, daB der Tod in dem Zeitintervall (¢, ¢+ dt) eintreten 
werde, — gleichmaBige Verteilung der Sterbefille vorausgesetzt, 
so ist der strenge, auf das Ende des Todesjahres reduzierte Mittel- 
wert der Erganzungszahlung: 


i ‘ 
t— t-—1 1 
foram {oe — J tage |, 
: ty’ 1 gin ie 
ale ~ deal 
1 7—d 
™ Logo aa ty sae er oe 
(vgl. Nr. 300). Daher hat man in scharferer Rechnung: 
d= 4, + Fy. (56) 
Entwickelt man in den beiden Formeln (55) und (56), um sie 
in Vergleich zu setzen, den Koeffizienten von A, nach Potenzen von 
i, wonach: 


Ser heey = i++ Eahelione 
geht) 16 
i—d ane Og rie t 4? 


per ogi 20. 8 ae? 
so hat man auch: age 
d= a,t (5+ 7-H) 4 (55%) 
a, = a, + (+ a & a 5) A,; (56*) 


der erste Wert tibertrifft den zweiten um 


(— i) 4 
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Nach Tafel VIII ist der Wert einer voljstandigen Rente 1 fiir 
einen 30-jahrigen, mittels der Formel (55) gerechnet: 
fy == Ogg 1 ba Ay V1,035 
= 18,441 4- 0,174 
== 18,615; 


es bewertet sich also cine derartige Rente vom Jahresbetrage 1000 #, 
wenn sie vollstindig ist, um 174 M hoher als bei normalem Zahlungs- 
modus. 

819. Vollstandige m-tel-Rente. Das zuletut benuizte Prinzip 
liBt sick auch zur Bestimmung dieses Versicherungswertes verwenden 
Es ist dies eine Rente, welche am Ende jedes m-tel-Jahres mit dem 


Betrage = und im Augenblicke des Todes mit dem der durchlebten 


Quote des letzten m-tel-Jahres entsprechenden Teilbetrage von = Zur 


Auszablung kommt. 
Der Tod kann in jedem m-tel des Sterbejahres erfolgen; tritt er 


im Laufe des s + 1-ten Teiles, also zur Zeit = +t ein, wot< = 


& 
; : 2 +e, 
so ist ¢ die Erginzungszahlung, tv™ ihr Wert am Beginne des Jahres, 


to™ '~" am Ende des Jahres, somit der auf das Ende des Jahres 


reduzierte Durchschnittswert einer im s+ 1-ten Teile eines Jahres 
filligen Erganzongszahlung: 


i 
; m , 1 
ent eae tvt AES 
o” fivat =m = to = 
e . 
9 


a a 
pts eat on ae 
; mée od? ' §?} 


Die Summe aller solchen Ausdriicke, von s=0 bis s=m—1 
genommen, gibt den Durchschnitt der gesamien, auf das Jahresende 
reduzierten Ergiinzangszahlungen, narolich 


1 i 
* - 1 mat 
ives yl yl ( Sete atts am 
(5 =) Maar ue oi | 


ge A Ores 
re (15 et \e ee 
mR Seay ets 


1—v 


beachtet man, daB . —1=1]+4%7--1]=7, ferner, dab 
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1 
vs t 
ce | — m{(1 +" —1] = jg 
oy 


ist, so verwandelt sich dies in 


Beene 
6* 9 Im) 
Man hat daher als Wert der vollstandigen m-tel-Rente: 
("> = a. (m) A ute id sre 
= «(2 a) ( 


Bei m= 1 geht diese Formel, da j,,) = 7, tatsachlich wieder in 
die formel (56) iiber. 

320. In unterjahrigen Terminen zahlbare Todesfailver- 
sicherung. Die der Berechnung von A, unterlegte normale Fest- 
setzung geht dahin, daB das versicherte Kapital am Ende jenes Ver- 
-sicherungsjalires ausbezahlt wird, in welchem der Tod eintritt. Das. 
bedeutet, daB zwischen dem Sterben und der Kapitalsauszahlung ein 
Zeitiaum bis zu einem Jahre verstreichen kann; nimmt man an, dab. 
wahrend eines Altersjahres die Todesfalle gleichférmig sich verteilen, 


so betragt die Zwischenzeit im Durchschnitt $ Jahr. Es darf also 


A, als Wert einer Todesfallversicherung angesehen werden, die im 
Mittel 6 Monate nach Hintritt des Todes liquidiert wird. 

In gleicher Weise darf geschlossen werden, daB eine Todesfall- 
versicherung, bei der das versicherte Kapital am Hnde jenes m-tel- 
Jahres zur Auszahlung kommt, in welchem der Tod eintritt, als eine 
solche erklart werden kann, bei der vom Sterben bis zur Liquidierung 
im Mittel 5 Jahr verflieBt. 

Bezeichnet man den Wert einer derartigen Versicherung mit A,,. 
so besteht der Unterschied zwischen ihr und der aormalen Versiche- 
rung A, darin, daB bei jener die Kapitalsauszahiung im Durchschnitt 


um eee Jahr friher erfolgt als bei dieser; demnach muf die erste 
2 2m ‘ 


i 1 
(1+)? ®™mal hoher bewertet werden als die zweite, so daB man 
den Ansatz hat: sie 
A= A (1+). (58) 
Danach hat eine am Ende des Sterbehalbjabres fillige Versiche- 
rang den Wert 


ae 


A,® = A,(1+ %)4, 
eine Versicherung, welche »m Ende des Sterbequartales auszuzahlen 
ist, den Wert 


“mle 


A, == A, (1+ 1)8. 
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Macht man in (58) den Grenziibergang m = oo, so kommt man 
zu dem Werte A, einer unmittelbar nach dem Tode falligen Ab- 
lebensversicherung: 


i 
Da Ae ay (59) 


Wenn der Grundsatz der unmittelbaren Zahlung nach erfolgtem 
Ableben angenommen ist, wie dies gegenwartig haufig geschieht, so 
kann dem schon in der Bildung der diskontierten Zahlen der Toten 
Rechnung getragen werden, indem man an diesen den Reduktions- 


| 


anbringt und an Stelle von C, = v**'d, bildet 


ro| 


ig 
faktor (1 + i)? =- 


e 


1 
C,=0"3d,; 
dem entsprechend sind dann die Summen, um sie von den tiblichen 
M, 7 unterscheiden, mit M, zu bezeichnen.") 

321. Darstellungen der sofort zahlbaren Todesfallver- 
sichernung. Die eben erwahnte Ablebensversicherung, bei welcher 
das Kapital sofort, d. i. im Augenblicke des Todes fallig wird, ist auf 
infinitesimalem Wege so zu rechnen. 

Die Wahrscheinlichkeit, daB (x) in dem Zeitintervall ¢, t + dt, 
vom AbschluB der Versicherung an gerechnet, sterben werde, ist 


dent lepteat = oe ales, 
l 


z 7 I, ? 
und die hierauf beziigliche Anwartschaft auf das Kapital 1 hat den 
Wert 


— v' 3 
folglich ist 
1 
ae = —— Va vd. 


Durch partielle Integration ergibt sich weiter: 


A,=— rious — Log o fi, wat) 


W—2 


und da (s. Nr. 317) r f v'l., dt der Ausdruck fiir die kontinuier- 
0 


liche Rente a, ist, wird 


1) Dieser Vorgang ist bei der ,,Reform des Rechnungswesens der Gothaer 
Lebensversicherungabank“, Jena 1903, befolgt worden; man vergleiche daselbst 
p. 88 und Tabelle 21. 
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ele Se a : (— L, 2 Ol, a,) ee 1 7 0a,; 
diese Formel ist analog der Formel (22), wonach A, = 1 — da,. 
Driickt man a, nach Formel (52) durch 


1 (; 2 i—d 
rpils) &— 


und darin wiederum a, durch A, mittels (22) aus, wonach 


ia: (1 — A,)(1 + 4) 
al SS SS 
2 a 4 


ist, so gestaltet sich die letzte Formel nach einfacher Rechnung 
um in: 


A,~ +4. (60) 
Entwickelt man in den Formeln (59) und (60) die Koeffizienten 
1 ;: . 

(1+)? und : = es nach Potenzen von i¢ bis zur zweiten 

einschlieBlich, so ergeben sich die Naherungen: 

= a 1? 

4,=(§+5-5)4. Uae 
4,-(1+4-4)4,, (60%) 


deren Differenz bloB = a ist; ja man kann, von Gliedern der Ord- 
nung 7 absehend, selbst bei betrichtlich hohen Versicherungen 

= ry . 
setzen, d. h. den normalen Wert A, um die halben rechnungsmiBigen 
Prozente erhéhen, um A, zu erhalten. 


Zur niheren Beurteilung der Formeln (60) und (61) seien die 
folgenden Resultate angefiihrt. Es ist 


fiir nach Formel (60): nach Formel (61): 
t = 0,03 A, = 1,014926 4,, =1,015 4: 
= 0,035 = 1,017400 4,, =1,0175 A, 
= 0,04 = 1019870 A,, =1 02 A, 
= 0,045 = 1,022334 4,, = 1,0225 A, 
= 0,05 = 1024791 A,, =1,025 A,. 


Fir die Todesfallversicherung eines 35-jihrigen, sofort nach dem Tode 
zahlbar und auf 10000 lautend, ergibt sich beispielsweise mit den 
Grundlagen der Tafel VIII nach (60) der Wert: 

Ay, = 3860,93, 
nach (61) m 

A,, = 3861,31, 
_wiahrend die normale Versicherung den Wert 3794,90 besitzt. 


Czuber, Wabrscheinlichkeitarechnung. I. 8, Aufl. 18 
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§ 6. Renten fiir verbundene Leben. 


322. Begriff der Verbindungsrente. Unter einer Verbindungs- 
rente im weiteren Sinne versteht man jede Rente, die an einen Komplex 
von Lebenden (x), (y), (2), --- gebunden ist. Uber ihren Beginn, 
ihren AbschluB, die Hohe des Rentenbezuges, die Reihenfolge der 
Bezugsberechtigten kénnen mannigfache Bestimmungen getroffen sein, 
um so mannigfacher, je gréBer die Anzahl m der verbundenen Leben 
ist. Unter der Fiille méglicher Formen haben aber nur wenige prak- 
tische Bedeutung erlang}, 

Zur Werthestimmung solcher Renten sind, neben der Leibrente, 
die Verbindungsrenten im engeren Sinne oder schtechtweg die Grund- 
lage. Man versteht unter ‘dieser Bezeichnung eine Rente, die sofort 
beginnt und mit gleichbleibendem Jahresbetrage so lange wihrt, als 
der ganze Komplex am Leben bleibt, der einer solchen Rente gegen- 
uber also die Rolle eimes Individuums spielt, das mit dem Tode der 
ersten Person aus dem Komplex zu bestehen aufhért. Aus diesem 
Grunde nennt man die gewdhnliche Verbindungsrente auch die Rente 
bis zum ersten Tode. 

Thr Wert, bezogen auf den Jahresbetrag 1, wird mit a... ¢,) 
zeichnet. 

Ist |, P,'....qm) die Wahrscheinlichkeit, daB die m Personen nach 
nm Jahren noch am Leben sein werden, so ist der Wert von a,,... 
die Summe aller . 


be- 


-(m) 


WP: ++(m) 


von »=0 angefangen, wobei zu bemerken, daB 
Man hat also den allgemeinen Ansatz: 


Bey s--.(m) UDMA epee (62) 


Macht man, wie dies allgemein geschieht, die sicher nicht immer 
zutreffende Voraussetzung, die Leben seien von cinander unabhingig, 
so daB der Tod einer Person auf die Lebensdauer der Uberlebenden 
keinen Einflu8 tbt, so stellt sich ,p,,,,..(,) als Produkt der auf die 
einzelnen Personen und dasselbe Ereignis beziiglichen Wahrscheinlich- 
keiten dar; man setzt also in Konsequenz obiger Voraussetzung 


++ (m) => 1 ist. 


oD. rye 


i} 
nPayses+(m) = nPo * nPy+nPs° °° 


und rechnet die einzelnen Faktoren der rechten Seite mit Hilfe der 
Sterbetafel. Dabei ist zu unterseheiden, ob die cinzelnen Leben als 
gleichwertige Risken, also nach derselben Tafel zu behandeln sind, 
oder ob sie Gesamtheiten verschiedenen Sterblichkeitsverlaufes ange- 
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héyen und daher nach verschiedenen Tafeln zu beurteilen sind (z. B. 
Personen miannlichen und weiblichen Geschlechtes). 

Unter dex Verbindungsrenten sind die auf zwei Leben (2), (y) 
abgeschlossenen die wichtigsten, weil am hiaufigsten vorkommen- 
den. Aus 


eee ly en 


nPay = nPe’ 2 Py = St RR 
folgt nach Vorschrift von (62): 


1 Lt eee Ly +1 os Oley get exe 


as 


ae ae i}, 
2 
_*h pe ee Fs dl ats Lettie t 
out, : 
Pr Dl +D, 43 ait Drees Laat: 
D,1, ; 


fiihrt man fiir das Produkt D,l,, dessen ein Faktor eine diskontierte, der 
andere eine unmittelbare Zahl von Lebenden ist, die Bezeichnung D,, 
und fiir die Summe dieser diskontierten Paare von Lebenden von dem 


Zeiger x, y aufwarts die Bezeichnung 
ND, eee, ayer Dy 42,942 + on (63) 


ein, so schreibt sich die Verbindungsrente, der einfachen Leibrente 
analog: 


a= a: (64) 


Diese Art der technischen Durchfiihrung der Verbindungsrenten 
stammt von Griffith Davies.t) Seime diskontierten Zahlen 


D,, = D,I,, (65) 


die zu allgemeinem Gebrauche gekommen sind, weisen insofern eine 
Unsymmetrie auf, als man sich dariiber entscheiden muf, fiir welches 
Leben man die diskontierten Zahlen wahlen will; theoretisch ist dies 
gleichgiiltig, aus praktischen Griinden, um es mit kleieren Zahlen zu 
tun zu haben, wahlt man das Leben des héheren Alters bierfitr 

De Morgan’) hat, um Symmetrie zu erzielen, die Bildung der 
diskontierten Zahlen der Paare gemiB der Formel | 


oe (66) 


vorgeschlagen, der auch die wesentliche Higenschaft zukommt, daf 
1) Tables of life contingencies etc. London 1835. — Treatise on annui- 
ties etc. London 1835. 
2) The principles end doctrine of assurance etc. London 1821. 
; 18° 
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a2t+y 


SAIS 
ht 2 


Dit Legtlygss 
daB also mit dem Steigen der Alter um 1 Jahr der Exponent von v 
um 1 zunimmt. Auch fiir diese Zahlen gilt die Forme! (64). 

Die Ubertragung dieser Formel auf mehr als zwei Leben bietet 
keine Schwierigkeit. 

323. Berechnung von Verbindungsrenten. Satz von 
De Morgan. Methode der gleichen Alter. |. Die Anlegung 
von Tafeln fiir Verbindungsrenten ist eine beschwerliche Arbeit, schon 
wenn es sich um zwei Leben handelt; hier wiederum ist die Schwierig- 
keit eine erheblich gréBere, wenn die beiden Leben nach verschiedenen 
Sterbetafeln zu behandeln sind, als wenn beiden dieselbe Tafel unter- 
leet wird. Wiahrend namlich im ersten Faile fiir jede in Betracht 
kommende Altersdifferenz |2—y| zwei Tafeln gerechnet werden miissen, 
die eine fiir x > y, die andere fiir « < y, gehért im zweiten Falle zu 
jeder Altersdifferenz nur eine Tafel. 

Die Rechnung besteht bei jeder einbezogenen Altersdifferenz in 
der Bildung der Zahlenkolonne D,, und ihrer Summenreihe N,,. 

Bei mehr als zwei Leben wiirde die Arbeit, Rententabellen in 
gré8erem Umfange anzulegen, zu einer geradezu nicht zu bewiltigenden. 

Es sind daher vielfach praktische Regeln aufgestellt worden, um 
Verbindungsrenten fiir mehrere Leben auf einfachere Renten zuriick- 
zufiihren. Kine solche Regel, an der spater in verschiedener Weise 
Korrektionen versucht wordem sind, um sie mit den Resultaten direkter 
Rechnung besser in Hinklang zu bringen, hat Thomas Simpson 
aufgestellt.’) Sie lautet, wenn man sich der gegenwirtigen Zeichen- 
sprache bedient, wie folgt: ,,[st a,,, zu bestimmen, und ist << y <a, 
so suche man mit Hilfe einer Tafel fiir Renten auf zwei Leben und 
einer Tafel einfacher Renten w derart, daB 


: a, = ays} 
alsdann ist 
ue “ 
Beye = Bry: 


Hierdurch wire also die Berechnung von Verbindungsrenten auf 
drei Leben zuriickgefiihrt auf Renten fiir zwei Leben. Die Anwendung 
der Regel auf die Tafeln des ,,Institute of Actuaries“ hat jedoch ge- 
zeigt, dafs sie — von don hohen Altern abgesehen — etwas zu groBe 
Rentenwerte liefert. 

Ii. Zu einer streng richtigen, auf beliebig viele Leben ausdehn- 
baren wiirde die Simpsonsche Regel, wenn fiir die ganze Lebens- 
dauer die Gompertzsche Formel gilte, wie dies De Morgan®*) zuerst 


1) Doctrine of Annuities and Reversions, London 1742; Select Excercices 
etc., London 1752. 
2) Philos. Mag. 1839, Novbr. 
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bewiesen hat.- Diese Formel gestattet nimlich, zu zwei Altern z, y 
ein ,mittleres“ Alter w so zu bestimmen, daB 


nPry = 7Pz* nPy sr aPy 
wird fiir jedes n; dann aber gilt auch streng: 


d. h. jede Verbindungsrente fiir zwei Leben laBt sich durch eine ein- 
fache Rente ersetzen. Es ist Klar, daB dies auf beliebig viele Leben 
ausgedehnt werden kann. 

Aus der Gompertzschen Formel [s. Nr. 283, Gl. (2)] 


L, = kg* | 
geht némlich . 
Lae er kg**" 
und aus beiden Ansidtzen 
Po = bein — Goes 


hervor; dies gibt in jedem Logarithmensystem: 
log ,p, = & (ce — 1) log 9; (4) 
halt man dazu’ 
log py = e(c" — 1) log g, 
so ergibt sich 
log Pry = log ,p, + log ,p, = (@ + &) (e* — 1) log g. 
Bestimmt man w derart, dab 
C4+e=e (4’) 
wird, so ergibt sich mit Riicksicht auf (2): 
log .Pry = €? (e" — 1) log g = log ,.p,, 
woraus die fiir jedes n giiltige Gleichung 
nPry a nPw 
folgt. 


Aus (4), wenn man es in der Form 
Cor ae 1 + cr -¥ 
schreibt, liest man- die Tatsache, daB w — y konstant bleibt, so lange 
es «—y ist; fiir alle Verbindungen (x), (y) gleicher Altersdifferenz 
ist also die Abweichung des substituierten Alters w von dem einen 
Alter y die namliche. 

Ill. Auch wenn die Sterbetefel der Makehamschen Formel 
folgt, ergibt sich eine wesentliche Vereinfachung in der Berechnung 
der Verbindungsrenten. Nach Nr. 288, Gl. (5) ist namlich dann 

lL, = ks*g”, 
also 
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lege BY ee, 
daher ; 
log ,p, = mlogs + c*(c" — 1) logg, (4”) 
ebenso 
log , Py = nlogs + ce (@ — 1) log g, 
folglich 


log ,Pey = log ,p, + log ,p, = 2nlog s + (g + c”)(c" — 1) logg; 
wird also w so bestimmt, daB es der Gleichung 
C+ oY = Qe" (4’”) 
geniigt, so zeigt ein Vergleich mit (4”), daB dann 
log ,Pry = 240g Po = log'.p*, = log .Pow 


wird; d. h. man kann A poo eae jedes nm durch ein ,p,,,, aiso auch 
CID .Prys---(m) durch ein gleichwertiges (m) ersetzen, wenn nur 
w der Gleichung 


Re ww wea 


+ + e+e: = me” (4”) 
gomi8 bestimmt wird. 

Infolge dieses Sachverhaltes ist es mdglich, Verbindungsrenten, 
die zu verschiedenen Altern gehéren, durch Verbindungsrenten ebenso 
vielex gleichaliriger Leben darzustellen, wodurch eine erhebliche Ver- 
minderung der Arbeit erzielt wird. Nicht zu tibersehen ist der Um- 
staud, daB die abgeleiteten Sitze auf der Voraussetzung beruhen, daB 
die yverbundenen Leben gleichwertige Risken reprisentieren. 

Diese Vorteile sind mit ein Grund, weshalb bei der Ausgleichung 
vieler ‘Tafeln die Gompertzsche oder die Makehamsche Formel zur 
Anwendung gebracht worden ist. 

Die eben erklarte Methode der gleichen Alter wird rechnerisch so 
durchgefiihrt. Handelt es sich um zwei Leben (*) und (@ +A) und 
setzt mun w—=a-+t, so liefert die Gleichung (4” ‘) fiir die an dem 
jlingeren Leben anzubringende Alterserhéhung 


t= —7——-, (67) 


die fiir verschiedene  tabellarisiert werden kann. 

Bei drei Leben (x), (a +h), (@+h+k) erhélt man unter An- 
wendung der allgemeinen Formel (4”), wenn wieder w= 2+ ge- 
setzt wird, fiir die Alterserhéhung des jiingsten Lebens 


U ionslene (68) 


auch diese Werte kénnen in einer Tafel mit doppeltem Hingang (h 
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und &) ein fiir allemal zusammengestellt werden, wie dies beatiglich 
der Tafel 0) geschehen ist.) 

Es handelt sich daun noch um die Herstellung von Verbindungs- 
renten fiir zwei und drei gleichaltrige Leben; die dazu ftihrenden 


Formeln 


ep N,, 

t = = Bes 

ary igo Fgh Aone ‘ (69) 
zx Uxx 


erfordern die Bildung der Kolumnen 
D,, =1,D,, D,..=tD 

und ihrer Summen ‘ 
0) Poe ae oe | emer: Sooo Ne ee pet qk. eet rei y) 

IV. Die Bestimmung des gemeinsamen Alters w kann auch mit 
Hilfe einer Tafel der Sterblichkeitsintensititen, die aus der betreffen- 
den Sterbetafel abgeleitet ist, erfolgen. 

Ist die Sterbetafel nach der Gompertzechen Formel ausgeglichen, 
so folgt aus 


(70) 


it, = Bet 

uy = Ber 
durch Addition: 

B, + by, = Be + co) = Be’ =4,, 
d. h. man bilde die Summe der Sterblichkeitsintensitéten von (7) und 
(y) und suche zu dieser Summe, wieder als Sterblichkeitsintensitat 
aufgefaBt, das zugehorige Alter. 
Folgt die Sterbetafel der Makehamschen Formel, so hat man 

allgemein fiir m Leben die Ansitze: 


u=At+ Be 
“= A+ Bor 
“u, = A+ Be, 


aus denen sich 

tat Myth b mA BUCH P+ ‘)=m[A + Be”] = mu, 
ergibt; d. h. man hat das arithmetische Mittel der Sterblichkeits- 
intensititen von (x), (y), (2), --- 2u bilden und zu diesem, wieder als 
Sterblichkeitsintensit’t anfgefaBt, das zugehdrige Alter zu nehmen. 

Zur Illustration diene das folgende, an die Tafel O¥® sich an- 

leknende Beispiel. Zu x = 30, y = 37, ¢ = 52, alsoh = 7 und k = 15 
liefert die zitierte Tabelle onmittelbar t= 13 50. Ohne diese Tabcile 
und mit Benutzung der Storblichkeitsintensitiiten hat man folgende 
Rechnung: 


_— 


1) In few 1962 erschicnenen Bande der Offices Life Tables 1993, der die 
- technischen Hilfszahlen zu den Tafeln O¢ und O¥*(5) enthalt, p. 244—249. 
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30 == 0,00742 bys = 0,01082 
Ly, = 0,00877 tag = 0,011.29 
sg = 0,01696 23:47 = 0,50; 
Mittel = 0,01105 


auf beiden Wegen ergibt sich also w = 43,5, und aus demselben Ta- 
bellenwerte entnimmt man unmittelbar die Rente 


Ago, 37,59 = 2435) 43,57 43,5 11,249. 


324. Werbindungsrenten bis zu einem Set ps Tode. 
i. An die Verbindung der m Leben (2), (y), (¢),---sei die Pranume- 
rando-Rente 1 so lange zahibar, als mndestens r davon am Leben 
sind, das heiBt ebenso viel als bis zum m-—r--1-ten Tode. re 
Zeichen fir den Wert dieser Rente ist aa. Wird r=1, 


lauft die Rente, so lange noch ein Uberlebender aus der vas 
vorhanden ist, also bis zum letzten Tode; man bezeichnet sie dann 
kurz mit a 


“(my 
Die Bestimmung von errr stiitzt sich auf das zweite in Nr. 84 
gestellte Problem; unter den Ereignissen e,, f; der dortigen Formulie- 
rung ist das Erleben, beziehungsweise Nichterleben der Alter x +n, 
y+n, 2+m,--- seitens der Personen (x), (y), (2), --- zu verstehen. 
Nach der dort abgeleiteten Formel (8) stellt sich die Wahrscheinlich- 
keit Poe , daB von den m Personen nach » Jahren mindestens r 


am Leben seien, durch einen Ausdruck von der Form 


§,—(1) Sart (05 ) Sas Care 
dar; dabei bedeutet 


S, die Summe aller pPavecctee 


also die Summe der Wahrscheinlichkeiten beziiglich aller Kombina- 
tionen von je k Personen der Verbindung, daB sie nach n Jahren 
noch leben. 


Nun ist a a 


r ; die Summe der Werte v"*, 3 a fiir alle 


vou n=0 Caeenaen (wobei Po = 1); aithin entsteht fiir 


S <5 ein Ausdruck von der gleichen Form wie (a), nur da8 nunmehr 
aree(t 
S, die Summe aller a,,,...4); 


also die Summe der Verbindungsrenten fiir alle Kombinationen von 
je & Personen der Verbindung ist. 
Aus dieser Deduktion geht hervor, daB sich a aan ausdriicken 
wyesss(m 


1aBt durch die Verbindungsrenten a,,,..4) fiir alle % von r aufwirts 
bis m. 
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Einige Beispiele mégen dies erliutern. 

Die auf die Leben (x), (y) beziigliche, bis zum zweiten Tode, 
also bis zum Aussterben der Verbindung wihrende Rente 1 hat nach 
(@) den Wert 


a_= 8, —S, =a, oa). 
zy 


Eine Rente vom Jahresbetrage 1, auf die Leben (x), (y), (2) be- 
griindet und bis zum letzten Tode wiahrend, hat nach demselben 
Schema (a) den Wert 


a__=8S,—S,+8, 


“ays 
= a, LE a, FS as es (a,, Ses a ayy) aP Beye) 
insbesondere ist fiir drei Leben gleichen Alters 


a ia 3a, ate! 3a,, oF aie) 


mit den Daten der Tafel VII ergibt sich fiir den speziellen Fall 
x = 30: 


a =3- 19,441 —3- 16,399 + 14,394 = 23,520, 
30, 30, 39 


ein Wert, der um 4,079 groéBer ist als die auf ein Leben von 30 Jahren 
beziigliche Leibrente. 

Soll unter den obigen Verhiltnissen die Rente bis zum zweiten 
Tode, also so lange mindestens zwei Personen am Leben sind, wahren, 
so ist ihr Wert 

= 8, — 28, 
=a,,+a,, + 8,, — 28,,,. 


Die Rente bis zum ersten Tode, a_?, ist identisch mit der Ver- 
LYz 
bindungsrente a 


Il. War hei dent voranstehenden Problem. bloB der Zeitpunkt des 
Aufhérens der Rente unbestimmt, so ist es bei dem nachtolgenden 
auch der Zeitpunkt des Beginnes. 

An die Verbindung der m Leben (z), (y), (2), --- sei die Rente t 


prinumerando so lange zahlbar, als gerade r davon am Leben sind, 


also vom m— r-ten bis zum m—yr-+ 1-ten Tode. Das Zeichen fiir 
diese Rente ist a. 


Die Lésung Gliese Problemes griindet sich auf die erste in Nr. 84 
erledigte Aufgabe; den vorigen vollig gleichwertige Erwigungen fiihren 
dazu, daB a 5 durch 


(7 )808(t)8— = tCr-"G2 ja 


dargestellt ist mit derselben Bedeutung von S,, wie sie zuletzt an- 
gegeben wurde. 
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Hiernach ist beispielsweise bei drei Leben 
att = 8, — 28, + 38, 
: =a, -+a,-+a,— 2(a,,+a,, + a,,) + 3a,,,, 
a “phe S, — 38, =a,, + a,, + a, p= Bias) 


oz 
a oe aa 
LYZ 


Sind alle drei Personen vom Alter 2, so ist 
alll = 3a, — 6a,, + 3a,,,5 


diese Rente wird an die letzte der drei Personen nach dem Tode der 
beiden andern bis za ihrem eigenen Tode gezahit; sie kommt das 
erste Mal zur Auszahlung am Beginne jenes Versicherungsjahres, das 
dem Todesjahre der zweitgestorbenen Person folgt. Beispielsweise ist 
nach Tafel VI: 

Oe a9 = 3- 19,441 — 6 - 16,399 + 3- 14,394 = 3,111. 

(825. Uberlebensrenten. Linen praktisch wichtigen Fall der 
letztbesprochenen Rentengattung bildet die auf zwei Leben (2), (y) 
gegriindete gegenseitige Uberlebensrente. Es ist dies die vom ersten 
bis zum zweiten Tode, also an die tiberlebende Person, welche von 
beiden cs auch sei, prianumerando zahlbare Rente 1. Thr Wert ist 
nach (f) 

all = Sa— 2 25, = a, + a, — 2a,, (71) 


Diese Formel kann auch durch folgende suse ab- 
geleitet werden. Wiirden (2) und (y) unabhangig von einander eine 
Leibrente begriinden, so wire der Wert ihrer Anwartschaften a, + a,; 
so lange sie zusammenieben, bezége ihre Verbindung die Rente 2 
deren Wert 2a,, ist; diese Anwartschaft fallt aber nach den obigen 
Bestimmungen hinwegs ; folglich verbleibt a,-+ a, —2a,, als Wert der 
Rente, die nur an den Uberlebenden von beiden im Jahresbetrage 1 
ausgezablt wird. 

Es sei beispielsweise die gegenseitige Uberlebensrente fir zwei 
Personen zu bestimmen, deren eine 30, die andere 45 Jahre alt ist; 
als Grundlage diene Tafel VIUL ; 


go = 0,00768 gy 59 = 14,272 
by, == 0,01204 Byo,4p = 14,007 
2p, = 001972 Dif. = 0,265 
1, = 0,00986 
w = 39,94 Prop.-Th. zu 0,94 = 0,249 (subtrakt.) 


tly, gs == 14,023 
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demnach ist, die gesuchte Uberlebensrente 
aU) = 19,441 + 15,706 — 2 - 14,023 = 7,101. 


Kine Form der Verbindungerente, bei der die Reihenfolge der 
Todesfille der Versicherten in Betracht kommt und die bei Witwen- 
und Waisenpensionen von praktischer Bedeutung ist, bildet die ein- 
seitige Uberlebensrente. Ihr Wesen besteht in pigcnien: An die 
Person (x) wird, wenn sie die Person (y) tiberlebt, vom Tode dieser 
angefangen') bis zu ihrem eigenen Ableben die Rente 1 bezahit. Der 
Wert dieser Rente wird mit a,), bezeichnet. Das Zeichen ist so ge- 
bildet, daB das Alter der begiinstigten Person rechts von dem vertikalen 
Strich steht; sie kommt erst nach y’s Tod in den Bezug. 

Zu es Bestimmung fiihrt folgende Uberlegung. Hine Leibrente 
ftir (7) hat den Wert a,; so lange aber (x) mit (y) zugleich lebt, 
hat der Bezug der Rente zu entfallen, und der Wert dieses Entganges 
ist a,,; folglich gilt der Ansata: 

By | ae oa By: (72) 

Von der Richtigkeit desselben kann man sich auch durch eine 
wahrschceinlichkeitstheoretische Betrachitung iiberzeugen. Die Wahr- 
scheinlichkeit, daB nach m Jahren vom Abschlusse der Rente gerechnet 
(z) noch lebt, (y) aber vorher gestorben ist, kommt gleich ,p,(1— ,p,); 
nur unter dieser Voraussetzung wird in jenem Zeitpunkte die Rente 1 
ausbezahlt, und der Wert dieser Anwartschaft ist 

es oe 3S) Sa a ie } 
die Summe hiervon ftir alle Werte von m von 1 aufwarts ist a,),; 
folglich hat man 

ee rte Vere? le aslyns be 


vie L. Lt a 


der erste Bruch rechts stellt aber a,—1, der zweite a,,--1 dar, 
daher ist tatsachlich 


Bi, 8, - 1 —(a,, —1) = 8, —4a,,, 


Zwischen dieser Rente und der gegenseitigen besteht ein em- 
facher Zusammenhang: es ist evident, da® die gegenseitige Rente der 
Verbindung (x) (y) die Summe der einseitigen Uberlebensrenten auf 
(z) und (y) ist, daB also 

alll == yla oe Beiys 
eh oe 
nun ist 
Bly Sey MPa Boy 


a 


ely — a, — 3 


yn? 


1) D. h. vor Anfange des dem Sterbejshre folgenden Versicherungsjahres. 
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daher 


1) — a 
af a, 8, = 282, 


in Ubereinstimmung mit (71). 

Rechnet man bei der Verbindung, wie sie dem letzten Beispiele 
zugrunde lag, die Uberlebensrente fiir die 30-jahrige Person, so er- 
gibt sich 

Ay \39 = 19,441 — 14,023 = 5,418; 
hingegen wiire die Uberlebensrente der 45-jahrigen Person 

Ago ja, = 15,706 — 14,023 = 1,683, 
naturgem&B erheblich kleiner nicht nur wegen der geringen Wahr- 
scheinlichkeit, daB der 45-jihrige den 30-jihrigen eher iiberlebt als 


umgekehrt, sondern auch wegen der mutma8lich geringeren Dauer 
der Rente. 


326. Aufgeschobene, temporére und unterjaihrig fallige 
Verbindungs- und UWherlebensrenten. Aus der Definition der 
Verbindungsrente (Nr. 322) folgt, daB die um n Jahre aufgeschobene 
Verbindungsrente auf die Leben (xz), (y) sich darstellt durch 

N 
gitey = Tepes (73) 
Vergleicht man dies mit der unmittelbaren Rente des Paares (x + n), 
(y+), d. i. mit 
Netny+n 


Bes aytn aaa D 


) 
finytn 
so ergibt sich mit Riicksicht auf die durch (65) definierte Bedeutung 
von D,,;: 

vy 


D 
= eit iar cos igait * 
ary ad De Boe ainem ating ed yan v nvry Pra ny tn? (73 ) 


n| 


eine Relation, welche analog ist der Beziehung (8*), Nr. 304, fir ein- 
fache Renten. Darin bedeutet ,/,, die Erlebensversicherung des Paares 
(x) (y), die dann fallig wird, wenn das Paar nach m Jahren noch lebt. 

Die postnumierando zahlbare Verbindungsrente, gleichbedeutend 
mit der um 1 Jahr aufgeschobenen, hat den Wert 


Netiytt N, ae he 


Ogg me SED og ad, (74) 


zy zy at 


Fiir die auf Jahre abgekiirete sofort beginnende Verbindungsrente 
ergibt sich der Ausdruck 


D,, + Dey, +1 Par Fea cle net 
Ineey = ra a eal 
zy 


Nay — Netnyen ae (75) 
zy? 


= — 
‘zy ni 


#y 
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und fiir die um » Jahre aufgeschobene und auf m Jahre abgekiirzte 
Verbindungsrente 


Das nytn TPrtntiytatit mee TDeyntm—1ytn tml 


al mezy = — 7) 
zy a 
N —WN, ie) 
at T+nyvtn tT+nrn+mytrntm a a 
= —__—_—— = = - ~ ———_—- == | ' 
BS ni@xzy  atmi ry* 


Wird die Verbindungsrente in m-tel Raten ausbezahlt, so daB ihr 
Jahresbetrag m- - = 1 ist, so kommt ihr Wert in erster, fiir praktische 


Zwecke ausreichender Naherung (s. Nr. 515) gleich 
iu 
a og Pesta te (77) 


Fiir die aufgeschobene, beziehungsweise die abgekiirzte einseitige 
Uberlebensrente gelten die unmittelbar evidenten Ansiitze: 


= n| Fy fae n|& 


“y) (78) 
= 14 As (79) 


| nBy| oe. oa in ay) 

die erste Rente wird nicht friiher als nach » Jahren fliissig, voraus- 
gesetzt, daB (y) vorher gestorben und (#) dann noch am Leben ist; 
stirbt (y) spater als nach m Jahren, so tritt (v) am Anfange des 
nichsten Versicherungsjahres in den Bezug der Rente; die zweite 
dauert lingstens x Jahre vom Abschlusse an gerechnet, kommt also 
eventuell gar nicht zur Auszahlung, wenn (y) innerhalb dieser Zeit 
nicht oder nach (x) sterben sollte. 

Bei unterjihriger, auf m gleiche Raten festgesetzter Auszahlung 
hat man fiir die sofort beginnende einseitige Uberlebensrente zu- 
gunsten des (y) die Formel: 


(m) — g(m) — gl). 
arly ay any} 


wendet man rechts bei beiden Teilen die erste Naherung an, so heben 


! 
nl Ayla 


sich die Korrektionsglieder n+ auf, und es entsteht: 


al”) = a, — a, (80) 


zly y zy 
wie bei der jahrlich falligen Rente. 
327. Hinige Beispiele von Verbindungsrenten. 
1) An die Verbindung (x) (y) ist bis zum ersten Tode die Rente 1, 
von da ab an die tiberlebende Person die Rente = auszuzahlen. 
Der Wert dieser Anwartschaft ist die Summe zweier einfacher 


Renten vom Betrage 
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oder auch die Summe einer Verbindungsrente bis zum ersten und einer 


solchen bis zum zweiten Tode, jede im Betrage a also 
1 

& (Ber tA) 
in der Tat geht dieser Ausdruck in den friiheren iiber, wenn man 
fiir den zweiten Teil den Wert aus (71) einsetzt. 

2) Die Rente ist nach dem Tode von (z) so lange zu zahlen, 
als von den zwei Personen (y), (2) noch eine am Leben ist. 

Die Wahrscheinlichkeit, daB nach » Jahren die Rente zur Aus- 
zahblung kommt, ist 

(i —,p)[1— (9) ~ 0 
see nPy ae n Be — nPyz 7s nPry eee nPze 7 nPaysd 
denn (x) darf nicht mehr und von den beiden andern Personen muB 
wenigstens cive leben. Maultipliziert’ man dies mit v” und bildet die 
Summe fiir alle » von 1 aufwarts, so ergibt sich als Wert der obigen 
Rente’*): 
a, 1285 8, 4 a aga 

3) Die Rente 1 wihrt so lange, als (x) und von (y), (2) minde- 
stens einer lebt. 

Aus der Wahrscheinlichkeit, daB die Rente nach x Jahren zur 
Auszahlung gelangt: 


nPeLl = (1 i xP) (1 at »P.)| =< nPry 5 nPre aPrys? 
ergibt sich durch dieselbe SchluBfolgerung der Rentenwert 


ayy + a,, ay ys) 

dessen Richtigkeit sich auch durch andere Uberlegungen leicht er- 
weisen 1aBt. 

4) Die Rente 1 werde ausbezahlt vom Aussterben zweier Personen 
(x), (y) (z. B. der Eltern) angefangen bis zum Tode einer dritten 
Person (2) (eines Kindes). 

Die Zahlung des Rentenbetrages nach » Jahren ist mit der Wahr- 
scheinlichkeit 


, LPs) = Py) nPa ™ 2Pa Pas = aye + sPoye 
zu erwarten; daraus folgt der Wert der Rente: 
a8, Bore 
5) Die Rente ist nach dem Aussterben des Paares («), (8) (Eltern) 


so lange zu zahlen, als von den drei Personen (2), (y), (2) (Kinder) 
mindestens eine am Leben ist (Versicherung eines Waisenstockes). 


1) Bs entstehen zunichst durchwegs postnumerando zahlbare Renten, die 
aber ohne Stérung des Wertes durch Pranumerandorenten ersetzt werden diirfen, 


a ee ee a, 
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Die Wahrscheinlichkeit, daB nach » Jahren (w) und 1 (8) gestorben 
sind, ist 
eB = Bp) oP. Pet Parsi 
die Wahrscheinlichkeit, daB dann von (x), (y), (2) mindestens eines 
am Leben ist, driickt sich nach Formel (a), Nr. 324, aus durch 


S; oa Ss Ai S; = Pz ot nPy to nP, nPry ca nPes — nPys oe nPryed 
durch Multiplikation beider ergibt sich die Walschaintih hkeit, unter 
welcher der Rentenbetrag nach J abren zur Auszahlung kommt, und 
aus dieser der Renteuwert selbst: 


a,+ os oN tae ora Seas ay, oS Arye 
ks ae aay — ag, oe Beery T ®ex2 ae By we Beeys 
TeiBge dey ae ay: + deay ot Dy xs et Bey. Bexys 
Ty 22 ay Ba ay <3 Bee Ped Beary a Bexar Si Fa Bye i; Be geyed 
es waren also 28 verschiedene Kenten zu seiner Berechnung ndtig. 


§ 7. Kapitaiversicherungen fiir verbundene Leben. 


328. Todesfaliversickerung auf das kiirzeste von mehreren 
Meben. Die Verbindung (x), (y), (2), --- von m Personen sei auf 
das Kapital.1 in der Weise versichert, daB dasselbe am Hnde jenes 
Versicherungsjahres fallig wird, in welchem die erste Person der Ver- 
bindung stirbt. Man bezeichnet diese Versicherung als Todesjullver- 
sicherung auf das kiirzeste Leben und ihren Wert rait A, (m)- 

Um diesen zu ermitteln, ist die Kenntnis der Wahrscheinlichkeit 
ilGeys---(m) erforderlich, dab im Laufe des v-ten Jahres der erste 
Todestall eintreten werde; die diesem Falle entsprechende Auwarischaft 
hat den Wert 
eM 11%xys-- + (m) 
und die Summe all der Werte von » = 1 angetongen gibt Aa... um) 


so daB 
v Boca = 2" 5-1 iGeys---(m) (31) 


Die hier auftretende Sterbenswahrscheinlichkeit kann durch Le- 
benswahrscheinlichkeiten ausgedriickt werden; denn die Verbindung 
(x), (y), (2), --- (m) besteht am Ende des m — 1-ten Jahres noch auf- 
recht, entweder wenn sie auch noch am Ende des n-ten Jahres voll- 
zahlig oder im Laufe des n-ten Jahres durch den ersten Tod geldst 
worden ist; daher gilt der Ansatz:: 


n-1|Pryz.. <(m) = aPry:.- Oe 1) Gays. -(m)} 


daraus folgt aber 
(82) 


n—1 iDarys---(m) ae n—1Prys---(m) ine aPuys- ‘ -(m)i 
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die Lebenswahrscheinlichkeiten kénnen nun auf Grund der Bemer- 
kungen in Nr. 322 mittels Sterbetafeln berechnet werden. 

329. nee ee UWherlebensversicherung. Bei zwei 
Leben (a), (y) heiBt die Versicherung auf das kiirzere Leben auch 
gegenseitige Uberlebensversicherung. br allgemeiner Ausdruck ist 


ees a (81*) 


Nun ist nach (82) 
Fox bepn—i ytnni— fet n tytn 
n—11Iey = n-1P2y — aP2y = ES eae 1, by ry ? 


demnach 
Vbly—lear gdb Crs tlye1— saya d te, 
AO gear — Li ; 


berechnet man im Sinne Griffith Davies’ die Zahlen 


Cao tb ie (83) 
oder im Sinne De Morgans die Zahlen 
i a) is { * 
Cay eee ee Utes) = } 
und deren ak 
=, a Cs oe Case ace (84) 


so driickt ney init Hilfe derselben A,, in einer der sates Todes- 
fallversicherung analogen Form aus: 
Mz 
A,,= ae (85) 
Indessen ist es, wenn man die Zahlen N,, oder die Mates 
renten gerechnet hat, nicht mehr ndtig, die Zahlen C_, und M,, 
rechnen. Der Zahler von 4,, liBt sich namlich umformen in 


v [.0, + tl laa ag ce (ola t ia Dr ie 


und durch Multiplikation von Zihler und Nenner mit v’, respektive 
uty 


v 2, verwandelt er sich weiter in 


v[D,, = i as aria ‘} ra COT aai a Des eat a ‘] 
an ON — Ne ayg 4a Mag 
so daf, da der Nenner ek die letztgedachte Oyskliin in DS 
tibergeht, 
A,y=1—(1—v)a,,=—1— da,,. (86) 

Diese Formel ist jener fiir die cinfache Todesfallversicherung: 
A,=1-— da,, analog. 

330. Aufgeschobene und kurze gegenseitige Wherlebens- 
versicherung. Bei der aufgeschobenen gegenseitigen Uberlebensver- 
sicherung, ,,;4,,, kommt das Kapital 1 nur dann zur Auszahlung, 
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wenn der erste Todesfall spiter als nach » Jahren erfolgt; um ihren 
Wert zu erhalten, hat man in (81*) mit der Summenbildung erst bei 


m+1 zu beginnen: bei gleichartiger Fithrung der Rechnung er- 
gibt sich: 


oi eee J~[Detntiytat De aay rem pee *] 


zy 
Da anytn O— Nig yon tel yan 
= la : ; 
vy r+nytn 
d. i. 
ni A n° 1 Ge 2D sesraptcerops (87) 


Die auf n Jahre Thgehiets gegenaeitige Uberlebensversicherung, 
in4,,, 188t das Kapital nur dann fallig werden, wenn der erste Todes- 
fall innerhalb » Jahren sich zutragt. Sie ergibt sich als Differenz 
aus der lebenslanglichen und der auf » Jahre aufgeschobenen Uber- 
lebensversicherung, so daB 


tnt zy =A, Pat Ary: (88) 


331. Gemischte Se ouiselitire Wherlebensversicherung. 
Das Kapital 1 komme zur Auszahlung. entweder nach dem ersten 
Tode’), wenn dieser innerhalb » Jahren eintritt, oder nach n Jahren, 
wenn beide Personen (x), (y) leben. 

Der Wert dieser Versicherung, welche der’in Nr. 313 behandelten 
gemischten Versicherung entspricht, werde mit A,,7 bezeichnet. Er 
setzt sich zusammen aus dem Werte einer auf Jahre abgektirzten 
gegenseitigen Uberlebensversicherung jw4,, und dem Werte der Er- 
lebensversicherung ,/,,; somit ist 


Az yz] = igAdy = plage : 


Unter Benutzung der Formeln (88), (87), (86) und (73*) gibt 
die weitere Ausfiihrung ne Formel: 


A, yn = 1— da, ry as Te ral eee he ae ae ; 
=1— d(a,,— ? LOBE ore oe = O(a, 48, )) = =1— dB, y- (89) 


Auch diese Formel entspricht véllig der in Nr. 318 fiir die gemischte 
Versicherung auf ein Leben gefundenen Formel (42). 

332. Todesfallversicherung auf das langste zweier Leben. 
Auf die zwei Leben (x), (y) ist das Kapital 1 in der Weise ver- 
sichert, daB es am Ende jenes Versicherungsjahres zur Auszahlung 
kommt, in welchem der zweite Todesfall eintritt. 

Die Wahrscheinlichkeit, daB sich dies im Laufe des n-ten Jahres 
ereignet, ist ausgedriickt durch 


re idol ail) tes 1 19) Ds) te ntlden— tips 


1) Am Schlusse des Todeajahres. 
Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung. IL 3. Aufl. 19 
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die drei Glieder entsprechen den Méglichkeiten, daB (x). daB (y) in 
diesem Jahre stirbt, nachdem der andere schon in den vorangegangenen 
Jahren gestorben ist, und daB beide in dem genannten Jahre sterben. 
Ordnet man den Ausdruck wie folgt: 


n—119 BN n-11%y Per \Van--1Py ae n—1/Qy n-1P2— n-11%e 2-1 \Iy], 

fiihrt in dem Klammerpolynom die Substitutionen 

n—-1|4e = n—-1Pz— nPz 

n-1) \Gy ee nPy 
aus, so verwandelt sich pees in: 

n—) Pry = nPry > 

d. i. nach Gleichung (82) in ,-,\9,,- Mithin nimmt die obige Wahr- 
scheinlichkeit den einfacheren Ausdruck 


Pe Min PSH Praca eT Be 
an. Dich Multiplikation mit v” und Summierung des Produktes 
itber alle Werte von n= 1 aufwarts ergibt sich der gesuchte Ver- 
sicherungswert, dessen Zeichen Az, ist, némlich: 


me Ge Fe al Sy — a 21 Ley? 


4,,—4,+4, —4,,: (90) 
In Renten lautet er (s. Nr. 281): 
Az, = 1 — da, + 1 — da, — (1 — da,,) 
= 1 —d(a,+a,—a,,) = 1—daz,. (91) 
Die Formei (90) ergibt sich auch aus folgender Hrwigung. 
Waren (x) und (y) unabhangig von einander je auf das Kapital 1 
versichert, so ware A,+ A, der Gesamtwert dieser Versicherungen. 


Zieht man davon den Wert A,, der Versicherung auf das kiirzeste 
Leben ab, so verbleibt der Wert der Versicherung auf das iangste Leben. 


a: 


333. Einseitige UWheriebensversicherung. Das Kapital 1 
sei zahlbar am Ende des Sterbejahres von (x), wenn dieser vor (y) 
stirbt. Das Zeichen fiir diese auf das Leben (x) zagunsten von (y) 
abgeschlossene Todesfallversicherung ist A:,. 

Die Wahrscheinlichkeit, daB (x) im Leafé des n-ten Jahres vor (7/) 
sterben werde, heife ,,_,\g:,- 

Der Fajl kann dadurch eintreten, daB (x) im n-ten Jahre stirbt 
und (y) dieses Jahr itberlebt, was mit der Wahrscheinlichkeit 


(nwt Dap Pa labs (a) 
zu erwarten ist; aber auch in der Weise, daB beide Personen im n-ten 
Jahre sterben, aber (x) als erster, wofiir, wenn man gleichformige 
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Verteilung der Sterbefiille tiber ein Altersjahr anpimmt, die Wabhr- 
scheinlichkeit 


TZ 
CY CaS, ete ae,) (B) 
betragt. Folglich ist 


: 1 
Pee Ogre ha yt ea 1, xP) 9B, — 4 P,) 
1 SGe «4 ; 
ERY Pee ed) ea Pol why) (y) 
1 
ao Gorey ai ag te Dac le nt Pes 
der letzte Ausdruck kann noch wie folgt umgestaltet werden. Es ist 


n—-1DPzy — nPay = ni Gay 


ferner ergibt sich aus ,_,P,),_;=nP3z—-,) daB 


P 
_ nm x—1 
n-1Pz P_-, 
und ebenso 
nPy —1 
a-1Py Py—14 ’ 


daher hat man auch 


1 Peeiy Psy —1 
<5 al a (8) 


Mit Hilfe dieser Wahrscheinlichkeit berechnet sich nun A, , nach 
dem Schema: 


1 ; 
Aes = EO allay: (92) 


Fiir die numerische Ermittelung derartiger Versicherungswerte 
kénnen nun verschiedene technische Formeln abgeleitet werden. 

Wir beginnen mit jener Ndherungsformel'), die sich ergibt, wenn 
man von den beiden Teilen («), (6), aus welchen sich ,_,;@, zu- 
sammensetzt, den zweiten wegen seiner Kleinheit gegeniiber dem 
ersten wegla8t, mit andern Worten: von der Méglichkeit, daB beide 
Personen in einem Jahre sterben, absieht und demgemaB setzt: 


n-1|Uey ak ay a 4 ie) nDy 


Legnmt yen etn yen 7 


1 ? 
zy 
dann wird gemaB der Formel (92) und den Entwickelungen in 


Nr. 322: 


eons | Vel. A. Zillmer, Die mathem. Rechnungen etc.. 2. Aufi., Berlin 1887, 
p. 99 ff. 


19* 
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ye _ Pystlet Dysatesi ti) Dysrtlesst Dyralesat 
zy D, 1, Pow ie mee ree D, i, 
D, 1 Pysile t+ Dyssterr te DyletDyriless to" 4 
= Dy Dy 41's D, t, 
= | Dy +1 (93) 
eel D, 9,y+1 Izy: 


Mit Benutzung des vollsténdigen Wertes (0) fir ,_,\9,, ergibt 
sich die korrekte Formel: 
y tere Vig sce eee he) 


shed 2 Py 1 Py—1 


—1 —1 
=+/1 — da,, $ eat _ Sz,y-1 | (94) 


“—-1 Py —1 


denn es ist 
0" .-11%2y = 4,, nach Formel (81*), 


Lg = — 
x nPz—1,y = By _tyy 1 


1 


Depa myn e 1 
1 
Bildet man neben 4A: , nach derselben Formel (94) auch A:_, so 


zeigt sich, daB Pay rer (944) 
wie dies auch sein mu8; denn wird die Versicherungssumme ausbe- 
zahit, ob (#) oder (y) als erster stirbt, so handelt es sich um eine 
gegenseitige Uberlebensversicherung. 

Zur Beurteilung der beiden Formeln (93), (94) diene das folgende, 
mit den Grundlagen der Tafel VIII durchgefiihrie Beispiel. Es handle 
sich um Aj, ,,. 

Nach der in Nr. 323 entwickelten Methode, welche auf die ge- 
nannte Tafel Anwendung findet, weil diese nach der Makehamschen 
Formel ausgeglichen ist, ergeben sich die erforderlichen Verbindungs- 
renten: 


nach Formel (67). 


35,96 = Agi.s,91,2 = 16,143 
435,95 = 939,64,80,04 = 16,264 
Ag435 = 835,34 = 830,30 = 16,399, 
ihre Kintragung in die Formel (93) fihrt zu 
Aig a= 1 + grrny 16,143 — 16,264 — 0,223; 
hingegen liefert die Formel (94): 


Ay, 4; = [1 — 0,038 - 16,264 + 15,399 (1,0085 — 1,0070)] = 0,236. 
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In einer andern Form, ebenfalls durch Renten ausgedriickt, er- 


halt man A:,, wenn man an die Darstellung (y) von ,,_,\9,, ankniipft; 
ersetzt man darin die Wahrscheinlichkeiten durch Zahlen aus der 
Sterbetafel, so wird 

A bepanaT bean | enn tT yee, («) 


a-11%zy = 9 i: us ; 


bei Annahme gleichférmiger Verteilung der Sterbefille innerbalb einer 
einjahrigen Altersklasse ist 

1 

cy U4 Seine aa) ro L, tn 2 5 
dann schreibt sich: 


teenth yn-t bean yg nd 
SSL Wy eRe by a a 
und 
Pla ae Se ee ap ee iyo Farin 
i ee eS gn ae E> eae 
zy tl Urea le Set: L LR kav es ae 
zy 1 x--1 Y- 3 y 1 zy 3 


die hierin vorkommenden Summen bedeuten aber Postnumerando-Ver- 


bindungsrenten, die erste zur Verbindung (4 — 1) (y - =) , die zweite 
zur Verbindung (2) (y — 3) , so da 


teas) iy ; 
a ae teu (B,_iyat te 1) aa ly One he 1). (95) 
Man kann auch besondere Zahlenkolonnen zur Berechnung der 
einseitigen Uberlebensversicherungen anlegen. Aus (e) folgt 


ad rf il 


z+n—t To eed y 
Reildey Sd? 
daher ist 
NC Sita Marae © 
ee a — 
n~ az xz 
y v Ll, 
fihrt man nun 
Oa = vd._1 ya (96) 
und die Summen 
51D oy Ogaden (97) 
z+iyrl x+2,y+3 


als neue Zahlen ein, wahrend v7l,l, die bei Verbindungsrenten vor- 
kommende Zah] D,, bedeutet, so ergibt sich fiir A: ein Ausdruck, 
der demjenigen fiir die einfache Todesfallversicherung dhnlich sieht, 
pamlich 
ary 
A z pi 478i . (98) 


zy 
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Wird das Kapital 1 ausgezahlt, wenn (x) als zweiter stirbt, so 
heiBe der Wert der Versicherung A:,. Er ergibt sich durch die Be- 
merkung, daS die Summe aus At und A: notwendig 4, ist: denn 
(x) ist auf den Todesfall tiberhaupt versichert, wenn er in der Ver- 
bindung (x) (y) sowohl auf den ersten wie auf den zweiten Tod ver- 
sichert ist. Man hat also zur Berechnung von A:, den Ansatz: 


Agee: a ge (99) 


ay 

Es ist wohl zu beachten, daB Az, verschieden ist von 41. Dean 
Az, ist eine Versicherung, zahlhsr nach dem zweiten Tode, A: aber 
eine nach dem ersten Tode fillig werdende Versicherang. 

Als Beispiel mégen die drei Versicherungswerte A, ,,, A 
Aj, 4 berechnet werden; zur Grundlage diene die Tafel VIII. 

Zur Lésung dieser Aufgabe sind bei Anwendung der Formel (94) 
die Verbindungsrenten asp yo, 49, 49, A50,39 NOtwendiy. Nach dem in 
Ny. 323 erliuterten Verfahren tindet man: 


50, 40 und 


250,40 — 44610 46,10 — 12,278 , 
O49 40 = 945,59 45,39 — 12,488 ) 
: 85,39 — 945 xo 45,82 — 12,361 ; 
ferner ergibt sich 
Asy, 49 = 1 — 0,0338 - 12,278 = 058501, 
und der Tafel entnimmt man 
A,. = 0,52079 . 
Aus diesen Daten folgt: 
aa ; [0,58501 + 11,488 - 1,0151 — 11,361 - 1,0098] = 0,88707 
30,40 = 0,98501 — 0,38707T = 0,19 794 
Ay, gy = 9,52079 — 0,3870T = 0,13372. 
os Kine Versicherung auf das Kapital von 1000 hat demnach den 
ert: 


520,79, wenn sie zablbar ist bei dem Tode von (50); 

585,01, wenn sie zahibar ist bei Aufhéren der Verbindung (50) (40); 
387,07, wenn sie zahlbar ist, falls (50) als erster stirbt; . 
197,94, wenn sie zahlbar ist, falls (40) als erster stirbt; 

133,72, wenn sie zahlbar ist, falls (50) als zweiter stirbt. 


334. Aufgeschobene und temporare Uherlebensversiche- 
rungen. Hine um » Jahre aufgeschobene Uberlebensversicherung 
auf den Tod von (x) zugunsten von (y) hat den Wert 


nies So uy thee. tak ape ae (100) 


teak MO ie Oil uta? 
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denn sie kommt zur Auszahlung nur dann, wenn die Verbindung (a) (y) 

nach x Jahren noch besteht, hat dann den Wert 4 1 __, der durch 
r+nuvtn 


Multiplikation mit v" auf den gegenwirtigen Zeitpunkt zu diskon- 
tieren ist. Fir v",p,, kann, wenn die Kolonne D,, vorbanden ist, 


—epase gesetzt werden. 
Aus den Formeln (94*) und (99) folgt weiter: 
ete mi AL Ary, (101) 
ue OS eres eS Az: (102) 


Fir temporiare Versicherungen dieser Art ergeben sich unmittelbar 
die Ansitze: 


aly ag A:, ai Ad (103) 
,4..=Ar— Aa 
|n wy ay n| xy : (104) 
ae An 
{mu wy |n- “xy 
Az, = Az, — ,) A 
Tey zy LEN OTS (105) 
A Nes lags 


Wie man erkennt, ist A}, neben A, und A,, diejenige GroBe, 
durch welche sich die andern Versicherungswerte ausdriicken lassen, 
fiir die also besondere Tafeln anzulegen sind. Man wird solche nur 
fiir «<y zu rechnen haben, weil die Falle, wo die Versicherung auf 
den friiheren Tod der jiingeren Person abgeschlossen wird, die hiu- 
figeren sind. 


§ 8. Versicherungswerte, die von Invaliditdét abhingen. 


335. Vorbemerkungen. Die verschiedenen Versicherungsein- 
richtungen, die sich mit der Firsorge fiir bestimmte Personenkreise 
befassen, gewdhren in ihrer wirksameren Form Renten, auberdem in 
gewissen Fallen einmalige Leistungen. 

Der Beginn der Renten ist von dem Kintritt niher bestimmter 
Ereignisse abhangig: so der Anfall der Invalidenrente vom Kintritt, 
richtiger vom Ausspruch der Invaliditiét, der Anfall der Witwenrente 
vom Tode des (aktiven oder invaliden) Mannes, der Anfall der Waisen- 
rente vom Tode des Vaters, eventuell vom Tode der. verwitweten 
Mutter. Durch Festsetzung einer Karenz kann ein Teil dieser Falle. 
unwirksam gemacht sein. Die Dauer der Rente ist an den Fortbestand 
eines Zustandes gekniipft: die Invalidenrente entweder an die Fort- 
dauer des Lebens (bei dauernder Invaliditaét) oder an den Fortbestand 
der Erwerbsunfahigkeit (bei voriibergehender Invaliditat); die Witwen- 
rente an das Fortleben der Witwe, eventuell an den Fortbestand der 
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Witwenschaft, die Waisenrente an das Leben des verwaisten Kindes 
langstens bis zur Erreichung eines festgesetzten Alters. 

Die Héhe der Renten kann mit einem konstanten Betrag zu- 
gesichert sein oder sie erfahrt eine von der Dauer der ZugehGrigkeit 
zur Versicherung abhangige Steigerung. 

Uber die Bedingungen des Antritts der Renten, ihres Aufhérens, 
ihrer Bemessung, ihrer Auszahlungsweise enthalt das Statut, das 
Pensionsnormale der betreffenden Versicherungseinrichtung, wenn sie 
privater Natur ist, beziehungsweise das Gesetz, das sie als eine Offent- 
lich-rechtliche begriindet, die erforderlichen Bestimmungen. 

Der Versicherungstechnik erwiachst einer solchen Institution gegen- 
fiber die Aufgabe, die Beschaffung der zur Sicherung der Leistungen 
erforderlichen Mittel zu regeln. Diese Aufgabe lést sich in eine Reihe 
von Hinzelaufgaben aus, die um so mannigfaltiger sich gestalten, je 
komplizierter die Bestimmungen des Statuts oder des Gesetzes sind. 
Es kommen dabei Bewertungen der bereits angefallenen und noch 
fortdauernden Renten wie auch Bewertungen von Anwartschaften auf 
kiinftige Renten und einmalige Leistungen in Betracht. Bei Be- 
grundung der Hinrichtung, bei Schaffung des Statuts eder des Ge- 
etzes, hat man es nur mit Anwartschaften zu tun. Handelt es sich 

iihrend des Bestandes der Einrichtung um die Priifung ihrer finan- 
ziellen Lage, so treten Barwerte beiderlei Art zugleich auf. 

Zur Durchfihrung der Rechnungen sind neben der Wahl des 
Zinsfu8es statistische Erfahrungen iiber die in Betracht kommenden 
Ereignisse und menschlichen Massenzustinde erforderlich. Die Aus- 
wehl dieser Erfahrungen unter dem zur Verfiigung stehenden und 
sachgem&B bearbeiteten Tatsachenmaterial erfordert Umsicht und 
kritische Erwigung aller in Betracht kommenden Umstinde, soll man 
sich eine Anpassung der Rechnung an die Wirklichkeit innerhalb 
nicht zu weiter Grenzen versprechen diirfen. 

Man kann die Frage aufwerfen, wie weit es sich empfehle, mit 
der Rechnung den Bestimmungen des Statuts oder des Gesetzes nach- 
zagehen. Die Antwort wird abhiingen von der finanziellen Tragweite 
der einzelnen Norm, von dem Umfang der Rechenarbeit, die ihre Ein- 
beziehung erfordert, hauptsiichlich aber, ob die hierzu erforderlichen 
statistischen Daten vorhanden sind. Es wird zu iiberlegen sein, ob 
die rechnerische Behandlung einer Detailbestimmung gegentiber der 
unvermeidlichen Unsicherheit der Rechnungsgrundlagen noch zu recht- 
fertigen ist. Im allgemeinen mu8 es als zweckm&Big bezeichnet 
werden, in der Detaiherung der Rechnung ein gewisses MaB zu halten, 
auf Kompensationen bedacht zu sein, wenn man sich zu Vereinfachungen 
der Annahmen, die bei jeder technischen Rechnung getroffen werden 
miissen, veranlaBt sah, dafiir aber alle Sorgfalt zu verlegen auf die 
stindige Vergleichung des wirklichen Geschiftsverlaufs mit dem nach 
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den Grundlagen zu erwartenden unter eingehender Analyse der ver- 
schiedenen Arten der Belastung, um auf diese Weise einer Verbesserung 
des Rechnungsplanes vorzuarbeiten. 

Im nachfolgenden wird eine Auswahl von Barwerten behandelt, 
um daran die Methoden der Rechnung zu erliutern. 


336. Aktivitats-, Invaliden-, Witwen- und Waisenrenten. 
Als Grundlagen fiir die Bestimmung der Barwerte dieser Renten haben 
auBer dem ZinsfuB zu dienen: 

bei der Aktivitatsrente eine Ausscheideordnung der Aktiven, (7,7); 
bei der Invalidenrente eine Sterbetafel der Invaliden, (J,'); 

bei der Witwenrente eine Sterbetafel der Fraue , (/,); 

bei der Kinderrente eine Sterbetafel der Kinder, (L). 

Durch die Wahl der Buchstaben 2, y, 2 zur Bezeichnung des 
Alters bei Mannern (aktiven und invaliden), Frauen und Kindern ist 
fiir die Lesbarkeit der Formeln gesorgt und in vielen Fallen die Ver- 
wendung komplizierter Zeichen erspart. 

Die Berechnung all dieser Renten geht Seams’ ebenso vor 
sich wie bei Zugrundelegung irgend einer Sterbetafel, also mit Be- 
nntzung der diskontierten Zablen und ihrer Summen, welche die Be- 
zeichnungen erhalten: 


DS, NSS dD, BS D,, N,; D,, N;; 

sind auch Doppelsummen ebeneeaies so bekommen sie das Zeichen S 
mit den entsprechenden Suffixen. 

Der Barwert der vorschiissigen Altivitdtsrente, die flissig bleibt 
durch die ganze Dauer der Aktivitét von (x), ist sonach 

“a, a ae ; (1) 

Der Barwert der vorschiissigen Jnvalidenrente, zahlbar bis zum 

Ableben des Invaliden (x), stellt sich auf 


a5 eee: 


Der Barwert der vorschiissigen Rente, die an eine Witwe (y) bis 
za deren Ableben zu leisten ist, betragt 


Die Waisenrente hat den Charakter einer temporiren Rente, weil 
sie zahlbar ist blo® bis zur Erreichung eines festgesetzten Alters ¢; 
fiir eine Waise vom Alter z ist also ihr Wert 

Vv, —N, 
ay aS D, 43 (4) 


fiihrt man indessen, wie dies in der Regel geschieht, die Sterbetafel /, 


998 Fanfter Teil. Mathematische Grundlagen der Lebeusversicherung. 


nur bis zu dem Gliede J,, die Kolonnen D und N nur bis D,_,, N,_1, 

wobei N,_, = D,_ 1, 80 schreibt sich fiir diese abgektirzte Tafel die 
_Waisenrente wie eine lebensliingliche Rente 

N, * 

noi Fp (4*) 

Alle diese Formeln gelten fiir ganzjahrige Falligkeit. Ist unter- 

jahrige, insbesonders, wie dies zumeist der Fall ist, aonmche Flissig- 

machung bedungen, dann treten alle jene Umformungen auf, wie sie 

bei der Leibrente vorgefiihrt worden sind; man Setat nimlich bei- 

spielsweise 


CPA GY Si cats Were Paes A 
a1) = “a — B 


‘a, = ‘a, — B mit B= 0.46330, 0,46408, 0.46489 
a = a, — % bei i= 0,03, 0,085, 0,04. 
a, (12) = (1 = 3) % 


Werte der vorstehend angefiihrten Renten, gerechnet auf den 
Grundlagen, welche fiir die technische Durchfiihrung der Pensions- 
versicherung der Privatbeamten in Osterreich') gewihlt worden sind, 
finden sich in den Tafeln IX und X, und zwar 

“a() in Taf. IX; Grundlagen: die Erfahrungen am Nichtzug- 
personal aus 1868—1884 in der Bearbeitung von Zimmermann 
(Nr. 293); 34%, 

‘a, in Taf. X;- Grundlagen: die Erfahrungen an simtlichen pen- 
siomerten Hisenbahnbediensteten aus 1868—1884 in der gleichen Be- 
arbeitung; 3}%. 

a) in Taf. X; Grundlagen: Deutsche Sterbetafel fiir Frauen 
(Nr. 268); 33%). 

lig- 22,0) in Taf. X; Grundlagen: Summen der Lebenden aus der 
Deutschen Sterbetafel fiir Manner und Frauen (Nr. 268); 34°). 

Die vorangefiihrten Rentenwerte lassen schirfere Fassung zu, der 
aber praktisch zumeist deshalb nicht Rechnung getragen werden kann, 
weil es an den nétigen statistischen Erfahrungen mangelt. 

Die Aktivitiitsordnung ist eine Ausscheidetafel, die beiden Ursachen 
des Ausscheideus sind 'Tod und Invaliditat. 

Auch bei den Invaliden handelt es sich in manchen Fallen nicht 
um eine eiventliche Absterbe-, sondern um eine Ausscheideordnung, 
indem der Bezug der Rente unter Umstiinden auBer durch Tod auch 


1) Goacts vom 16. Dezember 1706, abgeindert mit Gesetz vom 23. Juli 1920. — 
Lithographiertes Tabellenwerk von A. Riedel, Triest 1909, nebst erginzenden 
Bemerkungen (1910). HKiedel hat ferner eine lithographierte »Labellarische 
Auswertung der Rechnungsgrundlagen fiir Beamtenpensionsfonds* (1910) ver- 
Sffentlicht, die sich auf die S. 217 und 213 erwihnten, von ihm stammenden 
Daten stiitzt und mit 4°/, gerechnet ist. 
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durch Reaktivierung und eyentuell auch noch aus anderen Ursachen 
aufhéren kann. 

Die Berechnung einer fliissigen Witwenrento solite auf eine Aus- 
scheideordnung der Witwen gegriindet werden, bei der auBer dem 
Ableben auch der Wiederverehelichung Rechnung getragen ist; eine 
allgemeine Fravensterbetafel aber umfaSt ledige, verehelichte und ver- 
witwete Frauen, Kategorien, denen sicher nicht gleiche Sterblichkeit 
zukommt. 

Der Bewertung einer fitissigen Waisenrente sollte eine Sterbe- 
tafel verwaister Kinder unterlegt werden; denn eg ist a priori anzu- 
nehmen, da8 die Sterblichkeit unter solchen eine andere ist als bei 
Kindern, die sich der miitterlichen Obsorge zu erfreuen haben; in 
aller Strenge miiSten auch Renten von Doppelwaisen nach anderer 
Grundlage behandelt werden als Renten von einfachen Waisen. 

Auf die Invalidenrente soll wegen ihrer auSerordentlichen Wich- 
tigkeit noch des naheren eingegangen werden. 

337. Invalidenrenten auf Grund einer zweifach abge- 
stuften Ausscheideordnung. Wenn bei der invalidenversorgunug 
nur dauernde Invaliditat in Betracht gezogen wird, wie dies bei den 
privaten Himrichtungen dieser Art und auch bei jenen 6ffentlichen 
geschieht, die es mit Berufsinvaliditat zu tun haben, z. B. bei der 
neuerdings begriindeten Privatbeamtenversicherung, so wird die Be- 
wertung fliissiger Invalidenrenten nach einer Invalidensterbetafel zu 
geschehen haben; es stehen nach dieser Richtung zuniichst fast aus- 
schlieBlich Aggregattafeln zur Verfiigung, welche die Sterblichkeit nur 
nach dem Moment des erreichten Alters und nicht auch nach der 
abgelaufenen Rentenbezugsdauer abstufon 

Anders liegen die Verhiltnisse bei der in groBem MaBstabe be- 
triebenen 6ffentlich-rechtlichen Invalidenversicherung. Hier erfordert 
die richtige Beurteilung des finanziellen Effektes eine méglichst sorg- 
faltige Bewertung der Invalidenrenten. Aber erst der reichsgesetz- 
lichen Invalidenversicherung war es nach langerem Bestande méglich, 
die zur nikeren Erforschung des Ausscheidens aus dem Rentenbezuge 
ndtige Beobachtungsbasis zu gewinnen und einen beachtenswerten 
Ansatz zur Erstellung einer zeifach abgestuften Ausscheideorduung der 
Invalidenrentenemptiinger zn machen. 

Die Ergebnisse der letzten derartigen Untersuchung stammen aus 
dem Jahre 19061) und betreffen die in dem Zeitraume 1891-—1599 
bewilligten Renten; ihre Zahl betrug 

1891—1897 196 487 
189%.99 169 340 
zusammen 366 327; 


1) Amtliche Nachrichten des Reichs-Versicherungsamts 1906, 1. Beiheft. 
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davon betrafen 247745 miannliche und 118582 weibliche Personen. 
Bis zur Wiederkehr des Rentenbeginntages im Jahre 1903 waren 
davon ausgeschieden: 


durch Tod 125835 d. i. 95,1% 
durch Reaktivierung 5474 , , 4,1,, 
aus anderen Ursachen 10525~ 057 2 O85, 
iiberhaupt 132 361 


Die Gliederung der Ausscheidungen erfolgte im ersten Bezugs- 
jahre nach Monaten, in den fiinf folgenden Jahren nach Quartalen 
und von da ab uach Jahren; die langste zur Beobachtung gelangte 
Bezugsdauer betrug 12 Jahre. 

Die erste der beiden folgenden Tabellen gibt einen Einblick in 
die bedeutende EinfluBnahme der Rentenbezugsdauer auf die Aus- 
scheidewahrscheinlichkeit. Unter o;2;,, ist analog wie bei der Sterb- 
lichkeit unter Versicherten die Wahrscheinlichkeit des Ausscheidens 
von Rentenempfiangern zu verstehen, die im Alter « in den Bezug 
der Rente eingetreten und bis zum Ausscheiden k Jahre darin ver 
blieben sind. Man sieht aus der Zusammenstellung, daB der Einflu8 
in den jiingeren Altern ein viel stirkerer ist als in den mittleren und 
héheren und da8 erst vom 50. Jahre an eine allmahliche Umkebr in 
der Bewegung der Ausscheidewahrscheinlichkeiten beginnt, weil dann 
der Hinflu8 des Alters den der Bezugsdauer zu tiberwiegen anfangt; 
vom Alter 80 an ist das Verhalten vdllig umgekehrt gegeniiber dem 
der jungen Jahre. Wahrend von den 40-jahrigen Rentenempfangern, 
die im ersten Bezugsjahre steher, 369,5°(, ausscheiden, betragt das 


Mannliche Invalidenrentner. 


etal epee a linet tab aie carores | gir 
“m & | ita ®D 
a os 
£3 Grey | Oey 4i | Stay 42 | Stey4a | Grrjy 46 | Oey 48 | % 2} 410| Pe] 411 Rc 
—“— a 

=a eed “4 

! | 

25 | 0,5370 | 0,3130 | 0,1910 | 0,0978 | 0,0627 | 0,0474 | 0,0894 10,0388 | 36 
ao | (4790 | (2780 | 41710; 10914 | 0612 | (0484 | 10413 | 10403 | 41 
35 | 14240 | (2465 | (1615 | 0860 | ,0609 | 0499 | 10437 | 0484 | 46 
40 ,3695 »2150 31345 ,0817 ,0609 (0514 ,0468 {0478 51 
45 53170 ,1850 ,1195 ,0789 0618 ,0529 0517 | 10532 56 
50 | 2660} (1865 | 1050 | (0764 | 0631 | 0570 | 0610 | 0630 | 61 
55 | 12266 | .1290 | .0945 | .0739 | 0650 | (0680 | .0745 | .0785 | 66 
60 | .1720 | {1110} (0901 | 0760 | (0785 | ‘0870 | [0960 | .1010 joes 
65 ,14380 1040 0921 ,O915 51010 71115 1240 41310 76 
70 ,1310 ,1080 1065 A175 p1810 | 1465 1640 | 1740 8i 
15 1335 ,1810 1385 ,1550 51746 | ,1970 ,2240 ,2390 8é 
80 | ,1640 1740] 1850] (2100 | (2390 | ‘2720 | '3090 | ‘3290 | 91 
85 | ,2240 | ,2390| 2250] 2900 | (3290 | j3720 | .4190 | 14440] 96 
90 | 8090, .3290| \3500 | 3950 | (4440 | (4970 |} 6540]. | tun 
95 4190 ; ; ; | ; : 


4440 


,5250 


I. Abschnitt. Versicherungswerte. 301 


Ausscheidepromille bei 40-jihrigen, die bereits 10 Jahre im Renten- 
empfange standen, nur 41,3°,; bei 70-jihrigen ist die Ausscheide- 
intensitaét bei den gleichen Modalititen durch 131,0 und 96,0%,, bei 
80-jahrigen beidemale durch 164,0%,, ausgedriickt. 

Die zweite Tabelle soll das erheblich ungleiche Verhalten der 
beiden Geschlechter vor Augen fihren. 

Was die Entstehung der zweifach abgestuften Tafeln anlangt, so 
sind sie aus den fiir Altersquinquennien gefundenen Zahlen durch 
graphische Interpolation abgeleitet worden. 


Durchnitts-Ausscheidewahrscheinlichkeiten. 


Alter bei | 
Beginn Gi} Gis | Fey46 | F249 
[x] | s © 
9924 | ™m- 0.5620 | 0,1432 | 0,063 | 0,0259 
= w. 4680 0946 | 0491 | 0472 
y5_99 || ™m- 15110 | ,1168 | 0577 | 0446 
w. ,8210 | ,0677 | 0437 | 0278 
go—ga || ™ 4460 | 1064 | 0633 | ,0516 
a w. ,2345 | ,0536 0368 0198 
g5—s9 | ™ 4015 | 1077 | 0712 | 0534 
w. ,1918 | .0488 | 0346 0518 
’ soa, || ™ 8568 | 0978 0660 | .0547 
w. ,1708 | 0449 | (0371 0464 
ae th a ‘0924 | 10651 | 0602 
w. 1072 | .0396 | 0877 0449 
ou| 2 MB) Ae | me | oe 
Ww. ’ ) 
Pale ee "1882 | (0811 | 0784 | 0813 
ap w. .0897 0459 | .0545 | 0611 
e0ea || ™- 1595 | 0922 | 0973 | 1110 
= w. ,0758 | 0484 | 0645 | ,0981 
“a2)5 a al at ae Ree rer 
w. ,0 , c : 
ro—74 | ™ 1147 | 1108 | 1648 | 1452 
w. .0625 | ,0819 | ,1249 | 2037 
7579 || ™ 1265 | ,1688 | ,1997 | ,8282 
w. ,0732 ,1228 2081 5) | 2222 


Auf Grund dieser Ausscheidewahrscheinlichkeiten lieBe sich eine 
Abfallsordnung der Invaliden konstruieren und mit dieser — wir be- 
zeichnen ihre Zahlen mit U1, , (k=0,1,...10) und die Zahlen der 


Schluptafel mit ,,, — kénnte ebenso operiert werden, wie mit einer 
zweifach abgestuften Sterbetafel bei Berechnung der Leibrenten 
(Nr. 307). 

Indesgen kénnen auch, wenn einmal die Renten fiir die SchiuB- 
tafel berechnet sind, die Renten fiir die zehnjahrige Vorperiode nach 


einer Rekursionsformel berechnet werden, indem némlich (Nr. 302 (4*) 


Ce a ee Sr) +4) ‘Brel bet) (5) 
nimmt man der Reihe nach k= 10, 9,---0, so ergeben sich sukzessive 
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aus ‘a,,,, die Werte von ‘@,),49) ‘349, --- ‘aaj, deren letzter den 
Barwert der Rente bei ihrem Antritt bedeutet. 

In dieser Weise ist von den deutschen Erfahrungen bei der 
technischen Begriindung des dsterreichischen Sozialgesetzentwurfes 
Gebrauch gemacht worden’). 

338. Anwartschaft eines Aktiven auf eine konstante 
Invalidenrente. An Grundlagen sind zur Bewertung dieser Anwart- 
schaft erforderlich die Aktivitatsordnung, die zugehdrigen Invaliditats- 
wahrscheinlichkeiten und die Sterbetafel, beziehungsweise die Aus- 
scheideordnung der Invaliden. Die Gestaltung der Formeln haingt von 
den Bestimmungen iiber den Antritt und Bezug der Rente und davon 
ab, wie weit man diesen Bestimmungen Rechnung tragen will. 

I. Die eine Rechnungsweise nimmt an, alle in einem Altersjahre 
invalid gewordenen treten mit dem Beginn des darauffolgenden Alters- 
jahres in den Bezug der Rente. Ist also x das gegenwiartige Alter 
des Aktiven, so stellt sich der Barwert der Belastung aus dem 


n+ 1-ten Jahre als Produkt aus der Wahrscheinlichkeit oo den An- 
fang jenes Jahres als Aktiver zu erleben, der Wahrscheinlichkeit 
W,4,n, 1m Laufe dieses Jahres invalid zu werden, dem Barwert ‘a,,,,4 
der am Schlusse des Jahres fallig werdenden Rente und dem der 
Zwischenzeit entsprechenden Diskontierungsfaktor o"*+? dar, betrigt also 
(Ke a 

nti ttn ‘ ttn i 

Cee a ern Bermgs = Oo We Begg} (6) 
setzt man’) 
ols Woes ad es Das 


Dee a Dewees as =Niew 
so ergibt sich der Barwert einer unmittelbar beginnenden Anwart- 


@) 


eae 

schaft als Summe der Werte ae fir m= 0, 1,2,...; gebraucht man 
zx 

fiir ihn das Zeichen “g,, so ist demnach 

1) Denkschrift ber die Berechnung des Beitragserfordernisses in der In- 

validen- und Altersversicherung etc. Wien 1909. 

2) Anmerkung betreffend die Bezeichnungsweise. In diesem Paragraphen sind 
zur Bezeichnung verschiedener Zahlenausdriicke Zeichen verwendet, die den 
Zeichen fiir die Grundzahlen D, N, S; C, M, R nachgebildet sind. Um sie von 
diesen, die sich auf Absterbe- und Ausscheideordnungen beziehen, zu unter- 
scheiden, sind fiir sie andere Typen: J, N, §; C, M, R gew&hit worden, derea 
Suffixe jedem einzelnen Fall angepaBt sind. Desgleichen ist das a, das hier 
wiederholt zur Bezeichnung der Barwerte von Anwartschaften gebraucht ist, von 
dem Zeichen a fiir die gewéhnliche Rente, durch Schrifttype und Suffixe ge- 
nigend unterschieden. 
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ai Nz R 
Ist eine k-jahrige Karenz vorgesehen, so hat die Summierung 
mit n= zu beginnen; man erhalt dann 


cy ee (9) 


Erfolgt die Zahlung monatlich, so ist in(7) ‘a, ,,,,, durch ‘a 
zu ersetzen. 

Der Vorgang sieht einmal von den Sterbefiallen, die im Alters- 
jahre der Invalidisierung selbst erfolgen, ab und verlegt zum andern 
alle Invalidisierangen an das Ende des Jahres. 

If. Andert man die Auffassung nur dahin ab, daB alle Invalidi- 
sierungen auf die Mitte des Jahres zusammengezogen werden, und 
laBt man die Renten von da an beginnen, wo ihr Barwert mit ‘a,,,,, is 


ataal 


zu bezeichnen ware, so tritt an die Stelle der ersten Formel in (7) 


au 

3 , 
os Dea ; t as 
v zon ztn det ngt Dee 


(7*) 


wahrend alles andere wie friiher verliuft; fiir ‘a,,,,1 kann unter 
2 


Anwendung linearer Interpolation zwischen die Renten zu ganz- 
jabrigen Altern 


t t 
Seta t Beyngt 
2 


genommen werden. 

I. Modifiziert man die Auffassung unter I dahin, daB man auch 
die Todesfalle im Invyalidisierungsjahre in Rechnung zieht, so kommt 
an die Stelle der ersten Formel in (7) zu schreiben: 


ii 
+n) rss Tee 
oDe, oe 2 eget eye) es 


ttn £+7n 


alles iibrige bleibt wie vorhin. 

Nach dieser Formel sind die Werte der Anwartschaft auf In- 
validenrente in Taf. X gerechnet und zwar auf den in Nr. 293 nam- 
haft gemachten Grundlagen der Pensionsversicherung der Privatbeamten 
in Osterreich. Hiernach ist z. B. “a,, == 3,9348. 

IV. Als Beispiel einer in das Detail der Bestimmungen eingehenden 
Rechnung fiihren wir die folgende Entwicklung an. Die Rente be- 
ginnt am ersten des der Invalidisierang folgenden Monats, wird von 
da ab monatlich bis zum Tode gezahlt; die letzte Auszahlung erfolgt 
am Ende des Sterbemonats (gleichbedeutend mit dem Anfang des 
darauffolgenden Monats). 7 

Bei der Anlage der Rechnung wird die Annahme gemacht, daB 
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Invalidisierungen und Sterbefalle wibhrend eines Altersjahres sich 
gleichmaBig iiber dieses verteilen, daB also die Invaliditats-, beziehungs- 
weise Sterbenswahrscheinlichkeit fiir einen aliquoten Teil des Jahres 
gleichkummt dem ertsprechenden aliquoten Teil der jahrlichen Wahr- 
scheinlichkeit. 

Die Belastung, welche aus den Invalidisierungen auf der Alters- 
stufe (x-+n, x+n-+1) erwichst, setzt sich zusammen aus den Zah- 
lungen, die schon wihrend dieses Altersjahres entstehen, und aus den 
fortlaufenden Rentenzahlungen an alle jene, die das Ende dieses Alters- 
jahrs als Invalide erleben; der Wert dieser letzteren Zahlungen, auf 
den Beginn der Rechuung diskontiert, ist 


Pe jo w (eters) (12) 4 or: z at?) E (A) 


L+n L+RN ae intl z+n en 


Zum Barwert der erstgenannten Teilzahlungen gelangt man auf 
folgende Art. Von den Invaliden, die in den ersten »—1 Monaten 
des Altersjahres entstehen, leben am Anfang des v-ten Monats noch 

Bere ag (1— "sa ); 


12 wi+n-xr+n 24 zen}? 


1 : . : 
im v-ten Monat kommen — 7’, w_,_ hinzu, und an alle diese ist nach 
12 r+n x+n 


den obigen Bestimmungen zu Anfang des » + 1-ten Monats Zahlung 
zu leisten, so daB in diesem Zeitpunkte im ganzen 


Bane tn & ce 
12 24 4trtn 


Rentenraten im fneoees von je jg 7u 2ahlen sind; ihr auf den Beginn 
der Rechnung diskontierter Wert ist 


eps pieteey (vy — 1)? 4 
PEE (ei hacia dl Forges : 
144 24 xz+n 


nimmt man hiervon die Summe iiber v = 1, 2,...12, so ergibt sich 
der Barwert der Teilzahlungen 


are 05K ii oe —1)*» : 


=o ow (avatars ), , (B) 


wenn 


12 v 
1 ia 1 rT) 
iii a see ST - (v — 1)" = B (10) 
gesetzt wird. 
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Von der Summe aus (A) und (B), welche die Belastung aus den 
favalidisierangen auf der Altersstufe (x+m, 2+m-+1) darstellt, 
entfallt auf einen der urspriinglichen 7* Aktiven des Alters x der 
Betra 


ti 
m+ pat 4, (12) nya - Grin 
v Cie kt teen et og Taal 2 B 


te a 
re u 
ai 
pt #412) Dp Vaan 
went Mrt+n4-1 ztnvrry eG Y 
= a a 
Yds D*,. 


Setzt man also 
et €_{43) a etn : at 
eae i Riad a5 Da see (« me a) 4 B) cm D, +n 
at ai ag 
De Dy = zen? 
so stellt sich die Anwartschaft auf Invalidenrente wieder in der Form 


(Te) 


at Ne 
ye ee (11) 


dar. 
Zur Berechnung der dD? braucht man jetzt zweierlei diskontierte 


Zahlen: D% =v" l?, D*’= 0" l%", ferner die Invaliditits-, die Invaliden- 
sterbenswahrscheinlichkeiten, die 12-tel-Invalidenrenten und die Kon- 
stanten «, 8, die bei 4°/, die Werte haben: 


a = 0527137, 6 = 0,283778. 


Es sei bemerkt, daB man statt Diw, =v" Pw, auch v*°J,=D?,d.b. 
die diskontierten Zahlen der Invaliden, die aus den Aktiven auf Grund 
der Aktivitaétsordnung (Taf. IX) hervorgehen, verwenden kann. 


339. Auwartschaft auf steigende Iuvalidenrente. Die 
Steigerung der Invalidenrente kann aus zwei Ursachen entspringen: 
aus der Skala, die angibt, in welchem Verhiltnis die Pension nach 
MaBgabe der zuriickgelegteu Dienstzeit zu dem jeweilen anrechenbaren 
Gehalt oder Dienstbezug iiberhaupt zu stehen hat, und aus Gehalts- 
erhShungen. Von den letzteren sehen wir hier ab. 

Als erstes Beispiel sei eine Invalidenpension folgender Konstruktion 
vorgefihrt: 10 Jahre Karenz, dann 40°) des Héchstbetrags der Pension, 
hierauf jahrliche Steigerung um 2°, durch 30 Jahre, nach 40 Jahren 
fallt die Héchstrente (= 1) unbedingt als Altersrente 2u. 

Der Wert dieses Pensionsauspruchs setzt sich zusammen aus der 
Anwartschaft auf eine frithestens nach 10 Jahren mit 0,4 beginnende, 


Cauber, Wahrscheinlichkeitsrechnung. JI 3. Aufl. 20 
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sodann bis zum 40. Jahre jabrlich um 0,02 steigende und von da ab 
konstant bleibende Invalidenrente — der Wert dieser Anwartschaft ist 


OANT 4 + 002 (Sti — Seu), 

Ep: Bac 
und aus einer um 40 Jahre aufgeschobenen Aktivitatsrente, durch 
welche der unbedingte Anfall als Altersrente erginzt wird, indem die 
Rente von da ab auch an die aktiv verbleibenden mit dem Héchst- 


N? 
betrage zu zahlen ist; der Barwert dieses Teiles ist —2+® | somit der 
z 
Barwert des ganzen Pensionsanspruachs 
O4NE wet 0,02 (SS caries +N. z40. 
é (18) 


z 


Die N% kénuen auf Grund der Formel (7*) gerechnet werden, 
wobei, wenn monatliche Zahlung festgesetzt ist, ‘a durch ‘a? zu er- 
setzen kommt, wihrend im dritten Gliede die monatliche Zahlung in 
die Bildung der N* einbezogen werden kann. 

Handelt es sich um die Feststellung des Beitragserfordernisses fiir 
eine zu griindende Pensionseinrichtung, sv kommt nur der eben be- 
rechnete Wert der Anwartschaft bei Eintritt in die Versicherung in 
Betracht. Soll hingegen die finanzielle Lage einer bereits bestehen- 
den Hinrichtung gepriift werden, dann treten auch Anwartschaften 
nach verschiedenen Dienstdauern in die Rechnung ein. 

Als zweites Beispiel, bei dem auch solche Anwartschaften be- 
stimmt werden sollen, diene eine Invalidenpension mit folgender Skala: 
Nach 5-jihriger Karenz 15°, des Gehalts; dann durch drei Jahre 
Steigerung um 1°; weiter durch 26 Jahre Steigeryng um 2%, so 
daB nach 34 Dienstjahren 70°/, des Gehaltes erreicht sind, bei denen 
es fiir die eventuelle fernere Dienstdauer verbleibt. Hs soll die An- 
wartschaft am Beginn und nach jeder bereits zuriickgelegten Dienst- 
dauer angegeben werden. Die Rente wird monatlich im vorhinein 
ausbezahlt. 

Im Sinne der Auffassung Ii, Nr. 338, ist der Barwert der Renten- 
a stammend aus den Invalidisierungen des + 1-ten Jahres, 

ure 


at +! t ait?) + ‘a i_ (18) 
FE " gegeben, wo Dan =? ot Doe Doe ech AO a) Betntt 
Mithin ist der Wert der Pensionsanwartschaft fiir einen Aktiyen 
des Alters «, der am Beginn seiner Dienstzeit steht, in Prozenten 
des Gehalts: 
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See 10D) tte 18D... 20D. 
eee re 2 0( Deas te eae) 
= 7 (ENS +) Ne SNe rk 
Ne Neg te 2 (N ac Noe 
1 


at at a at 
Sa (15N.45+8.456+ 8240-2825 56}: 


i 
dD, 


Nach Zuriicklegung jedes der niachsten vier Jahr schieben sich die 
Aiterszeiger um je eine Hinheit vor, so daB die Anwartschaft nach 
5 Dienstjahren, also unmittelbar nach der Karenz, den Barwert hat: 


pe (ONS +. Seca + nes Aaa 


In den es drei Jahren bleiben der erste und der zweite 
Alterszeiger konstant, wihrend die beiden andern, entsprechend der 
Annaherung an den Beginu der 2-prozentigen Steigerung, um je eine - 
Einheit vorriicken; gleichzeitig steigt mit jedem dieser Jahre der 
Koeffizient des ersten Gliedes um je eine Hinheit, so daB die Anwart- 
schaft nach 6, 7 und 8 Dienstjahren der Reihe nach die folgende ist: 


oa (LENT + S01 + Sis — 2824.00) 


oe (UTNE + S21 + Sots — 285409] 


a (IBN + 28251 — 2824.07}: 


Von da ab findet jahrliche Steigerung um 2°, statt bis zum von 
endeten 34. Dienstjahr; bezeichnet man algo allgemein mit n (8 << 84) 
die Anzahl der zuriickgelegten Dienstjahre, so stellt sich der unmittel- 
bare Anspruch auf 2(n+ 1) und steigt mit jedem Jahre um 2, so 
daB der Barwert der Anwartschaft betrigt: 


5 (24D; Pee? Ds, be 8) Dasa 
ve hry DB ay Eas ete: -)} 


-= {2(n+ 1)N2 Hey, Soe —2 Seer n}: 
Nach Ablauf vou 34 Dienstjahren bleibt der Anspruch konstant 
gleich 
20° 
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340. Anwartschaft eines verheirateten Invaliden auf 
Witwenpension. Ein Invalider vom Alter ~ sei mit einer Frau 
vom Alter y verheiratet, die in den Bezug ciner Leibrente 1 eintreten 
soll, wenn (x) vor ihr stirbt. Die Anwartschaft hierauf stellt sich 
als eine einseitige Uberlebensrente dar, bei der (y) die begiinstigte 
Person ist (Nr. 325). Nach den an der eben zitierten Stelle ange- 
gebenen Bedingungen fiir den Beginn der Rente wire also der Barwert 


a 


=a —a_, 
y vy 


tly 
a, auf Grund einer Frauensterbetafel, a,, auf Grund dieser und einer 
Invalidensterbetafel zu rechnen. 

In der Praxis wird der Anfall der Rente zumeist auf den Beginn 
des dem Tode des Mannes folgenden Monats festgesetzt und erfolgt 
die Auszahlung monatlich. Diesen Bestimmungen kann in folgender 
Weise Rechnung getragen werden. 

Man nimmi an, daS die Todesfalle eines Altersjehres zusammen 
in dessen Mitte erfolgen und daB die dann entstehenden Witwen in 
den Bezug der Rente gelangen; daraus entspringt pro Witwe fiir das 


n+ 1-te Jahr eine Belastung der Gegenwart im Betrage 


ee ; (12) (12) 
nee Getn VETESe (12) 7 Ce aeteek yin ft Bien tt 
- Seat Sgn eg tg a 7 i > oar ae <<a =) 
t l, ytnt $ 1 2 


z 2 7 
v DA, 


a 12 : A ; 
wenn man die Rente a re ,1 awischen die Renten zu den Altern 
: 2 


y+n und y+ +1 linear interpoliert. Setzt man also 


i (12) (12) 
Cot n yeast eat inst 
i 2 ah Digeeers 
v? (14) 
i _. ee 
DAG a eA ae ed ba Deee ray, 


so driickt sich die Anwartschaft auf Witwenrente wie folgt aus: 


€_ (13) zy » 
i er (15) 
Ate Dil, 


Diese Formel wire fiir alle auftretenden Alterskombinationen 
x, y auszuwerten. Man wird die Ausrechnung direkt fiir eine Aus- 
wahl von Altern x und von Altersdifferenzen x — y vornehmen und 
die tibrigen Werte durch Interpolation herstellen, wobei lineare Hin- 
schaltung zumeist ausreichen dirfte mit Riicksicht auf die langsame 
Anderung der Werte der Formel. 


341. Anwartschaft eines Aktiven auf Witwenpension. 
Nach einem verheirateten Aktiven kann die Witwenpension dadurch 
fallig werden, daB er in der Aktivitét stirbt oder daB er friher in- 
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valid wird und als solcher stirbt, beidemal unter der Voraussetzung, 
da8 die Frau ihn iiberlebt. Soll die Anwartschaft fir einen der- 
malen ledigen Aktiven gerechnet werden, so wird die Kenntnis der 
Heiratswahrscheinlichkeit auf den verschiedenen Altersstufen tiber- 
haupt und der Wahrscheinlichkeit, daB die Verheiratung mit einer 
Frau bestimmten Alters erfolge, als Rechenelement notwendig. 

Gegeniiber dieser Komplikation der Aufgabe stellen wir uns auf 
den praktischen Standpunkt, wie er sich in einer Pensionseinrichtung, 
die auch die Witwenversorgung einbezieht, in der Regel ergibt. Es 
werden daun Erhebungen iiber den Altersaufbau der Aktiven (der zu 
versichernden tiberhaupt) und iiber ihre Zivilstandsverhalinisse heran- 
gezogen, insbesondere in der Richtung, daB die Anzahlen der Ver- 
heirateten und die Altersgliederung der mit ihnen verbundenen Frauen 
der aufgestellten Statistik entnommen werden.*) Diese Daten ermig- 
lichen es, gewisse Durchschnittswerte 2n berechnen, mit deren Hilfe 
dann an eine Abschitzung der Anwartschaften mit verhalinismaSig 
einfacherem Rechnungsaufwand geschritten werden kann. 

Die Erhebungsresultate mégen in folgender Form vorliegen: 


Gezéhlt wurden L¢ Aktive des Alters 2; davon sind LZ,,, Li,,, 
--- LZ, mit Frauen der Alter y,, y,,°-- y, beziehungsweise, also 


Yr 
Sve y lberhaupt verheiratet, so daB 
wm 


die aus diesen Daten abgeleitete Wahrscheinlichkeit des Verheiratet- 
seins eines z-jahrigen Aktiven fiberhaupt und 
eey. 
Ly 
die Wahrscheinlichkeit ist, mit einer Frau des Alters y verheiratet 
zu sein. 
L Auf Grund dieser Zivilstandsdaten und einer Franensterbetafel 
ist der durchschnittliche Barwert der Witwenrente nach einem im Alter x 
verstorbenen Aktiven zu bestimmen; beztiglich der Rente wird vor- 
schiissige monstliche Auszahlung vorausgesetzt. 
a (18) 


Bezeichnet man diesen durchschnittlichen Wert mit ‘a, /), 


(¥ = 4, Ya, °° * Y,) 


wo 


1) Solehe Erhebungen sind beispieleweise vor Begriindung des 6sterreichi- 
gchen Privatbeamtengeseizes in den beteiligten Personenkreisen gepflogen worden. 
Siehe ,,Die Ergebnisse der tber die Standesverhiltnisse der Privatangestellten im 
Jahre 1896 eingeleiteten amtlichen Erhebungen“. I. Teil, p. 120—127. 
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die Einklammerung des y andeuten soll, daB es sich um eine Mittel- 
bildung in bezug auf das Frauenalter handelt, so hat man zu setzen 


Yv 
a (12) 
yy J? =, Ley a, 
a_ (12) Sy) US) es it 
ay) = Tt &: = if ——- ( 6) 
"1 = 4 


Il. Auf Grund derselben Zivilstandsdaten, einer Frauensterbe- 
tafel und einer Invalidensterbetafel ist die dwrchschnittliche Anwart- 
schaft auf Witwenrente nach einem im Alter x invalid gewordenen 
Aktiven zu bestimmen; beatiglich der Auszahlung der Rente wird die- 
selbe Modalitét vorausgesetzt wie vorhin. 

Als Zeichen fiir diesen Durchschnittswert werde “* Nabi ; verwendet; 
da im Augenblicke des Invalidwerdens, sofern dann y das Alter der 
Frau ist, die Anwartschaft den in Nr. 340 bestimmten Wert i Ni hat; 
80 ist 


Yy 
Wye €(12) 
lie : ’ Pp aly 
af (12) zy i (12) oon Pea (17) 
z (y) re «ly is 
ni iG zm 


Man wird diese nach (16) und (17) auf Grund der unmittelbaren 
Beobachtungsdaten berechneten Durchschnittswerte einer Ausgleichung 
unterziehen, wozu ein graphisches Verfahren ausreicht 

IJ. Mit Benutzung der eben gefundenen Durchschnittswerte den 
Barwert der Anwartschaft auf Witwenrente nach einem gegenwartig 
x-jabrigen Aktiven diberhawpt zu bestimmen. 

Stirbt der Aktive im n+ 1. Jahre als Aktiver, wofir die Wahr- 


a 


a? 
scheinlichkeit ae besteht, so wird der Durchschnittswert % Ail ee 
: : ciel 
fillig, sofern man die Sterbefille auf die Mitte des Jahres zusammen- 
gezogen denkt; diesen Durchschnittswert kaun man in linearer Inter- 
polation durch 


a a (”) a a (i2) 
acer Brent, (y) 


ersetzen. Dieser Toil der Anwartschaft hat, auf den Beginn der Rech- 
nung bezogen, den Wert 


2. 
a a a8) __ Crtn aay) , A 
¥ ztn+ —,{y) 1 Foie) ( ) 
x a y? D* 2 


xz 


Wird us Aktive im » + 1-ten Jahre invalid, wofir die Wahr- 


scheinlichkeit. sess besteht, so wird der Durchschnittswert Mal aes Na) 


x 
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der Witwenanwartschaft fillig, den man entsprechend durch das arith- 
metische Mittel der beiden Nachbarwerte ersetzen kann wie vorhin. 
Dieser Teil der Anwartscl ‘t hat, auf den Beginn der Rechnung dis- 
kontiert, den Wert 


J 
ue ae +n ae ‘ Dee at (12) 1 B 
Pha zHatsiy) + erat ss (yj ( ) 
=z »* pb? 


Die Summe aus (A) und (B) gibt die ganze aus dem n+ 1-ten 
Jahre stammende Anwartschaft, und setzt man 


aa @ a(t?) J at 4? 
“al Coun 8 ztnts, Gee Agi Deg ew 
© 
je et Ree one = Nesno)? (18) 
so schreibt sich schlieBlich die gesamte Witwenanwartschaft 
N? 
a. (12) zy) 
a =: 19 
=o) ~ 7p (19) 


Die Durchfiihrung erfordert die diskontierten Zahlen der durch 
Tod ausscheidenden Aktiven, C;, die diskontierten Zahlen der aus der 


Aktivenordnung hervorgehenden Invaliden, DJ, und die zuvor ge- 
rechneten Durchnittswerte.’) 

IV. Wenn beziiglich der Witwenrente die Deen Bestimmungen 
tiber deren friihesten Beginn und ihr Steigerungsverhaltnis getroffen 
sind wie im ersten Beispiel in Nr. 339 beziiglich der Pension des 
Mannes, so stellt sich der Barwert der Anwartschaft eines «-jihrigen 
Aktiven pro 1 der Witwenpension beim LHintritt in die Versiche- 
rung auf 


0,4 Ne +10, ) +- 0,02 (Sz 411, (y)_ Ber 14,0), (20) 
a 7 / 
way 
dabei ist 
Se ae eg) aN eean gb (21) 


Ist in dem zweiten in Nr. 339 behandelten Beispiel einer stei- 
genden Invalidenpension die Anordnung getroffen, da8 der Anspruch 
der Witwe jederzeit 50°, dessen betriigt, worauf der Gatte im Zeit- 
punkte seines Ablebens Anspruch hat, so driicken sich die Anwart- 
schaften eines z-jahrigen Aktiven auf Witwenrente je nach der be- 
reits zugebrachten Dienstzeit durch Formeln genau desselben Baues aus, 


1) Man vergleiche hiermit die Darstellung bei R. Leubin, Versicherungs- 
technische Orientierung etc., Bern 1903, und die Behandlung der Witwenanwasi- 
schaft in dem ,Statut der allgemeinen Pensionsanstalt fiir Angestellte etc.“, Ver- 
ordnungsblatt des k. k. Ministeriums des Innern, Nr. 7, Wien 1908. 
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wie sie dort ftir die Invalidenrente aufgestellt worden sind; jedoch 
treten an die Stelle der Zahlen NG: Ss" nunmehr die Zahlen Nee ; 
S20) und an die Stelle des Nenners D? kommt 2D% zu schreiben, so 
daB beispielsweise der Barwert der Anwarischaft zu Beginn der 
Dienstzeit 

i 


i ry, a Wate a a 
2D, 15 N15, ac Sew Si49,4) 7 25s405,0)!? 


nach Zuriicklegung der vollen Dienstzeit 


35 New 

D, 
betragt, alles in Prozenten.des dem Manne gebiihrenden Anspruchs. 
342. Anwartschaft eines Invaliden auf Waisenrente. 
Es sei bestimmt, daB eine Waise nach dem Tode des Vaters eine in 
monatlichen Raten im vorhinein zahlbare Rente vom Jahresbetrage 1 
auf die Dauer ihres Lebens, langstens aber bis zur Vollendung des 
18. Lebensjahres zu erhalten habe. Der Vater gehért dem Stande 
der Invaliden an und steht im Alter x, das Kind im Alter 2 (< 18). 


Die Rente wird im » + 1-ten Jahre fallig, wenn der Vater im 

di 
Leufe desselben stirbt, woftir die Wahrscheinlichkeit aa besteht, 
und dae Kind dieses Jahr iiberlebt, was mit der Wahrscheinlichkeit 


cane! 

lL, 
durch Rechnung, daB man annimmt, die Sterbefille wiirden alle in 
der Mitte des Jahres erfolgen und demgema&8 auch die Waisenrenten 
in diesem Zeitpunkte beginnen, so driickt sich der aus dem n+ 1-ten 
Jahre stammende Teil der Anwartschaft durch 


1 qi C; 
ors atn feng (03) Pea rin Lenti (12) 
Ui V s+ 2+ + : Fe hada o> 
v Dp. b, 
aus; dabei kann wie in den andern analogen Fallen fiir ae ste 
z 
eae (12) 
a, et 8, . Bers +1 
2 
genommen werden. 
Setzt man 
Orel 
ttn stat (12) i . 
ay Sri h  Deek ee (22) 
: 3 


v 
so ergibt sich der Gesamtwert der Anwartschaft durch Summierung 
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3 


Di 
des Anteils on liber n= 0, 1,--- bis ans Ende der beim Kindes- 


Zoe 


alter 18, beziechungsweise 17 abgebrochenen Tafel; setzt man also 


Dz = Degas 3 Deacey mal Ni.:? (23) 


so ist dieser Gesamtwert 


N 
@_ (12) 2,2 
a0) = —-. 24 
ae IER 1 C4) 


343. Anwartschaft eines Aktiven auf Waisenrente. Hin- 
sichtlich des Beginns, der Auszahlung und der Dauer der Rente gelten 
dieselben Bestimmungen wie in Nr. 342. Der Vater gehért dem 
Stande der Aktiven an und steht im Alter x, das Kind im Alter 2(< 18). 

Zur Bewertung dieser Anwartschaft kann dasselbe Verfahren ein- 
geschlagen werden wie bei der Anwartschaft eines Aktiven auf Witwen- 
rente. Hierzu sind der Durchschnittsbarwert der Kinderrente nach 
einem im Alter x verstorbenen Aktiven und der Durchschnittsbarwert 
der Anwartschaft auf Kinderrente nach einem im Alter x invalid ge- 
wordenen Aktiven erforderlich. Zur Bestimmung dieser Durchschnitts- 
werte mégen Erhebungen zur Verfiigung stehen in folgender Form: 


Gezahlt wurden LL; Aktive des Alters x; auf diese entfallen nach 
der Zihlung KY, K7.,--- KZ, Kinder des Alters z,, 2,--- 4, be- 


%, 2,7 2,2 


ziehungsweise, also he Kinder unter 18 Jahren iiberhaupt, so daB 


(2 = 4, %,° -+ #,) 


die relative Haufigkeit z-jahriger Kinder unter den minderjahrigen 
Kindern der z-jahrigen Aktiven und 


a 
2% 


L, 
die relative Haufigkeit z-jahriger Kinder unter «-jahrigen Aktiven 
iiberhaupt ist. 

I. Mittels dieser Daten drtickt sich der durchschnittliche Barwert 
der Kinderrente nach einem Aktiven, der im Alter x als Aktiver 


stirbt, durch 


(2 = %, %,°- + 2,) 


ty 
i SK? a(t?) 


’ z IE Zz 2 
Os en (25) 
sae 5 Bi 


4 
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Il. Der durchschnittlicke Barwert der Anwartschaft auf Kinder- 
rventen nach einem im Alter x invalid gewordenen Aktiven stellt sich auf 
eet eee 

ai (12) es 6018) mest - 

a ee ae (26) 


ond a — 
24 L x L, 


Ill. Aus diesen beiden Durchschnittswerten berechnet sich der 
Barwert der ganzen Anwartschaft wie foigt. 


Stirbt der Aktive als solcher im 7 + 1-ten Jahre, woftr 


aa 
zrt+n 


z 


die Wahrscheinlichkeit ist, so wird, falls man die Sterbefalle in der 


Mitte des Jahres gescheher annimmt, der Durchschnittswert “al, 1 a 
2 > 


fallig; der Barwert hiervon, auf den Beginn der Rechnung diskon- 
tiert, ist 


1 di’ ote 
ah hey “etn a, (12) 1 a= ttn a, (12) : (A) 
2 c+n +> (a\eaee 1 ztn +>) 
E a 
v2 D, 


Wird er im selben Jahre invalid, was mit der Wahrscheinlichkeit 


z+n 


bevorsteht, und zieht man zum Zwecke der Naherung die In- 


fe 


validisierungsfille auf Mitte des Jahres zusammen, so wird die durch- 
at As 2) 


schnittliche Anwartschatt “‘a, ee 


1, fiillig; der Barwert dieser Erwar- 
aa 


tung zun Zeitpunkt der atts ist 


D 
rtm ai (12) 
zm ae . (B) 


cent >(t \i 
a 
ne 


Fiir die auf Mitte des Jahres ae Durehschnittswerte in 
(A) und (B) kénnen die arithmetischen Mittel der beiderseits benach- 
barten Tafelwerte genommen werden. 

Durch Vereiniguug von (A) und (B) ergibt sich der Teilwert 
der apie ah der aus dem n+ 1-ten Jahre stammt; setzt man 


1a a qt?) a RACES is a 
“Z { Ck Met nto (3) axes Art at —,(s) } col BES 
vy? 


Daan sa Brera Ghat i No ea (27) 


und summiert iiher » = 0, 1, 2,---, so kommt man zu dem Gesamt- 
wert der Anwartschaft eines a-jéhrigen Aktiven auf Waisenrente in 
dem angeftihrten AusmaBe, die sich dann schreibt: 


G 
an(2) Nava), 


2, (2) Dm (28) 
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Die Rechnung ist so gefiihrt, daB jedem Kinde, dessen Alter 
unter 1 Jahren hegt, nach dem Tode des Vaters eine Rente im Be- 
trage 1 zufallt. Bei Waisenstimmen kénnen beziiglich des AusmaBes 
und der Dauer der Rente verschiedene Bestimmungen getroffen sein, 
z. B. daB die Rente aufrecht bleibt, bis auch das jeweilen jiingste 
Kind das 18. Lebensjahr vollendet; man sucht dann Grenzen fiir die 
Anwartschaft zu erhalten, indem man einmal den Durchschnittswert 
nach dem jiingsten Kinde und ein zweitesmal unter der ungiinstigsten 
Annahme bildet, daB dieses jtingste Kind das 18. Lebensjahr sicher 
vollendet; zwischen diese Grenzen schaltet man den definitiven Wert ein 

IV. Zu einer einfacheren Schatzung der Anwartschaft auf Waisen- 
rente nach einem a-jaéhrigen Aktiven kommt man, indem man von 
der Unterscheidung, daB er als Aktiver oder als Invalider sterben 
kann, absieht und der Rechnung eine Sterbetafel zugrunde legt, welche 
Aktive und Inyalide zusammenfa8t und mit Hilfe des durchschnitt- 
lichen Barwerts (A) bloB fiir den Todesfall rechnet. Ist (J.) die be- 
treffende Sterbetafel, so hat man 


1 


Pee) den oS aes Oy tn (12) 
1 etn+—,(2) 1 “+n +—, (2) 
x 2 2 2 
v® D, 


als Belastung aus dem m+ 1-ten Jahre; mit den Bezeichnungen 


Cs 
IS 


1 = 
L r+n+-—,(2) Dee 
» ~ 


v 


Dace a | Berean 5 ie calle Nien 


schreibt sich dann die Gesamtbelastung, wenn beispielsweise 10-jahrige 
Karenz stipuliert ist, wie folgt: 


344. Einmalige Leistungen. Neben den in Kentenform fort- 
laufenden Zahlungen werden mit einer Pensionsversichernng hiaufig 
auch einmalige Leistungen mit verschiedenem Zweck in Verbindung 
gebracht. 

Als eine einmalige Leistung erscheint die Abfindung oder Ab- 
fertigung, welche gezahlt wird, wenn ein Versicherter wahrend der 
Karenz fiir den Anfall der Invalidenrente invalid wird; durch sie soll 
ein Teil der geleisteten Hinzablungen riickersetzt werden. 

Ein anderer Fall einmaliger Zahlung besteht in der Abfertigung, 
die an die Witwe und eventuelle Waisen nach einem verheiratetea 
(verwitweten) Versichorten ausgefolgt wird, wenn dieser innerhalb der 
Karenz stirbt. 

Auch das Sterbegeld (Begrabniskostenbeitrag), das bei Pensions- 
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einrichtungen mitunter eingefiihrt ist, um den Hinterblebenen zur 
Bestreitung der mit dem Begrabnis and der letzten Krankheit ver- 
bundenen Auslagen behilflich zu sein, gehdrt zu den eimmaligen 
Zahlungen. 

Finanziell treten solche Leistungen gegentiber den Rentenbe- 
lastungen wesentlich zurtick. Ihre Bewertung soll an einigen speziellen 
Beispielen gezeigt werden. 

I. Bei einer Invalidenpensionsversicherung mit k-jahriger Karenz 
sei eine Abfindung fiir den Fall vorzeitig eingetretener Invaliditat vor- 
gesehen und nach einer Skala p,, p,,--- p, geregelt, welche die Ge- 
haltsprozente ausdriickt, die gezahlt werden, wenn die Invaliditat im 
Laufe des 1., 2.,---k-ten Jahres einiritt. 

Die Wehrscheinlichkeit, da fiir einen Aktiven des wee 


x die Abfindung im n + + 1-ten Jahre fallig werde, ist thigh = 


geben; auf Mitte des Jahres reduziert entsprirgt daraus eine Belastung 
vom gegenwartigen Barwert 
ntid Hae +n 


ist. 

Der Gesamtbarwert des Anspruches auf Abfindung stellt sick 
demnach fiir einen Aktiven des Alters x, der 0,1,--- 4 —1 Dienst- 
jahre Sai hat, beziehungsweise auf 


{Dz a: peDi,.+° a pe 


- 
v* Dt 
rh D, = psD2,,+ EBS pe 
chew Eye 


ee 
v* Dt 

I]. Bei emer mit Witwenversorgung verbundenen Invalidenpensions- 
versicherung mit k-jahriger Karenz sei fiir den Fall des vorzeitigen 
Todes eine Abfertigung an die eventuell verbleibende Witwe vorgesehen, 
deren Ausma8 im voraus festgesetzt ist ohne Riicksicht auf die zuriick- 
gelegte Dienstdauer. Es ist der Wert der Hinheit dieses Anspruches 
zu bestimmen. 

Die Erledigung dieser Aufgabe setzt die Kenntnis solcher Zivil- 
standsdaten voraus, aus welchen fiir einen «-jahrigen Aktiven (in Er- 
mangelung solch spezieller Daten fiir einen .x-jihrigen tiberhaupt) die 
Woahrscheinlichkeit h,, verheiratet zu sein, abgeleitet werden kann. 
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Der Barwert des Anspruches stellt sich dann als Wert einer tem- 
poraren Ablebensversicherung des Aktiven auf den Betrag der Ab- 
fertigung. 

Erfolgt der Tod im » + 1-ten Jahre, so ist der Barwert der Ab- 
fertigungseinheit 


a 1a 

ona qe +n ba Crtntetn 
12 C+n a ? 
xz »? D* 


sofern die Sterbefille auf Mitte des Jahres zusammengezogen werden; 
durch Summierung dieses Ausdrucks iiber n= 0,1---4—1 ergibt 
sich der Gesamtwert. 


Die Zahlen @?" sind aus einer Aktivenordnung /* nach der 
Formel d7* = ¢2“I* zu rechnen. 

Ill. a) Bei einer Invalidenpensionseinrichtung sei fiir jeden Ak- 
tiven, der infolge Todes ausscheidet, ein Sterbegeld ausgesetzt. Es 
ist der Barwert dieses Sterbegeldes fiir einen Aktiven des Alters x 
zu bestimmen. 

Hs handelt sich um eine Ablebensversicherung, die sich auf die 
Zahlen der Aktivenordnung ("*) als Zahlen der Lebenden und die 
eben definierten Zahlen d; der Toten stiitzt. Zieht man, wie in der 
vorstehenden Rechnung, die Sterbefalle auf die Mitte des Jahres zu- 
sammen, so ist damit schon dem Umstande Rechnung getragen, daB 
das Sterbegeld unmittelbar nach dem Tode auszuzahlen ist (Nr. 320, (59)). 


Wird also Cf" + Cf", +--+: = MY gesetat, so hat die Anwart- 
schaft auf das Sterbegeld 1 den Barwert 
mz 
af. 
no De 


b) Das Sterbegeld sei nach dem Tode sowohl der Aktiven als 
der Invaliden zahlbar. Es handelt sich wieder um den Barwert seiner 
Eimheit. 

Bei einem bereits invaliden, dessen Alter x ist, kommt dieser 
Barwert einer unmittelbar nach dem Tode falligen Ablebensver- 
sicherung, gerechnet auf Grund einer Sterbetafel der Invaliden, gleich, 
ist algo 

At 
zi 
2° 
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Die Anwartschaft eines Aktiven setzt sich aus zwei Teilen zu- 
sammen: der erste, soweit er das » + 1-te Jahr betrifft, entspringt 
aus der Méglichkeit des Ablebens im aktiven Zustande und hat den 
Ausdruck 


J 
n+ ee So Gee 1) pares é 
pn Pe ee ee me ay 
t 1 a ctna+ > 
G 9 oD 
* 
setzt man also 
aa Af 
Corny Darn gs aCe 
4 ” zint> ztn 


CA. + BF agin oa Metw 

so schreibt sich der Gesamtwert der Anwartschaft auf Sterbegeld 

M:* 

“DS bs 

Man kann die Anwartschaft auf Sterbegeld in dem gegenwirtig 

behandelten Falle ohne Trennung der Aktiven und Invaliden auf 
Grund einer rechnungsmaBig hergestellten Tafel eines sogenannten 
gemischten Bestandes (vgi. Nr. 295) abschaizen. Zur Gewinnung einer 
solchen Tafel geht man von der Aktivenordnung (if) aus, benutzt 
Invaliditits- und Invalidensterbenswahrscheinlichkeiten und macht eine 
Annahme iiber jenes Alter, in welchem die Invalidisierung beginnt; 
: sei dies das Alter « (15 bis 20). Nach m Jahren seien neben 
l., Aktiven, wie sie die Aktivenordnung angibt, noch /¢{ +) Personen 
vorhanden, die aus den vorhergegungenen Invalidisierungen stammen; 
dann soll 


lint i oa (29) 


die Anzahl der 2 + n-jihrigen in der Tafel des gemischten Be- 
standes sein. 
Nun ist 


at rid i i ‘ 
ee age ame g( les Ge +n — )+e F+n— (Meet eae a0) 


der erste Teil stammt von den Invaliden, die schon im Alter x+—1 
vorhanden waren, der zweite Teil von den Aktiven dieses Alters. Mit 
Hilfe dieser Rekursionsformel kann man, da voraussetzungsgemaB 


1) “Mit vortibergehend veranderter Bedeutung dieses Zeichens (vg!. Nr. 295). 
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it = 0 ist, die aufeinanderfolgenden J?‘ und damit auch die suk- 
zessiven 1, berechusn: es ist namlich: 


Exo 


pte tt Do ti 
aoa rie ee CM +0 +1 e451 (1 ng Qos): usw. 


Es ist zu beachten, daB die Zahlen J, den altersmaBigen Abfail 
einer Personengemeinschaft darstellen, bei “der ein Teil durch Invali- 
ditét und Tod, der andere blob ia Tod ausscheidet. 

Man os nun diese Tafel (/,) wie eine Sterbetefel und rechnet 
nach ibr die Anwartschaft auf Sterbegeld fiir alle Personen des Be- 
standes, aktive und invalide, als eine unmittelbar nach dem Tode 
fallige Ablebensversicherung, also nach der Formel 

M, 


i 


bi 
ss) 
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§ 1. Einmalige und Jahrespramien. 


S45. Allgemeine Kennzeichnung des Versicherungs- 
geschaftes. Das Versicherungsgeschiift besteht in einem Austausch 
von Versicherungswerten gegen Barwerte oder von Versicherungs- 
werten gegeneinander. Von Nebenumstanden abgesehen liegt dem 
Geschifte als oberstes Prinzip die Gleichwertigkeit der Tauschobjekte 
zugrunde. 

Der Versicherer gewahrt die Versicherung, worunter versicherungs- 
technisch bewertbare Anwartschaften jeglicher Art verstanden werden 
sollen, gegen einmalige oder fortgesetzte (laufende) Prdmienzahlung 
des Versicherungsnehmers. 

Uber den abgeschlossenen Versicherungsvertrag wird dem Ver- 
sicherungsnehmer eine Urkunde, die Police, ausgestellt, welche die 
beiderseitigen Verpflichtungen genau fostsetzt und die Bedingungen 
angibt, unter welchen der Vertrag bis zu seiner Abwicklung aufrecht 
bleibt. Eine Police heiBt priméenfrei, wenn fiir sie keine Pramien 
mehr zu zahlen sind. Dies tritt z. B. ein, wenn der Versicherte seiner 
Zahlungspflicht auf einmal, durch eine eimmalige Prdmie, nachgekommen 
ist, oder wenn fiir die laufende Pramienzahlung eine Frist festgesetzt 
ist, kiirzer als die Dauer der Versicherung; nach Ablauf dieser Frist 
wird die Police pramienfrei. Andere Fille werden noch zur Sprache 


kommen. 
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Die Haupibestimmung der Pramienzahlungen der Versicherungs- 
nehmer besteht darin, die Mittel aufzubringen, welche den Versicherer 
zur Hinlésung aller tibernommenen Versicherungsverpflichtungen in den 
Stand setzen. 

AuBerdem aber haben sie mehrere Nebenbestimmungen zu erfiillen, 
die indessen fiir die glatte und sichere Abwicklung des Geschaftes 
nicht minder wichtig sind. Hs seien hier als die hauptsachlichsten 
angefiihrt: a) Die Deckung der mit dem Abschlusse neuer Versiche- 
rungen verbundenen Aufwendungen und der Kosten fiir die fortlaufende 
Verwaltung des Unternehmens; b) die Bildung von Riicklagen, die 
man zusammenfassend als Sicherheitsfonds oder freie Reserven bezeichnet 
und die den Zweck haben, das Unternehmen gegentiber den unver- 
meidlichen Fluktuationen .der maBgebenden Faktoren und avB8erordent- 
lichen Bedarfsfallen sicherzustellen; ¢) die Bildung von Gewinn, der 
be? Aktienunternehmungen teils dazu verwendet wird, das Aktien- 
kapital zu verzinsen, teils den Versicherten oder einem Teil derselben 
zagefihrt wird (Versicherung mit Anteil am Gewinn). 


Der Anteil der Pramie, welcher der Hauptbestimmung dient, 
heiBt Nettoprdmie; seine Ermittelung ist, sobald einmal die Grund- 
lagen gewhlt sind, eine rein versicherungsmathematische Aufgabe. 

Der den Nebenzwecken dienende Anteil der gezahlten Pramien 
heiBt kuraweg Zuschlag; er ware nach seiner Bestimmung zu gliedern . 
in einen Zuschlag fiir die ersten Unkosten (Akquisitions- oder Er- 
werbskosten: AbschluBprovision, arztliche Untersuchung, Ausfertigung 
der Police), einen ftir die davernden Unkosten (Regiekosten: Inkasso, 
Verwaltung, Steuer), einen dritten zur Bildung von Riicklagen, even- 
tnell einen vierten zur planmaéBigen Ansammlung von Gewinn. Bei 
der Feststellung der Zuschlage kommen neben versicherungstechnischen 
auch kommerzielle Riicksichten zur Geltung; eine allgemein giiltige 
Theorie ihrer Bemessung kann es daher nicht geben. 

Die um den Zuschlag erhdhte Nettoprimie hei®t Brudéo- oder 
Tarifprimie; sie ist in den Tarifen verzeichnei, auf Grund deren die 
Vertriige abgeschlossen werden. 

Aus den Primien und etwaigen Policengebiihren, ferner aus den 
durch Veranlagung disponibler Summen (in Wertpapicren, Immobilien, 
Hypothekardarlehen, Darlehen auf die eigenen Policen usw.) erzielten 
Ainsertriigen setzen sich die Hinnahmen einer Versicherungsunter- 
nehmung zusammen. Die Ausgaben bestehen der Hauptsache nach 
in den ausgezablten Versicherungssummen, den Verwaltungsauclagen 
im weitester Sinne und der eventuellen Gewinnausschiittung. 

Quelien des Gewinnes (oder auch des Verlustes) liegen in der 
Wahl der Grundlagen: Sterbetafein oder dgl. und ZinsfuB, und in der 
Bemessung der Zuschlige. 
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346. Netto- und Bruttoprimien. Der Zusammenhang zwischen 
der versicherungstechnisch festgesetzten Nettoprimie P und der Brutto- 
primie P’ wird in der Regel eine der folgenden Formen aufweisen: 


P = Pil +x) (1) 
P=P+e (2) 
P=P(1+x)+e. (3) 


Im Falle (1) ist der Zuschlag xP zur Nettopramie dieser selbst pro- 
portional und betragt 100% Prozent derselben. Im Falle (2) ist er 
von der Hoéhe der Nettopramie unabhingig. Im Falle (3), wo er 
xP + ¢ betragt, setzt er sich aus einem der Nettopramie proportionalen 
und einem konstanten Teile zusammen. 

Die GréBen x, ¢ werden im allgemeinen vom Beitrittsalter ab- 
hangig sein, etwa so, daB sie mit gréBeren Altersabschnitten variieren. 

Haufig driickt man den Zuschlag als Bruchteil der Bruttoprimie 
aus; alsdann schreibt sich der Zusammenhang zwischen ihr und der 
Nettoprimie: 

P=P+aP, (4) 
ein Ansatz, der mit jenem (1) iibereinstimmt, und zwar ist dann 
a 
eT he : 

Die Bildung der Bruttopriémie aus der Nettopramie geschah bisher 
und geschieht auch heute noch zumeist auf empirischem Wege, unter 
Benutzung mannigfacher Erfahrungen. Doch entwickelt sich auch 
bereits eine Theorie der Bruttoprimien, die im Haushalt des Ver 
sicherungswesens das Umundauf bilden; man sucht sie so zu kon- 
struieren, daB eine gerechte Verteilung der Lasten auf die Versicherten 
stattfinde; parallel damit geht das Streben, die Versicherten auch an 
den erzielten Vorteilen nach Ma8gabe ibrer Beteiligung an den Lasten 
partizipieren zu lassen. Der Versicherungstechnik fallen dabei wich- 
tige und schwierige Aufgaben zu, die sie jedoch nur im Verein mit 
kaufmannischen und geschéftspolitischen Erfahrungen und Erwigungen 
lésen kann. Gegenwirtig soli jedoch von der inneren Struktur der 
Bruttoprimie abgesehen werden, da es sich nur um ihre Gegeniiber- 
stellung zur Nettoprimie handelt. 

Die Bestimmung der Nettoprimien erfolgt in der Weise, da sie 
in ihrer Gesamtheit und bei fortgesetzter Verzinsung nach dem zugrunde 
gelegten ZinsfuBe gerade ausreichen, die sukzessive fallig werdenden 
Versicherungssummen auszuzahlen, vorausgesetzt, daB die versicherten 
Massenerscheinungen genau so verlaufen, wie es den adoptierten sta- 
tistischen Grundlagen (Sterbetafeln, Invalidititstafeln usw.) entspricht. 

Was also diese Grundlagen betrifft, so stiitzt sich die Berechnung 
der Nettoprimien auf den Hintritt des wabrscheinlichsten Falles’ Man 
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bezeichnei das Prinzip, das der Nettopramienberechnung zugrunde 
Hiegt, als das Aguivaleneprinzip: Leistung des Versicherers und Gegen- 
leistung des Versicherten haben sich im versicherungstechnischen 
Sinne das Gleichgewicht zu halten. Die mathematische Formulierung 
dieses Grundsatzes besteht in einer Gleichung, auf deren einen Seite 
der Barwert der Leistungen des Versicherten, auf deren anderen Seite 
der Barwert der Leistungen des Versicherers steht. 

Kin Parallelgehen der versicherten Massenerscheinungen mit den 
gewahlten Grundlagen ist niemals zu erwarten; im dufersten Falle 
finden Schwankungen um dieselben statt. Mine anhaltende Abweichung 
in einem Sinne kann je nach der Versicherungsart die Gebarung in 
einem fiir das Unternehmen giinstigen oder ungiinstigen Sinne beein- 
flussen. So wird, wenn das Absterben rascher, mit starkerer Intensitit 
vor sich geht, als es der Tafel entspricht, wenn also Ubersterblichkeit 
anhalt, die Todesfallversicherung ungiinstig beeinfiuBt sein, weil die 
Sammen rascher fallig werden, als die Kecbnung es annimmt; fiir 
die Reutenversicherung dagegen wire eine solche Erscheinung giinstig, 
weil sie gegentiber der Rechnung ein rascheres Ablaufen der Renten 
var Folge hiitte. Gerade umgekehrte Wirkungen wiirde Unsterblich- 
kewt duBern. . 

Es wire eine Wahi der statistischen Grundlagen denkbar, die 
die Anbringeng von Zuschlagen an den Nettopraémien entbehrlich 
roachte, indem der aus den (giinstigen) Abweichungen flieBende Ge- 
wion zur Deckung aller iibrigen Erfordernisse ausreichte. Praktisch 
wird dies aber nicht getibt; vielmehr erfolgt die Wahl zwar mit Vor- 
sicht, aber doch so, daf der wirkliche Verlauf dem rechnungsmafigen 
mdglichst nahe korsmt. 

$47. Sinmalige Praimie. Der Versicherungsnehmer kann eine 
Versicherung dadurch erwerben, dafi er gleich beim Abschlu8 den 
iby entsprechenden Barwert erlegt, der als einmadlige Primie bezeichnet 
wird. Man nennt diesen Vorgang auch die kapitalische Begriindung 
eimer Versicherung. 

Auber dieser praktischen Bedeutung kommi der einmaligen Primie 
in der ganzep Versicherungsrechrung gro8e Wichtigkeit zu. 

Wenn im folgenden von Primie kuraweg gesprochen wird 
soli daranter die Nettcpriamic verstanden sein. 

Diese Benierkung vorausgeschickt, kann der fundamentale Satz 
ausgesprochen werdei: 

Die einmalige Prénue fiir eine Versicherung ist dem versicherungs- 
technischen Werle der letsieren gieich. 

Mit der im ersten Abschnitte erfolgien Bestimmung der Ver- 
sicherungswerte ist demuach auch schon die Berechnung der einmaligen 
Priimien erledigt. 

Hs. ist also beispielsweise die einmalige Pramie: 


» So 
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i. fiir eme auf Jahre lautende Erlebensversicherung der 
Person (2): 


[Nr. 301, (3); 
2: fiir eine sofort beginnende Postnumerando-Leibrente: 
N 


[Nr. 303. (7)]; 
3. fiir eme nach n Jahren beginnende, dann bis zum Ableben 
wahrende Rente (Altersrente): 
NV. 


wn 
Lic anna (ail 
[Nr. 304, (8)]; | 
4. fiir eme lebenslangliche Hes deetallqatnicheniat 

M, 

Ze Dp. 
[Nr. 309, (25)]; hierbei ist Auszahlung am Ende des Sterbensversiche~ 
rungsjahres vorausgesetzt; bei sofortiger — d. h. baldmdglichster — 


Liquidierung sollte die Pramie A,(1 + 3) betragen [Nr. 321, (61)]. 
Indessen wird die Todesfallversicherung vielfach auch danv mit dem 
obigen Betrage bewertet, wenn sie in kirzester Frist ausbezahlt wird; 
der dadurch entstehende Ausfall wird aus den Zuschligen gedeckt, 
Franzésische Gesellschaften nehmen A,(1 + 7) statt A,, rechnen also 
so, als cb die Auszahlung am Beginne des Versicherungsjahres er- 
folate, in welchem der Tod eintritt'). 
. Fiir eine gemischte Versicherung mit der Distanz von n Daren 
ist die eiumalige Primie 
M, xt M, ., ar Dyin 
A, a ea ode D Wy - 
{Nr. 312, (41). 

Die vorstehenden Formeln stiitzen sich auf eine Aggregattafel. 
Geschieht die Rechnung nach einer Selekitafel, so erfahren die For- 
meln bloB eine formale Abinderung, indem das Beitrittsalter einge- 
klammert wird: f[#]; iiber die, sachliche Bedeutung dieser Abanderung 
ist in Nv. 307 und 312 das nahere mitgeteili. — Die Forme! fiir die 
Einmalprimie der gemischten Versicherung lautet insbesondere 


wenn » grdfer ist als die Zahl der unterschiedenen Antengsjahre; 
M4) Dz, Sind dann aus der SchluBtafel cu entnehmen. 


1) ¢ G. Bohlmann, Eneykl. d. matherat. Wissenech. 1, p. 880. 
21% 
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An dem Beispiele der lebenslanglichen Todesfallversicherang wird 
nachstehend ziffernmaBig dargetan, daB der durch die einmaligen 
Priimien gebildete Fonds mit seinen Zinsen gerade ausreicht, um alle 
Versicherungsverpflichtungen zu decken. Der Tabelle liegt die Tafel VII 
zugrunde. Es wird angenommen, daf 1273 Personen im Alter von 
90 Jahren (so viele fiihrt die Tafel bei diesem Alter an) sich auf 
das Kapital 1 gegen Hinzahlung der aus diesen Grundlagen berech- 
neten einmaligen Primie 0,90980 versichern. Der so gebildete Fonds 
per 1158,19 trigt, zu 34°, angelegt, bis zum Schlusse des ersten 
Versicherungsjahres 40,53 an Zinsen, erreicht also die Hohe 1198,72; 
dadurch, daS nun fiir die in diesem Jahre vorgefallenen 402 Todes- 
falle die Versicherungssumme ausbezahlt wird, sinkt er auf 796,72, 
den Fonds am Beginne des zweiten Jahres. So geht dies fort; am 
Ende des zwilften Jahres ist der Fonds auf 1 reduziert, mit welchem 
Betrage die Versicherungssumme fiir den letzten Todesfall gedeckt 
ist; nach ihrer Auszahlung ist der Fonds zur Ganze erschdpit. 


Gebahrung einer Todesfallversicherung, 
abgeschiossen von 1273 Personen im Alter von 90 Jahren auf das Kapital 1 
gegen Kinzahlaung der einmaligen Pramie 0,90981. 


330: 

Versiche- Fonds Vinson Fonds 

rungejahr | am Beginn am Ende zahlung 
seen cates bse _ ————— 
1 || 116818 | 40,54 1198,72 402 | 196,72 

796,72 27,88 824,60 296 | 528,60 
3 528,60 18,50 547,10 209 338,10 
4 338,10 11,83 349,93 144 205,98 
6 205,98 7,21 218,14 98 120,14 
6 120,14 4,20 124,34 58 66,34 
7 66,84 2,32 68,66 34 34,66 
8 34,66 1,23 35,39 18 17,89 
9 17,89 0,68 18,52 10 8,52 
10 8,52 0,31 8,83 5 8,88 
11 3,83 0,14 8,97 3 0,97 
12 0,97 0,03 1,00 1 0,00 
| 114,81 | 1278 


Anfanglicher Fonds: 1158,18 
Zugewachsene Zinsen: 114,82 


Summe: 1273,00. 


Bei der einmaligen Priamie mu8 der Zuschlag fiir die dauernden 
Unkosten so bemessen werden, daB er fiir die ganze Versicherungs- 
dauer ausreicht. 

348. Jihrliche Primionzahlung. Die tiblichste Form der Be- 
griindung einer Versicherung besteht in der fortgesetzten Zahlung 
einer festen Jahrespriimie P, entweder bis zum Tode des Versiche- 
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rungsnehmers oder langstens durch eine im voraus festgesetzte Reihe 
von Jahren. Dabei wird angenommen, daB die Primie am Beginne 
jedes Versicherungsjahres, in welchem sie fillig wird,’ voll zur Ein- 
zahlung kommt. 

Der Wert der Primienzahlung ist dann gleich dem Werte einer 
pranumerando zahibaren (lebenslinglichen oder kurzen) Rente vom 
Jahresbetrage P, also Pa, wenn a der Wert der Rente vom Jahres- 
betrage 1 ist. 

Ist A der Wert der betreffenden Versicherung, so mu8 dem obersten 
Grundsatz gemi8 


Pa=A 
sein; daraus ergibt sich die jahrliche Primie: 
A 
P= =: (5) 


Thre Bestimmung kommt also im Wesen auf die Division zweier Ver- 
sicherungswerte hinaus. Gleichwie die einmalige, so 148i auch die 
Jahrespramie bei vielen Versicherungsarten eine Darstellung ledigiich 
durch Renten zu. 

849. Jahrespradmie fiir die lebensliingliche Todesfallver- 
sicherung. Als Beispiel einer eingehenderen Darstellung des Wesens 
der jahrlichen Pramienzahlung médge die vollstindige Todesfallver- 
sicherung auf das Kapital 1 erdrtert werden; es soll dabei an den 
normalen, wenn auch praktisch nicht geiibten Fall der Auszahlung 
— am Ende des Sterbeversicherungsjahres — gedacht werden. - 

Die sofort beginnende, bis zum Ableben wahrende Pramienzahlung 
ist eine vorschiissige Rente vom Betrage der Pramie, ihr Wert also 
P.a,, wenn « das Alter der versicherten Person ist. Durch Ver- 
gleichung mit dem Werte A, der Versicherung erhélt man, der all- 
gemeinen Formel (5) entsprechend, 


a, 

Pim * (6) 

Driickt man A, ebenfalls durch die Rente nach Nr. 265, (22) 

aus, so ergibt sich die Formel 
1 | 

P= gor d, (7) 

die zur praktischen Ausftihrung besonders geeignet ist; man hat von 

den reziproken Prianumerando-Leibrenten den Diskont zu subtrahieren. 
Die Formel (7) und die soeben angewendete 

A,=1—da, (7%) 

weisen das Bemerkenswerte auf, daB sie keine der Sterbetafel ent- 

nommene GréSe enthalten und daher einen fiir alle Sterbetafeln 

giiltigen Zusammenhang zwischen a,, A,, P, darstellen, so daf, wenn 

die. erste der drei GréBen und der ZinsfuB gegeben sind, die beiden 
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andern ohne Riicksicht auf das Alter durch rein arithmetische Ope- 
rationen zu finden sind. Auf diesen Sachverhalt griinden sich 
William Orchards 1856 verdffentlichte Tafeln, deren cine zu jeder 
Rente die cinmalige Primie A,, die andere zu jeder Rente die Jahres- 
pramie P, zu bestimmen geatattet fir die gangbaren Prozentsitze; 
diese Tafeln sind bei allen statistischen Grondlagen anwendbar.’) 

Man kan sich den Zusammenhang zwischen einmaliger und ahr. 
licher Pramienzahlung auch in folgender Weise veranschaulichen. Die 
Person («) sollte, um fiir ihren Todesfall das Kapital i au versichern, 
A, auf einmal erlegen; sie kann sich siatt dessen verpflichten, am 
Beyinne jedes Versicherungsjahres den jahrlichea Zins von 4, voraus 
mu entrichten, dessen Betrag dé, ist, A, selbst aber von der ver- 
sicherten Summe bei deren Auszablung in Abzug bringen zu lassen. 
Dann ist (7) durch die jéhrliche Pramie dA, auf das Kapital 1— A, 
versichert, und es bleibt nur die Frage nach der jahrlichen Pramie P, 
zu veantworten, durch welehe (x) die Versicherung auf das Kapital 1 
erlangt; diese aber ergibt sich aus der Proportion: 

Pi:dA,=1:(1—A,), 


aus welcher 


Gebarung einer Todesfaliversicherang, 
abgerchlossen von 1273 Personen im Alier von 90 Jahren auf das Kapital 3 
gegen Zablung der j&hrlichan Praimie 0,34116. 
24 0/ 
of /o° 


| 
| 


RO ARE RR 


a 2 GS = SSS = SSS SERS eee = —= 
Caters nt ay 8 lnc tecar’ | ‘ | 
a = q ¥eonds Primien-| -Zu- | _. Fonds | Schaden- 
od ee | i ( | S 
@ bo qin am leinnahme; sammen | Zinger — zahiung | Rest 
2 3 | Beginn | | _ Behiuase ey 
lt Ai sitedienl <P. Wilks atl aes ACRE TE eh Oe aE eT 2 
= = Zeer = — a = a SS shee Zi Ges oe 
1 | 0,00 | 484,80 | 434,20 | 15,19 | 44949 | 402 | 47,50 
2 | 47,50 | 29715 | 844,65 | 12,06 | 366,74 | 236 | 60,71 
3 | 60,71 | 196,17 | 25698 | 393 | 265,86 | S05 | 58,86 
4 | 56,86 | 124,87 | 181,73 | 686 | 18809 | 144 | 44,09 
6 | 44,09 | 75,74 | 119,83 | 4,19 1° 224,08 | 33 «| «81,02 
6 | 81,02 | 44,01 | 75,08 | 263. | 77,86 | 58 | 19,66 
7 | 1966 | 2499 , 43.88 |! 154 | 4542 | 84 | i342 
e || 142 | 12,62 | 2404 | O94 | 9488 | i8 |- 688 
9 | 6,88 | 648 | 1886 | 047 | 2888 !. a0 | 3,83 
10 | 388 | 807 | 690 | 0,24 714 | 5S") 914 
41 | 2,14 18%) | oh SG lpr OR 3,68 | Sl rry 0.6 
_ 22 | 9,68 | OBA | 0,87 | 008 | 1,00 «| itl 276.00 
| /12910,34 | | 52,86 | Pages Saeed 
Prémieneinnahme: 1210.84 
Zugewachsene Zinsen: 52,66 
Summe: 1275.00. 


1) Vgl. ‘Text Book I, p. 1478 
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folgt; dies geht aber in (6) tiber, wenn man beachtet, dai nach (7*) 
1— A, = da, ist. 

Das vorstehende, dem in Nr. 347 vorgeftihrien analoge Beispiel 
bringt ziffernmafig den Nachweis, daS die sukzessive eingezahlten 
Jahresprimien nebst ihren fortlaufenden Zinsen wirklich ausreichen, 
um die versicherten Summen zu decken. Als Grundlage dienen die 
Daten der Tafel VIII. 1273 Personen im Alter von 90 Jahren schlieBen 
gleichzeitig Todesfallversicherungen gegen die jihrliche Primie 0,34116 
2b; der durch die erste Hinzahlung entstandene Fonds per 434,30 
wachst im Laufe des ersten Jahres um die 34%,-igen Zinsen per 15,19 
auf 449.49 an, vermindert sich aber am Schlusse desselben durch die 
Auszahlang yon 402, verursacht durch die 402 Todesfalle dieses 
Jahres, auf 47,50. Dies ist der Anfsngsfonds des zweiten Jahres, der 
sich sofort durch die Hinzahlungen der 871 Uberlebenden auf 344,65 
und dann im Laufe des Jahres um die Zinsen auf 356,71 erhéht, um 
sodann durch die Auszahlungen auf 60,71 au sinken usf. Am Schlusse 
des zwolften Jahres ist der Fonds auf 1 reduziert und reicht nua 
gerade hin, den letzten Todesfall auszuzahlen. 

Wenn ein anderer Liguidationsmodus des versicherten Kapitales 
als der normaie vereinbart ist, so sollte die Jahrespramie eine Ab- 
dnderung — HErhéhung — erfahren; doch wird hiervon meist mgang 
genommen [s. Nr. 347, 4}. Nur zur Beurteilung des Hinflusses seien 
einige Zahlenwerte angeffihrt. Bei jihrlicher, semestraler, sofortiger 
Auszahlung betrigt die Jahresprimie fiir eine 35-jiihrige Person nach 
Tafel VU (s. Nr. 320--321) beziehongsweise 


0,02068, 0,02086, 0,02104, 
so da8 bei einem versicherten Kapital von 1000 eine Prémie von 


20,68, 20,86, 21,04 
gu zaklen ware. 
Entsprechend den Fortschritten in der Sterblichkeitsmessung 
. kommen in neuerer Zeit verscbhirfte Rechnungsweisoa in Aufoahme, 
bei denen auch dem Moment der unmittelbaren Auszahlung des ver- 
sicherten Kapitales Ansdrack verliehen wird; insbesondere aber wird 
auf den HinfluB der Seicktion Riicksichi genommen entweder durch 
die Benutzung einer zweifach abgestuften oder einer einfach abgestuften 
Tafel, bei der die Wirkung der ersten Jabre nach Abschlu& der Ver- 
sicherung ausgescbaltet ist. Um 2u zeigen, in welchem Mafe die Ver- 
sicherungswerte und Pramien von der Wahl der Grundlagen abhingen, 
sind in der folgenden Tabelle die Leibrentenwerte, die Werte der 
lebenslinglichen Todesfaliversicherang und der ftir sie entfallenden 
lebenslinglich zu zahlenden Jahrespramie nach den Tafeln O¥, O*®) 
und OF bei 34° -iger Rechnung angegeben. 
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ow 


ary | At | Pres [2] 

0,24977 |0,01814 | 21,621 10,7924 |0,01265 | 20 

‘38160 33915 | ,01785| 19,793 | .88067 | 01671 | 80 

"41506 | ,02400 "41828 | 02481] 17,611 | /40784/ (02329 | 40 

61641 | 108697 '61704| 103620 | 14.693| .50814| 103424 | 50 

: 62897 | ,05788 "e2962 | 057481 11,525 | 61027 | (05295 | 60 

70 "74245 | \09749 "74252, 09753| 8,871 | 171691 | 08564| 70 
80 88869 | ,17580 38869 | 117681 
90] 2,773) ,90628| -32682 90623 | ‘32682 
100 1,547| |94779| ,61262| 1,547 | (04779 | \61262 


Es fiihrt O¥® zu-den héchsten Werten von A, und P,, OM zu 
den niedrigsten Werten von A,,,, P.,, wenn man vom niedrigsten 
in der Tabelle angefiihrten Alter absieht. Aber die Differenzen 
zwischen O¥ und O¥®) nehmen mit steigendem Alter ab und ver- 
schwinden schlieBlich ganz, wahrend die Differenzen dieser zwei Tafeln 
gegen O74 mit wachsendem Alter zunehmen. Noch deutlicher wird 
das gegenseitige Verhiltnis der drei Tafeln, wenn man die A,, P, 
aus O*¥®) und die A,,,, P,,, in Prozenten der aus O¥ stammenden 
Zahlen ausdriickt; es betragt bei 


Alter A, BP. Ars Pray 
30 10231 10346 | 99,75 99,64 
40 100,76 101,25 | 9826 97,04 
BO = 100,82: 100,64 | 97,62 95,19 
60 100,10 100,26 | 97,02 92,36 


350. EHinige Beispiele von Jahrespramien. Das in Nr.348 
erléuterte allgemeine Prinzip der Bestimmung der jahrlichen Pramie 
wird im nachfolgenden auf einige wichtige Versicherungsformen zur 
Anwendung gebracht. 

1. Jahresprimie ‘fiir eine um n Jahre aufgeschobene Letbrente 1, 
sahlbar wahrend der Aufschudbseit (Altersrente). 

Der Wert der Versicherung ist 


N, n 
n| o, 5 ka ’ 
der Wert der Primienzahlung 
N, Ne n 
Pott Po oe 
daraus ergibt sich 
N, tn 
ph Fe ee ©) 


Beispielsweise ist nach Tafel VIII 
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80 839,8 
621 199 — 80 839,8 
so da§ fir eime Rente von 500 durch 30 Jahre 76,21 jabrlich zu 
zahlen wiren. 

2. Jahresprimie fiir eine Erlebensversicherung. 


Ist (x) auf das Kapital 1, zahlbar nach » Jahren im Erlebens- 
falle, versichert, so ist 


|so- 30 ad 


= 0,15242, 


D 
t+ 
i ee 


x 


der Wert dieser Versicherung; soll die jahrliche Priamie P, durch die 
Versicherungsdauer gezahlt werden, so ist der Wert hiervon 


Leite ee <i tte 
folglich ist 


D 
P oe se Skea (9) 


Beispielsweise bat man nach Tafel VIII 


31 953 
1098 686 — 621 199 — 9079008; 


fiir ein Kapital von 10000 wire also durch 10 Jahre die jahrliche 
Pramie von 790,08 zu bezahlen. Legte die Person die Praimien, statt 
sie in der Versicherungsanstalt einzuzahlen, in einer den rechnungs- 
maBigen ZinsfuB 35°/, gewihrenden Sparkasse auf Zinseszins an, so 
erhielte sie bei Vollendung des 30. Lebensjahres 9592,75 M; durch die 
Versicherung sind also 417,25  gewonnen. 

3. Jahrespriimie fiir eme Todesfallversicherung bei abgektirater 
Priimienzahlung. 

Soll die Prémienzahlung bei dem Alter ¢ aufhéren, so steht dem 
Werte 


10/90 ey 


MM, 
A,= >, 
der Versicherung der Wert der Pramienzahlung: 
N, ites N, 
J paver Te OED oa: Les 


gegeniiber; die erforderliche Primie ist also 
M, 
aN, oe 
Fiir einen 35-jahrigen z. B. betriigt dies, wenn die letzte Primie 
bei Antritt des 70. Jahres gezahlt werden soll, nach Tafel VIII 


9805,72 
3525 = 474 181 — 26 627,8 0,02186, 
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so daB bei 1000 versichertem Kapital die jahrliche Big: 21,86 
ausmacht. 

4. Jahresprimie fiir eine Todesfallversicherung bei n-jéhriger Karenz 
und lebenslinglicher Prémienzahlung. 

Der Wert der Versicherung ist 


+ 
eee. al a 
der Wert der Primienzahlung 
N 
d sg SO iz 1g 
voithin ist 
yap 
Pim Ht. (11) 


5. Jahrespriimie flir eine kurze Todesfallversicherung, zahlbar bis 

aum Tode, langstens durch die Versicherungsdauer. 
Betrigt diese » Jabre, so ist 
M,—M 


zin 


Ws = -—— 


lnt*a D 
der Wert der Versicherung und 


M,-—- Mw . 
PG ee Se 12 
" N. rad OR ( 


Bei dieser Versicherang kommt das Kapital, wenn der Tod inner- 
hath » Jahren erfolgt, am Kode des Sterbejabres zur Auszahlung. 

Die Versicherung kann aber anch so abgeschlossen werden, dab 
das Kapital zu hestimantem Termm, also nach nw Jahren ausgefolgt 
wird, yvorausgesetzt, daB die yversicherte Person vorher atarb. Unter 
dieser Voraassetzung ist der Wert der Versicherung 


o* (1 — aD) Reh ne ere Need SO 


der Wert der Prinienzahlang derselbe wie vorhin, die Primie also 


P wDi- i 8 aet 
apie re (18) 


6. Jahresprdimie fiir eine gemischte Versicherung. 
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Die Versicherungsdauer betrage 7 Jabre, und dies sei auch die 
langste Dauer der Primienzahlung. Nach Nr. 313 ist 


M,— MM, +D,,, 


or x r+n 
Aga = —- Dp = 1—d,a, 
der Wert der Versicherang, jener der Prémienzahlung betrigt 
Ne SN ae n 
2 ag ina, = P,- De 
die Préamie hat also den Ausdruck. 
; es es moras ee sR (14) 
- Ny ae ae 
oder 
1 
Pi=- ae a. (15) 
ine 


» in der ersten Form erscheint sie als Summe der Pramien fiir eine 
korze Todesfallversicherung und eine Erlebensversicherung; die erste 
Komponente bat ee AbSndernng au erfahren, wenn fir den Vall 
des Ablebens sofortige Zablung der versicherten Summe bedungen ist; 

nan kann dann P, nach der formel 


je ua <A ete (+ i? be Prin 
‘3 a ae ss See ae Noe Pes 


recanen, wenn man nicht schon in der Bildung der Kolumnen C,, M, 
dem Umstand der sofortigen Zablung Rechnung getragen hat, wie dies 
am Schlusse von Nr. 320 bemerki worden ist. ¢ 

Nach dem an dieser Stelle erkliirten Vorgange sehreibt sich die 
Jahresprimie fiir die gemischte Versicherung, wenn der Rechnung 
eine zweifach abgestufte Tafel zgrunde gelegi und die sofortige Zah- 
lung im Felle des Todes beriicksichtigt wird: 


dabei ist vorausgescizt, daB die Versicherungsdauer » den Uifan 
der Vorperiode, auf welche die Selekttafel angelegi ist, ubertriflt, so 
daB die Zablen D,.,, Noyes Ma... aus der SchluBtafel stammen. 

Tafel Vila enthalt in der Kolonne 10° Pi-q die Jahresprimien 
_ fiir die gemischte Versicheruang zu den SchluBaltern oder fielen 
Z+n = 50, 55, 60, 65 avf Grand der Sterbetafel 4 * aus den Be- 
obachtungen sn Ssterreichischen und ungarischen, auf diese Kom- 
‘bination versicherten miunlichen Personen zu 54%, wenn 1000 die 
versicherte Summo ist. Hiernach hat eine 30-jaéhrige Person, die die 
Versicherung zum 65. Lebensjahre, also auf die Daner von 55 Jahren 
abschlieBt, eine Nettoprimie ven 15,95 2a zahien. 
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7. Jahresprimie fiir eine Versicherung mit bestimmter Verfailzeit. 
Nach Nr. 314 ist der Wert einer derartigen, auf » Jahre abge- 
scblossenen Versicherung 
A= 0"; 
wird jabrliche Primienzahlung bis zum Tode oder langstens dureh die 
Versicherungsdauer bedungen, so ist deren Wert 
N,— N. 


Ls | nbz = =P, oe 
die Pramie hat also 2u betragen 
oD, 


Diese Versicherung ist die Uakstdase der Versicherung auf eine 
kurze Rente gegen einmalige Primie, nur daB letztere von der Ver- 
sicherungsanstalt und am Schluase der Versicherungsdauer gezahlt wird. 

8. Primie fiir eine gegenseitige Uberlebensrente, zahibar durch die 
Deuer der Verbindung. 

Der Wert der Rente fir die Verbindung (a), (y) ist (Nr, 325) 


ij 
one a, + a, — 28.4; 


der Wert der Primienzahlung 
ye : ay? 
die Jahrespriimie also 


&,,-- @ 
P= +_2. (17) 


zy 
Nach dem in der zitierten Nummer gerechneten Beispiel ist 
Ago4s = 14,023 


as, = 19,441 
a,, = 15,706, 
folglich 
yy _ 85,147 
age PNT SS 2 = 0,50638. 


9. Jahresprémie fiir eine einseitige Uberlebensrente, zahlbar durch 
die Dauer der Verbindung (Witwen- und Waisenpension). 
Aus dem Werte der Rente: 


By), == 8, — a, 


und dem gleichen Werte der Primienzahlung wie rnin berechnet 
sich die jahrlich 2u zahlende Pramie 


a, 
Kin Hhepaar, der Menn 45, die Frau 30 Jahre alt, hatte also durch 
die Zeit seines Zusammenlebens eine jihrliche Pramie von 
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19,441 
— 800 (si oas — t) = 800- 0,38636 — 309,09 


zu erlegen, damit der Frau nach dem eventuell friiher erfolgenden Tode 
des Mannes eine Leibrente von 800 zufalle. 

10. Jahrespriimie fiir eine gegenseitige Uberlebensversicherung, zahlbar 
durch die Dauer der Verbindung. 

Aus dem Werte 


A,,=1-—da,, 
der Versicherung [Nr. 329, (86)] und dem Werte 
Pa 


zy 


der Primienzahlung folgt 
1 
Pies 


Bey 
11. Jahrespriimie fiir eine einseitige Uberlebensversicherung, zahlbar 
durch die Dauer der Verbindung. 
Nach der in Nr. 333 entwickelien Naherungsformel (93) ware 


Sais (19) 


ere 
Ayy=1+ Boyt1 — Bey 


der Wert der Versicherung, dem P a,, als Wert der Pramienzahlung 
gegeniibersteht; daraus ergibt er 
Pix os atts Bsyti yop) (20) : 
D, any 
Benutzt man aber die aes Formel (94), Nr. 333 fiir A},, so 
wird ; 
a, 1, y = __ Bz,y- 1) O14) 
- eS cee P,-3 ay Py-1 Ax | oe 
Dem an der angezogenen Stelle gerechneten Falle zufolge ergibe 
sich als Jahresprimie fiir die Verbindung einer 35-jahrigen mit einer 
25-jahrigen Person, wenn das Kapital 1 am Ende des Sterbejahres 
der ersten zur Auszahlung kommen soll, falls die zweite sie tiberlebt, 
nach Formel (20): eee 
P = —_. = 0,013711, 


nach Formel (21): 


0,236 
tn ae! 16,264 — 0,014510. 


12. Juhresprimie, zahlbar wihrend der Aktivitit, fiir die Anwart- 


schaft auf eine Invalidenrente. 
In Nr. 338 iat fiir die Anwarischaft eines x-jibrigen Aktiven auf 


Invalidenrente em Ausdruck von der Form 


Nz 
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gefunden worden; fiir N%' ist je nach der gewiinschten Strenge und 
nach dem Auszahlungsmodus der Rente einer der dort durch die 
Gleichungen (7) bis (7***) gekennzeichneten Werte zm nehmen. Der 


NG 
Wert der Primienzshlung driickt sich dureh P,a, = P, — aus; mit- 
hin hat die Pramie es 
i Ne (22) 
zu betragen. . 

Sind die Invaliditatsanwartschaften und die Aktivitatsrenten selbst 
gerechnet, so ergibt sich P, mittels Division von “a, durch “a,. Mit 
Hilfe der Tafeln IX und X findet man beispielsweise die zur Begrtin- 
dung einer Invalidenrente von 600 erforderliche Jahresprimie, wenn 
30 das Hintrittsalter ist, 

ek 1,92356 
P5. = 600 - 16.8525 
dabei ist beziiglich der Pramie monatliche Zahlung vorausgesetzt. 

351. Pramie bei Hinbeziehung der Invaliditat. In neuerer 
Zeit wird die Lebensversicherung in eigenartiger, den Bediirfnissen 
vieler Kreise entgegenkommender Weise mit der Invaliditét in Ver- 
bindung gebracht: Um fiir den Fall eintretender Berufsunféhigkeit 
vor der Notwendigkeit des Aufgebens. einer Lebensversicherung zu 
bewahren, wird die Pramie von Anfang ap so eingerichtet, daB bei 
Hintritt der Invaliditét jede weitere Prémienzahlung aufhért. Neben 
dieser Form kommt auch noch eine zweite vor, bei der dem Ver- 
sicherten tiberdies fiir die Dauer der Invaliditat eine bescheidene im 
Verhaltnis zur versicherten Summe festgesetzte Rente ausbezahlt wird. 
Diese Invaliditatszusatzversicherung wird vornehmlich an die gemischte, 
wohi auch an die lebenslingliche Todesfallversicherung mit abgektirzter 
Pramienzahlung angeschlossen. 

Wenn wir den Fall der bloBen Enthebung von fernerer Primien- 
zablung ins Auge fassen, so besteht der Unterschied darin, daB sich 
nun die Primienzahlung nicht mehr auf eine Leibrente, sondern auf 
eine Aktivitiitsrente zu stiitzen hat. Die dazu erforderliche Aktivitits- 
ordnung wird dann, nachdem beziiglich der Invaliditatswahrscheinlich- 
keiten cine Wahl getroffen worden, aus der Sterblichkeitstafel abgeleitet, 
auf die sich die Hauptversicherung griindet, 

Kis bezeichne w, zum Unterschiede von der bisherigen Auffassung 
(Nr. 292) die {nvalidititswahrscheinlichkeit unter dem Gesichtspunkte, 
daB unter den Aktiven keine Sterblichkeit herrscht, da8 also die aktiv 
gestorbenen als Austretende behandelt werden, die ,,reine oder unab- 
hiingige“ Invaliditdiswahrscheinlichkeit, bei deren Anwendung das In- 
validwerden und Sterben voneinander unabhingige Ereignisse sind; 


= 68,48; 
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ferner werde angenommen, daB die Invaliden dieselbe Sterblichkeit 
aufweisen, wie die Aktiven, niimlich die Sterblichkeit der zugrunde 
gelegten Sterbetafel: dann wird sich, wenn man bei dem Alter x uur 
Aktive voraussetzt ‘and demgemiS A, mit J,’ tibereinstimmen 1iBt, 
die Abfallsordnung der Aktiven nach der Formel 


A =A, Port — Ww, ,) (v= 0, tt; 2,°-°) (a) 
berechnen. 

Dies gilt, wenn es sich um eine Aggregattafel handelt. Wird 
aber zur Primienbemessung eine Selekttafel verwendet, dann dient die 
Formel (a) zunachst zur Ableitung der Schluftafel, die der SchluBtafel 
‘der Selekttafel entspricht; von dieser aus wird dann der ibrige Teil 
der zweifach abgestuften Aktivenordnung, wenn 10 Anfangsjahbre unter- 
schieden sind, nach folgenden Formeln vor sich gehen: 


A Ay, 10 
he 
Pee en eee 
Sal Pry 48 (1 — zs) (8) 
Ae ee es le 
[x] Prax (1 fet we) ? 


darin iat die erste Zahl, A,,,., der “chluBtafel entnommen, die bei 
dieser Anordnung fir alle Kintrittsalter germeinsam gilt‘). 

Auf Grund der Aktivenordnung berechnet man die auf n Jahre 
abgekiirzte Aktivenrente 


NY — N Nin Ne 
%q == "oder 4ajy = a ae Dt ERGs (y) 


2 {2} 


als Wert der Hinheit der Primienzahlung und damit die Pramie fir 
eine gemischte Versicherung unter der Festsetzung, daB die Prémien- 
zahlung nach eventuellem Eintritt der Invaliditét aufzuhéren hat: 


jig a oder +P... = aun (23) 
(xj 
je ‘nachdem mit einer Aggregat- oder einer Selekitafel gerechnet wird. 
Vergleicht man diese Primien mit den normalen Prémien P,, Pi fir 
dieselbe Hauptversicherung, so geben die Differenzen ‘P, — P,, *Pi2; — Ppa 
die Zuschlagsprimie fur die zugestandene Prémienfraihoit i im Faile der 
Invaliditét. Die verbiltaismaBige Kleinheit dieser Zuschlagspramie 
laBt die Kombination als zweckmiBig erscheinen; sic betragt beispiels- 


1) Vel. J. Earup, Die Reform des Rechnungswesens elc., Jens 1908, p. 96 
und Tab. 19 uo. 20. 
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weise (netto) nach den neuen Tarifen der Gothaer Bank*) bei 1000 
Versicherungssumme und den Falligkeitsaltern 
50 55 60 
fire = 25° 0:60°°°0,81" 103 
a=30° 1,00 1,24 1/56 
g= BD FI GL eG ee 
» ©=40 246 301 3,72. 
Ist fiir den Fall der Invaliditat auch eine Rente von p Prozent 
der versicherten Summe zugesichert, so kommt zu 4,7 noch der Wert 


9 


” 


der Anwartschaft auf eine Invalidenrente im Betrage as hinzu. 


352 Unteriahrige Pramienzahlung. Um dem Versiche- 
rungsnehmer die Abtragung seiner Verpflichtung gegentiber dem Ver- 
sicherer noch weiter zu erleichtern, wird die ratenweise Bezahlung der 
Jahrespramie gewahrt; allerdings erfordert dies eime Hrhéhung der 
jahrlichen Zahlung gegeniiber der normalen Jahrespramie, die unter 
der Voraussetzung gerechnet ist, daB sie jedesmal am Beginne des 
Versicherungsjahres voll erlegt wird. 

Betrachtet man z. B. bei der Todesfallversicherung die im Sterbe- 
jahre noch nicht bezahlten Pramienraten als gestundet und bringt sie 
bei Auszahlung des versicherten Kapitales in Abzug, so besteht die 
einzige Folge der unterjéhrigen Primienzahlung in einem Zinsverlust, 
der durch eine entsprechende Hrhéhung der jahrlichen Zahlung herein- 
gebracht werden mub. — 

Es sei P die normale, P( die in m gleichen Raten zahlbare 
Jahresprimie. Die letztere ergibt sich aus der Erwaigung, daB die auf 
den Jahresbeginn diskontierten Raten zusammen die normale Primie 
P ergeben miissen; die Diskontierung vollzieht man dabei zu einem 
héheren ZinsfuBe 2’ als derjenige, der sonst zur Grundlage genommen 
ist. Man hat also den Ansatz: 


pm) 3 3 mo 
Pat |i f-oum+ymt... tym | 
i 
PO yao SPO aaa 
1—v" Se nine 3 
1 
Pee ea a Be 
Sm) 
aus welchem sich 
Jim) 
PN aa ae (24) 


oy 
M(t 7m" 


_————— 


1) Ibid., Tabelle (5a), p. 25*. 
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ergibt. Entwickelt man den Koeffizienten von P nach Potenzen von 
#’, so erhilt man bis zu Gliedern der zweiten Ordnung 
—il1 Fy m*—1 Ay 
1 sas 6m ame 
Bei Anrechnuhg von 6%, Seco wegen der ratenweisen Primien- 
zahlung liefert diese Formel die Ansitze: 
P®) = 1,015 P, 
POY== 1,022 P, 
PO) — 1,026 P, @) 
P = Pe) = 1029 P; 
es variiert also der Zuschlag zur normalen Praémie zwischen 14 und 
3% der letzteren. 

Um beispielsweise in strenger Rechnung die in Vierteljahrsraten 
zahibare Pramie zu finden, die eine 35-jaihrige Person fiir die lebens- 
langliche Todesfallversicherung auf 10000 bei sofortiger Liquidierung 
des Kapitales zahlen miiBte, hat man die am Schlusse von Nr, 349 
mit 210,40 ermittelte normale Primie 1,022 zu multiplizieren; dies 
gibt 215,03. Das ware die Nettopramie; wird auf diese ein 12°/-iger 
Zuschlag erhoben, 80 hbetrigt die Jahresbruttopramie 240,83, die 
Quartalsrate also 60,21. 

Man kann die unterjabrige Pramienzahlung auch in dem Sinne 
verstehen, daB in jenem Jahre, in welchem der Tod, die Invaliditét 
oder dgl. eintritt, nur die vor diesem Ereignis falligen Raten bezahlt 
werden; die Primienzahlung ist dann als eine an die Anstalt gezahlte 
m-tel-Rente zu behandeln. Hiernach ist die in m Raten zahlbare 
Jahresprimie fiir eine Todesfaliversicherung: 


(mm) as 
ae ae)? (26) 


fiir eine Versicherung auf Invalidenrente: 


at 


Pe (7) ae zai) (27) 

Als erstes Beispiel fiir eine in diesem Sinne gefiihrte Rechnung, 
die sich den tatsichlichen Verhilinissen anpaBt, diene die Bestimmung 
der quartaliter zahlbaren Jahresprimie, die eine 35-jahrige Person fiir 
eine Todesfallversicherung per 10000 zu zahlen hatte, wenn das Kapital 
unmittelbar nach dem Ableben zu liquidieren ist; als Grundlage soll 
Tafel VUI verwendet werden. 

Es ist fir das Kapital 1 


(4) A, Ass 
Tos af) ; 


Csuber, Wabrscheinlichkeitsrechnung. Il. $. en 22 
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nun hat man nach Nr. 321, (61): 
Agzs = 1,0175 A,, = 1,0175 - 0.37949 = 038613, 
und nach der Tabelle in Nr. 316: | 
ay. = 1,000093 a,, — 0,38046 
= 1,000093 - 18,349 — 038046 
= 17,96924: 
daher ist 
(4) 0,88618 
die zu zahlende Nettoprimie betrigt also 214,90 (vgl. das Beispiel in 
Nr. 349). 

An zweiter Stelle soll die monatlich zahlbare Jahrespramie be- 
stimmt werden, die ein 40 jabriger Aktiver fir die Anwartschaft auf 
eine Inyalidenrente von 500 nach den Grundlagen der Tafeln [X und X 
7a zablen hatte. 

Fur die Renie 1 ist die Pramie 


pli): yg BREE 5 
Poo = a,02) ~ 13,5721 0,19455 
40 


zu zahlen, fiir 500 also die Jahrespramie 97,28 in Monatsraten zu 8,11. 


$2. Veranderliche Praimicn. 


253. Allgemeines fiber variable Primien. WNativrliche 
Pramienzahlung. Theoretisch ist jede Pramienzahlung zuliissig, bei 
der Leistung und Gegenleistung dem Barwerte nach gleich sind; dem 
ware auch praktisch so, wenn jeder Versicherungsnehmer verhalten 
werden kénnte, den Versicherungsvertrag bis zu dessen natiirlichem 
Ablaufe einzulésen. 

In Wirklichkeit gibt es jedoch neben dem normalen, mit der 
Erreichung des Zwecks verbundenen Ablauf der Versicherungen einen 
nicht hermalen, den man, welches auch die Veranlassung sein und 
wie sich seine endgiiltige Abwicklung gestalten mége, mit dem zu- 
sammenfassenden Namen Storno bezeichnet. Dieser Umstand fiihrt zu 
einer Hinschrinkung der theoretisch méglichen Praémienzahlungsmo- 
dalitaten dahin, daB nur solche praktisch verwertbar sind, bei welchen 
die versichernde Anstalt in keinem Stadium dem Versicherungsnehmer 
gegemiber im Vorschusse ist. Indessen wird in neuerer Zeit diesem 
Grundsatz nicht unbedingte Geltung eingeriiumt (vgl. Nr. 376). 

Die Ausfiihrung dieses Grundsatzes verlangt, daB Schadeuzahlung 
niemals vor der Pramienzahlung beginnt, und daB zu jeder Zeit die 
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bezahlten (Netto-) Priimien, die bis dahin avfgelaufenen Schiden zum 
mindesten decken. Die Nichteinhaltung dieser Forderung hiitte im 
Falle des Aufgebens einer Versicherung einen Schaden fiir die Anstalt 
zur Folge, weil auf die stornierte Polize weniger eingezahlt worden 
wire, als sie rechnungsmaBig zu den wmittlerweile ausgezahlten Ver- 
sicherungssummen hatte beitragen solien. Und eine Priémienzahlungs- 
weise, welche dem obigen Grundsatze nicht gentigt, gabe geradezu 
den Anreiz zum Aufgeben der Versicherung; denn: der Austretende 
kénnte sich sofort die gleichen Yorteile bei einer andern Anstalt, die 
nach denselben oder gar nach giinstigeren Grundlagen rechnet, billiger 
erkaufen. 

Bei Versicherungen, bei denen mit der Auszahlung erst zu einem 
spateren bestimmten Zeitpunkte begonnen wird, wie bei aufgeschobenen 
Renten und Todesfallversicherungen, bei Erlebensversicherungen, ware 
gegen eine spaitere Aufnahme der Pramienzahlung nichts einzuwenden, 
wenn es iiberhaupt einen Sinn hatte, eine Versicherung abzuschlieBen, 
ohne auch gleich mit der Pramienzahlang anzufangen. 

Anders bei Versicherungen, bei welchen unmittelbar nach dem 
Abschlu8 auch schon Auszahlungen eintreten kénnen, wie bei Todes- 
fall- und gemischten Versicherungen. Hier muf auch die Primien- 
zablung sofort aufgenommen und in einem Tempo gefithrt werden, 
daB der obige Grundsatz bestandig gewahrt bleibe. 

Hinen Mafstab fiir dieses Tempo bietet die xetirliche Priimien- 
zahlung: Unter der natiirlichen Préimie, die eine Person (x) fiir eine 
bestimmte Versicherung zu zahlen hat, versteht man die der Ver- 
sicherang auf ein Jahr entsprechende Prémie, durch die also die 
Schiden des niichstfolgenden Jahres gedeckt werden. In diesem Be- 
lange ist die natiirliche Pramie der Umiage analog, nur daB jeae im 
vorzas bemessen und bezahlt, diese aber erst am Schlusse des Jahres 
nach Mafigabe der wirklich eingetretenen Schdden auf die Versicherten 
tiberwalzt wird. 

Die nattirliche Prarie eines 2-jihrigen fir eine Todesfallyersiche- 
rong auf das Kapital 1, zaklbar am Hinde des Sterbejahres, betrigt 


Sete 


sie variiert mit dem Alter wie die Sterbenswahrscheinlichkeit. Will 
ein #-jahriger sich durch nattirliche Primienzahlung versichern, so hat 
er, so lange er lebt, der Reihe nach die Priémien 


VGn7 UGerirs VUnrar °° 


ze zahlen. Der Wert dieser Anwartschaften bei Abschiu8 der Ver- 
sicherung ist 
29% 
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UG, a 09,41 Px Sm Oe 42 2Px are 


@ 4241 bead 3 te+2 Leave 
mote Tincicha th eee 


a+1 x z+2 x 
pad ake uy: 
eg Da cae Lee ee 


x 


also tatsachlich gleich dem Werte der Versicherung. 
Fiir eine gemischte, auf m Jahre lautende Versicherung hatte ein 
x-jahriger der Reihe nach die natiirlichen Pramien 
Ue, UGea1» UGe42° °° UGzen-2» ¥ 
zu zablen; denn im letzten Jahre kommt das Kapital, wenn es nicht 
schon friiher fallig wurde, sicher zur Auszahlung; der Wert dieser zu 
erwartenden Pramienzahlungen ist 


09, + 0°, 44 iP; cts ie Py Die ie ok aD ae ey Ae ot n-iPz 


d dee d Neots 
wey SE pf HED pe gf EER 4p gant tees at 7 as 
x 


=z z 


ersetzt man J,,,_, durch d,,,_, +1,,,, 80 verwandelt sich dies in 


¢, er cepinnes ‘-+-C z2t+n—- 1 Pete 
ue a 
also in den Barwert der Versicherung. 

Sell eine Pramienzahlung dem im Ningange auigestellten Grund- 
satze gentigen, so muB in jedem Zeitpunkte die Summe der auf ihn 
reduzierten Pramienzahlungen die Summe der auf denselben Augen- 
blick reduzierten natiirlichen Pramien iibertreffen oder ihr mindestens 
gleichkommen. 

“Die natiirliche Pramienzahlung wird, von einigen amerikanisehen 
Gesellschaften abgesehen, in der Lebensversicherang nur wenig getibt; 
dagegen ist sie bei der Realversicherung das herrschende Prinzip. 

354. Abgestufte Praimien. In den Geschafispliinen mancher 
Versicherungsunternehmungen kommen neben konstanten auch ab- 
gestufte Primien vor. Der Grund ftir diese Wahl der Primien- 
abtragung liegt in maucherlei Motiven: man will die Priimienzahlung 
mit der Gewinnverteilung in einen zweckmiBigen Konnex bringen, 
will den verschiedenen wirtschaftlichen Verhiéltnissen der Versiche- 
rungswerber entgegenkommen und will schlieBlich fiir die Deckung 
gewisser Verwaltungsauslagen planmaSig vorsorgen. 

Die Abstufung besteht zumeist darin, da8 man nach einer ge- 
wissen Anfangsperiode die Primie erhéht oder erniedrigt, daB man 
also mit kleinen Primien anfingt und mit groBen Praémien sechlieBt 
oder den umgekehrten Modus wihlt. 

Hinige an die Praxis sich anlehnende Beispiele werden diese Art 
der Primienbestimmung am besten verdeutlichen. 
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Angenommen, fiir eine lebenslingliche Todesfallversicherung, die 
eine Person (#) auf ihr Leben abschlieBt, werde durch die ersten 
fiinf Jahre eine Pramie ,,P,, durch die ganze folgende Zeit die Pramie 
s|P, gezahlt; dann gilt der ‘Ansatz: 


A, = |sP 258 + 5\P, 5|%2) (29) 


aus dem sich nach Annahme der einen Primie die andere oder nach 
Annahme ihrer Differenz beide bestimmen lassen. Setzt man 


4 sif2 = et, + 4;; (30) 
so ergibt sich: 
A,— 4.5/3, 
i;l,=— Be at (31) 


NP ie cea 
bei J, > 0 findet ein Ubergang von niedrigen zu hohen, bei 4,<0 
ein Ubergang yon hohen zu niedrigen Primien statt. 

Ist insbesondere die Bestimmung getroffen, daB sich bei allen 
Altern nach 5 Jahren die bis dahin gezahlte niedrige Primie um 
einen bestimmten Bruchteil © ihres Betrages erhéht, so ist 


ab aoe @|;P,, 


a, 


und es ergibt sich dann 
32) ee a 
Ist 2 a+ Osa, N,+ON,,,’ 
si\P, = (1 + 9) isP, 
Unter derselben Voraussetzung schreiben sich die Primien fir 
eine gemischte Versicherung mit der Laufzeit n: 


(32) 


P ae 1 ile Mea ets 
nt Ne Naan t OMe 4s (33) 


sib, = (1 + 9) \5P Fe ; 

Andert man in diesen Formeln das Vorzeichen von @, so hat 
man es mit groBer Anfangs- und kleiner SchluBpriimie zu tun. 

Die Erhéhung oder Erniedrigung kann aber auch zur versicherten 
Summe in ein festes Verhialtnis gebracht werden; bestimmt man z. B., 
da& sich die Primie vom 6. Jahre an um 3%, der versicherten Summe 
erniedrigen soll, so ist 

4, = — 0,003 
und die Formeln (31) geben fiir eine gemischte Versicherung mit der 
Laufzeit m: 
Pp Agz+ 0089, If, — aceritans 008.N,, 
18 a N,—%,, 


[nO a 
5|P ee gh 0,003. 


275 5 (B4) 
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Um ein ziffermaSiges Beispiel fiir diese verschiedenen Zahlungs- 
modalitaten zu geben, sei eine gemischte Versicherung vom 30. zum 
60. Lebensjahr gerechnet einmal fiir gleichbleibende Pramienzahlung, 
dann fiir den Fall, da8 sich nach 5 Jahren die Pramie um 20%, er- 
héht, endlich unter der Annahme, daB sie sich nach 5 Jahren um 
3°) des Kapitals ermaBigt. Mit den Grundlagen der Tafel VII hat man: 
13679,86 


fiir den ersten Modus ; 4085597 0,025316 
fiir den zweiten Modus sa51gst — 0,021540 Anfangs-, 0,025848 End- 


pramie, 


es : 15102,253 
fiir den dritten Modus ~~ 


3403699 (0027948 Anfangs-, 0,024948 End- 
primie; bei einer Versicherungssumme von 1000 ist also nach dem 
ersten Modus konstant 25,32, nach dem zweiten Modus durch finf 
Jahre 21,54, dann 25,85, nach dem dritten Modus durch fiinf Jahre 
27,95, von da ab 24,95 zu zaklen. 


§ 3. Pramienriickgewahr. 


355. Allgemeine Bemerkungen. Die Versicherangskombi- 
nationen lassen sich in zwei Gruppen einteilen: bei den einen kommt 
es unbedingt zu Leistungen des Versicherers an den Versicherten, bei 
den andern tritt dies nur bedingt ein. 

Bei den Versicherunyen der zweiten Gruppe kann es also vor- 
kommen, da8 der Versicherte Hinzahlungen leistet, ohne hierfiir eine 
Gegenleistung zu empfangen: der Laie erblickt in einem solchen Ge- 
schafte ein Gliicksspiel, auf einen Gewinn des Unternehmers angelegt. 
Um einen solchen negativen Erfolg der Versicherung zu vermeiden, 
verbindet man mit ihr die (volle oder teilweise) Riickgewahr der ein- 
gezahlten Praimien fiir den Fall, daB der eigentliche Versicherungs- 
zweck nicht erreicht wird. Hierdurch wird also eine Versicherung 
der zweiten Gruppe in eine der ersten Gruppe umgewandelt. 

Es kommt aber auch vor, daB man Versicherungen der ersten 
Gruppe mit Primienriickgewahr ausstattet; sie hat hier hauptsichlich 
den Aweck, den Anreiz zum Versichern zu erhdhen. 

Die Primienriickgewahr begegnet hiaufig der irrtiimlichen Auf- 
fassung, als ob sie dazu bestimmt wiire, den Versicherten vor ,,Schaden‘“ 
zu bewahren. In Wirklichkeit aber ist sie nichts andcres als eine 
neben der Hauptversicherung einhergehende zweite Versicherung, die 
nach denselben Grundsatzen berechnet wird und bezahli werden muB 
wie jene. Bei jeder Versicherung muB es, nachdem alle Geschifte 
abgewickelt sind, eine Gruppe Versicherter geben, die einen ,Schaden“ 
erlitten, d. h. unter Kinrechnung der Zinseszinsen mehr eingezahlt als 
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empfangen haben, der eine zweite Gruppe anderer gegentibersteht, die 
von der Versicherung einen effektiven ,,Nutzen“ hatteh. Von diesem 
retrospektiven Standpunkte darf aber das Versicherungswesen, als eine 
Institution zur Vorsorge fiir die ungewisse Zukunft, iberhaupt nicht 
betrachtet und beurteilt werden. Wohl aber kann man sagen, daB 
eine Kombination mit Primienriickgewihr, je weiter diese geht, sich 
umso weiter von dem Wesen einer Versicherung entfernt und dem 
Charakter einer bloBen Verwaltung der eingezahlten Gelder niahert. 
Das wirtsehaftliche Moment kann dann erheblieh zuriicktreten, ja ge- 
radezu fraglich werden, und die Berechtigung nur noch in dem mora- 
lischen Zwange zum Sparen erblickt werden. 

Die Riickerstattung der Primien erfolgt in mannigfachen Formen. 
Die wirklich eingezahlten Primien werden zur Ginze oder zu einem 
im voraus festgesetzten Teile, unverzinst oder selbst maBig verzinst, 
ersetzt; ihre Riickzahlung erfolgt entweder, sobald die Nichterreichung 
des eigentlichen Versicherungszweckes feststeht, oder erst 2u jenem 
Termine, wo er erreicht worden wire, bei Versicherungen der ersten 
Gruppe unter Umstanden bei Falligkeit der Hauptversicherung. Die 
Riickgewahr bezieht sich ausschlieBlich auf die Bruttoprimien, weil 
die Nettopramien, lediglich fiir die interne Gebarung mafgebend, im 
Verkehr mit den Versicherten nicht in Rechnung kommen. 

Der iibliche Weg zur Bestimmung der Nettoprimie fiir eine Ver- 
sicherung mit Kinschlu8 der in bestimmter Weise vereinbarten Praimien- 
riickgewahr besteht in der Bildung eines Ansatzes, dessen eine Seite 
den Gesamtbarwert der Versicherung, der Hauptversicherung wie der 
Riickgewahr, dessen andere Seite den Wert der Nettopramienzahlung 
darstellt; die erstgenannte Seite enthalt die Bruttoprimie, die nach 
der adoptierten Regel fiir die Bemessung des Zuschlags durch die 
Nettopramie auszudriicken ist, bevor an die Bestimmung der letzteren 
geschritten wird. In manchen Fallen kann durch eine besondere Auf- 
fassung der Sachlage die Lésung leichter herbeigeftihrt werden. Das 
wird am besten an einigen Beispielen zu zeigen sein. 


356. Beispiele von Prémienriickgewahr. 1. Hrlebensver- 
sicherung gegen einmalige Primienzahlung und Riickgewdhr der Prime 
im Falle vorzeitigen Todes. 

Eine Person (a) schlieBe eine Erlebensversicherung auf das Ka- 
pital 1 auf n Jahre ab und bedinge die Riickerstattung der geleisteten 
einmaligen Priémie fir den Fall, daB sie vor Erreichung des Alters 
z-+n sterben sollte. 

Bezeichnet E die Nettopramie fiir die so kombinierte Versiche- 
rung, ist H =kE +c die zugehdrige Bruttopramie, so besteht die 
Verpflichtung der Anstalt in der Auszahlung der Erlebensversicherung 
im Betrage 1, eventuell einer kurzen Todesfallversicherung auf die 
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Suimme E’; die Netiogegenleistung des Versicherten in der Primie E. 
Hiernach besteht der Ansatz: 

Dp; +a Me ae +2 a 

Dy, it ea 
woraus nach Substitution des Ausdrucks fiir E’ folgt: 
D, 4, + ¢(M, — M, yw) 
SD, ee k( a, — M,,,) @°) 
Aus E leitet sich nachtriglich H’ ab. Die Differenz zwischen E und 


D : 
—p_ ist die Zusatzprimie fir die Rickgewihr. Die Rechnung setzt 


voraus, daB Z’, wenn es zur Auszahlung kommt, am Schlusse des 
Sterbejahres fallig wird. 
2. Aufgeschobene Leibrente gegen einmalige Pramie mit Riick- 
gewahr derselben, wenn innerhalb der Aufschubzext der Tod eintriit. 
Der Ansatz fir diesen Fall unterscheidet sich von aa vorigen 


nar dadurch, daB an padie Stelle der Hrlebensversicherung “3 die 
aufgeschobene Rente —=** ane tritt. 


3. Aufgeschobene Lelbrente gegen einmalige Pramie mit unbedingter 
Ruieckgewaéhr derselben beim Tode. 

Fir die Ableitung der Bruttoprimie aus der Nettoprimie bestehe 
die Norm EH’ = (1+ x«)£. 

Die Verpflichtung des Versicherers besteht aus der aufgeschobenen 
Leibrente vom Jahresbetrage 1 und aus einer lebenslinglichen Todes- 
fallyersicherung auf den Betrag E#’; man hat also, da ihr die Netto- 
verpflichtung E des Versicherten gegeniibersteht, die Gleichung: 


E = 


a + E’A, = E, 
die sich in die Form 
Niza t+ (+ x) E(D,— aN, = ED, 
umesctzon 148t; man erhélt also 
hs PR , 
~ WF RaN,—eD, Sd 

Der Fall Ja8t auch folgends Auffassung 2u. Da der Unterashmer 
gehalten ist, die Bruttoeinlege &’ unbedingi zuriickzuerstatten, so muB 
ex mit dea ‘jahrlichen diskontierten Zinsen dH’, die sie triigt und die 
er durch die ganze Lebensdauer des (x) bezieht, bestreiten den Netio- 
barwert der aufgeschobenen Rente und den Zaschlag xE zur Neitto- 
pramie; es muf hiernach die Gleichung bestehen: 


N. 
dE’ a, = - ae + «E, 
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die auch so geschrieben werden kann: 
(1+ x)dEN, = N,,,+«ED,; 


r+s 

daraus aber folgt ftir E tatsichlich derselbe Wert wie vorhin. 

Aus F leitet man nachtriglich E’ ab. 

4. Erlebensversicherung gegen jihrliche Prémieneahlung wéhrend 
der Versicherungsdauer und Riickgewdhr der eingezahlten Prdémien im 
Falle vorzeitigen Todes. 

Die fiir die ganze Leistung entfallende Nettoprimie heiBe P und 
die Brattoprimie P’ leite sich aus ihr nach der Regel P’=kP +c ab. 

Auf der Seite des Versicherers steht nun die Erlebensversiche- 
rung auf das Kapital 1 und eine kurze steigende Todesfallversicherung 
mit dem Anfangsbetrage P’ und einer ebenso grofen jahrlichen Steige- 
rung; auf der Seite des Versicherten der Nettobarwert seiner Primien- 
zahlung. Dies gibt den Ansatz: 

Dan, Pe— Rese "Mose pe Me Messy, 
aus dem sich nach Ersetzung von P’ durch kP -+ c berechnet: 
et c{R,— B,,,—"M, 4. 
Pag es = (37) 


res. Geer Pas 


5. Todesfallversicherung mit abgekiireter Primienzahlung und Rick- 
erstattung der Hialfte der eingezahlten Primien ber Ablauf der Prémien- 
zahlung oder im Falle des friiheren Todes. 

Es sei (x) fir den Todesfall auf das Kapital 1 versichert gegen 
eine langstens n Jahre wahrende Primienzahlung; erlebt er das Ende 
dieses Zeitraumes, so wird ihm die Hialfte aller eingezahlten Primien 
sofort zurtickerstattet; stirbt er vorher, so erhalt er auBer dem Ka- 
pital 1 auch noch die Hialfte der wirklich eingezahlten Primien. 

Zwischen der Nettoprimie P und der Bruttoprimie P’ bestehe 
der Zusammenhang P’ = (1 + x) P. 

Die Verpflichtung des Versicherers setzt sich pence aus der 


pan oy veretenerane auf das Kapital 1, aus einer mit 3 beginnenden 
und jébrlich um ~- steigenden Todesfallversicherung aa nm Jahre und 


nP’ 
schlieBlich aus einer Erlebensversicherung mit der Dauer n auf —>- ; 


‘dem steht der Wert der Nettoprimienzahlung des Versicherten gegen- 
‘ iiber. Der Ansaiz lautet also: 


M, 3 Re Bain PMein Py Dan nP’ _ Nz Nain P; 
18h D, eo er ce 
daraus ergibt sich: 
M, 
P= Hage Paes Ce en 


i+»x 
aS eee (Re Re ee i ctw. 0c} 
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Auszahlung des Kapitals und Riickerstattung sind dabei am Ende 
des Sterbejahres gedacht. 

6. Gemischte Versicherung gegen jahrliche Primienzahlung wihrend 
der Versicherungsdauer mit unbedingter Riickgewahr der Prémien. 

Die Versicherungsdauer betrage » Jahre, die totale Nettopramie 
sei P, die Bruttoprimie P’ = (1+ x) P. Die Verpilichtung des Unter- 
nehmers zerfallt in zwei Erlebensversicherungen, die eine auf die 
Summe 1, die andere auf die Summe »P’ lautend, dann in eine auf 
nm Jahre abgektirzte Todesfallversicherung auf das Kapital 1 und in 
eine mit P’ beginnende, jihrlich um P’ steigende Todesfallversiche- 
rung auf » Jahre; all dem steht die Nettopramienzahlung des Ver- 
sicherten gegentiber. Dieser Analyse entspricht der Ansatz: 
oe (i4+nP)4—= ptt a MMet* Pi a “St P, 


z 


aus dem sich nach Ersetzung von P’ durch (1 + x) P ergibt: 
Deeace M Men 
NN UFO R= Bet Deg. Me) 
Bei «= 40, » = 25, einem Zuschlag von 12%, auf die Netto- 
pramie und der versicherten Summe 1000 geben die Grundlagen der 
Tafel VIII 


(Dee (39) 


die Nettoprimie P = 123,87, 
die Br&ttopramie P’ = 138,73; 
der Versicherte erhalt, wenn er das Alter 65 erreicht, 1000 + 
25 - 138,73 = 4468,25, und sollte er friiher sterben, s0 werden an seine 
Erben auSer dem Kapital 1000 noch die bis dahin bezahlten Pramien 
ausgefolgt. Von der Nettopramie entfallen 


1000 “0 — Mes + Des _ 33.78 auf die Hauptversicherung, 
N, 40 N 65 


138,73 “0 — os — 25 Mes _ 30,62 auf die Rickgewahr im Todesfall, 


40 65 


138,73 4-"*y- = 59,47 auf die Rickgewahr im Erlebensfall, 
zusammen 123,87, 


Das Beispiel zeigt, wie bei einer weitgetriebenen Riickgewahr 
die Hauptversicherung zuriicktritt. 

7. Unmittelbare Letbrente mit Riickerstattung eines bestimmten ° 
Bruchteils der kapitalischen Einlage beim Tode des Rentners. 

Diese Kombination soll dem Wunsche Rechnung tragen, daB der 
Rentner bei seinem Ableben iiber ein Kapital verfiigen kann. 

Aus der fiir die ganze Versicherung erforderlichen Nettoeinlage 
E werde die Bruttoeinlage E’ nach der Formel E’ = (1 +x) E ab- 
geleitet. 
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Der Versicherer hat auSer der Zahlung einer nachschiissigen 
Leibrente vom Betrage 1 auch fiir cine Todesfallversicherung auf 
den Betrag OL’ (0 < @<1) aufzukommen; der Vorsicherte leistet 
die Nettceinzahlung EF. Der resultierende Ansatz 

@,+ GE'A,=E 
schreibt sich nach Ersetzung von QL’ auch so: 
a,=({1—Q+x«)@{1—d(a,4+1)}jE 


f 1 , ae 
See 34,2 
woraus schlieBlich 
Noe fonk Son i 2 (/ 
Sites anes (1+ x) O(1 — ¢a,) (40) 


folgt. 

Zu einem Grenzfall, der freilich schon den praktischen Boden 
verlaBt, fiihrt die Annahme, die Riickgewaihr werde am Anjang des 
Sterbejahres fallig, weshalb 4, durch (1+ 72)A, au ersetzen ist, sie 
erstrecke sich ferner auf die ganze Hinlage (@ = 1) und von einem 
Zuschlag auf die Nettopramie werde abgesehen (x = 0). Die Formel 
gibt dann die naturgemiBe Antwort | 


1 
(ae 


wonach die Einlage der im nachhinein filligen ewigen Rente gleich 
zu sein hat. In der Tat, wenn man ein Kapital erlegt, dessen jahr- 
licher Zinsertrag der Rente gleichkommt, so bleibt es —- wenn vou 
Verwaltungskosten abgesehen wird — unangetastet und kann bei dem 
wann immer erfolgenden Tode unverkiirzt zuriickerstattet werden. 
Es handelt sich dabei um eine reine Vermégensverwaltung und nieht 
um ein Versicherungsgeschatt. 

8. Einseitige Uberlebensrente, zahlbar an (y) vom Tode des (a) 
angefangen, gegen eimmalige Prdmie und Riickgewahr derselben, wenn 
(y) vor (x) sterben sollte. ; 

Die Nettopramie sei F, ihr Zusammenhang mit der Bruttoprimie 
E'’=kE+c. Die Verpflichtungen des Versicherers bestehen in der 
Uberlebensrente a,;, vom Betrage 1, eventuell in einer Uberlebens- 
versicherung A,» im Betrage E ‘; die Nettoleistung des Versicherten 
ist FE. Man hat also zu setzen: 

Bety + Ale. =f 
und findet daraus 
cat 2 (41) 


Es versichere beispielsweise ein 50-jabriger Mann seiner um 
10 Jahre jiingeren Frau eine Witwenrente im Jahresbetrage 800, be- 
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dinge sich aber die Riickerstattung des erlegien Kapitals, wenn die 
Frau vor ihm sterben sollte. 
Nach den Grundlagen der Tafel VIII ist 
a, = 17,104, 
ferner fand sich in Nr. 333 
Aso,49 = 12,278, 
Ax. 3) = 0,19794; 


mit diesen Elementen und bei der Festsetzung k = 1,06, c= 0,1 he- 
rechnet sich die Nettopramie fiir die Rente 1 mit 
E = 6,1264, 
die Bruttoprémie mit 
E’ = 1,06 -6,1264 + 0,1 = 6,59398; 

die kapitalische Hinlage betrigt also 800’ = 5275,18. Von der 
Nettopriimie entfallen rund 3860 auf die Hauptversicherung und 1040 
auf die Riickgewahr. 


§ 4. Durchschnittspramien. Sozialversicherung. 


357. Soziale Versicherungseinrichtungen. Die Versicherungs- 
einrichtungen, wie sie von GroBunternehmungen fiir ihre Angestellten, 
vom Staate fiir ganze Berutskreise und Bevélkerungsschichten auf 
sozialpolitischer Grundlage ins Werk gesetzt werden, unterscheiden 
sich in ihrem Plane und Betriebe in mehrfacher Beziehung von der 
privaten Versicherung. 

Kin erstes und wesentliches Merkmal dieser Hinrichtungen ist 
die Ausiibung eines Zwanges zur Versicherung tiberhaupt und ins- 
besondere zur Versicherung bei einer bestimmten dazu gegriindeten 
Organisation. Dieser Zwang hat zur Folge, daB der Kreis der Ver- 
sicherten mit einemmale gegeben ist kraft der Bestimmungen des Dienst- 
vertrags, beziehungsweise des Gesetzes, das die Hinrichtung regelt. 
Die Anwerbung von Versicherten und der damit verbundene Kosten- 
aufwand entfallen; es unterbleibt aber auch naturgema8 jede Auslese 
seitens des Versicherungstragers, sobald einmal die Zugehérigkeit zu 
dem Unternehmen, beziehungsweise zu dem vom Gesetz umschriebenen 
Personenkreise gegeben ist. Bei Unternehmungen, die selbst als Ver- 
sicherer auftreten, wird die Auslese allerdings bei der Aufnahme in 
den Dienst vollzogen. 

Ein zweites unterscheidendes Merkmal liegt darin, daB es die 
Privatversicherung mit versicherten Individuen, die soziale Versiche- 
rung mit Personengruppen zu tun hat. Die Privatversicherung geht 
nach dem Grundsatze vor, daB beziiglich eines jeden Versicherten 
zwischen Leistungen und Gegenleistungen das versicherungstechnische 
Gleichgewicht zu bestehen habe. Diesen Grundsatz kann die soziale 
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Versicherung nur gegeniiber einzelnen Gruppen oder gegentiber dem 
ganzen Bestande ihrer Versicherten zur Durchfiihrung bringen, von 
einer bis zur einzelnen Person gehenden Individualisierung muB sie 
absehen. 

Die Griinde hierfiir sind mannigfach. Vor allem erfordert das 
soziale Moment einen gewissen Ausgleich der wirtschaftlichen Unter- 
schiede; der stiirkere, jiingere muB dem schwicheren, ilteren zu Hilfe 
kommen. Die unvermitielte Hinfiihrung einer Versicherung bestimmter 
Leistungen fiir einen ganzen dafiir in Aussicht genommenen Personen- 
kreis wiirde sich als geradezu undurchfiihrbar erweisen, wollte man 
die Beitrage den individuellen Anwartschaften entsprechend feststellen; 
die dlteren Personen waren auBer Stande, fiir die auf sie entfallende 
Beitragslast aufzukommen. 

Zu diesen tiefliegenden Momenten kommen noch Riicksichten 
auf die technische Durchfiihrbarkeit. Die individualisierende Behand- 
lung wiirde bei einer Massenversicherung einen so gewaltigen Ver- 
waltungs- und Rechnungsapparat erfordern, daB ein sehr betrachtlicher 
Teil der Beitrage dem eigentlichen Zweck entzogen werden miiBte. 
Es sind also Vereinfachungen notwendig. Bei einem sehr umfang- 
reichen Bestande erweist es sich beispielsweise als undurchfiihrbar 
oder doch als sehr umstandlich, die Versicherungsleistungen zu indivi- 
dualisieren, d. h. nach dem wirklichen Gehalte, dem wirklichen Lohne 
zu bemessen; was namlich bei einem Unternehmen selbst grofen Um- 
fangs noch tunlich ist, ist nicht mehr zu bewiltigen, wenn es sich 
um ganze Berufskreise oder Volksschichten handelt. Es erfolgt dann 
die Einreihung der Versicherten in eine méSige Anzahl von Gehalts- 
beziehungsweise Lohnklassen, nach denen die Versicherungsleistungen 
abgestuft werden; der individuelle Gehalt oder Lohn dient nur dazu, 
die Klasse zu bestimmen, und danach richtet sich alles iibrige. 

Aus dem Umstande, daB die Beitragslast nicht den persénlichen 
Anwartschaften entsprechend verteilt wird, konnte das Bedenken ab- 
geleitet werden, da® es doch nicht angehe, einen Zwang dahin aus- 
zuliben, daB irgend jemand fiir die versicherten Anwartschaften mehr 
leiste, als ihrem versicherungstechnisch festgestellten Werte entspricht, 
da sich der Betreffende dann bei freier Wahl auf die gleichen An- 
wartschaften bei einer privaten Unternehmung billiger versichern 
kénnte. Dieses Bedenken entfallt aber infolge der bei sozialen Kin- 
richtungen der hier gedachten Art bestebenden Mitwirkung dritter 
Personen an der Tragung der Beitragslast: die Unternehmung, der 
Arbeitgeber oder der Staat nimmt einen Teil derselben auf sich oder 
trigi zu den fallig gewordenen Leistungen bei. So kommt es, dai 
die von den Versicherten selbst geleisteten Beitrége weit hinter dem 
Werte der ihnen gebotenen Leistungen zuriickbleiben. 

Bevor iiber die Verteilung der Beitragslast weiter gesprochen 
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wird, erscheint es notwendig, die verschiedenen Arten der Auf- 
bringung der Mitte] zur Bestreitung der versicherten Leistungen zu 
erdrtern. 

358. Aufbringung der Mittel. |. Angenommen, eine soziale 
Versicherungseinrichtung- sei mit Renten und mit einmaligen Leistungen 
irgend welcher Art ausgestattet. In jeder Verwaltungsperiode, als 
welche zumeist das Kalenderjabr gilt, werden dann bestimmte Renten- 
raten und bestimmte einmalige Zahlungen fallig. Wird dieser Jahres- 
aufwand nebst den aufgelaufenen Verwaltungskosten am Schlusse des 
Jahres festgestellt und nach einem aus der Natur der Sache abzu- 
leitenden Schliissel auf die Versicherten verteili und daraufhin ein- 
gehoben, so spricht man von einer Deckung des Bedarfs durch das 
Umlageverfahren. 

Statistische Hrfahrunyen iiber den Verlauf der maSoebenden 
Massenerscheinungen sind bei einem solehen Verfahren nicht erforder- 
lich. Eine Ansammlung von Deckungskapitalien findet nicht statt, 
jedes Jahr bringt seinen Aufwand selbst auf und sorgt nicht fiir die 
Zukunit, es sei denn, daf aus Sicherheitsrticksichten Riicklagen ge- 
bildet werden, fiir die, so lange es notwendig, auf die Umlage ein 
Aufschlag gemacht wird. Nimmt man an, die Struktur des ver- 
sicherten Bestandes — wobei unter Struktur aile jene Umstiinde ge- 
meint sein sollen, die auf die finanzielle Gebahrung Hinflu8 nehmen — 
bleibe konstant, so wird das jabrliche Erfordernis wegen der Nach- 
wirkung der Rentenanspriiche vom Beginn der Versicherung an 
anhaltend steigen, weil zu den in den Vorjahren bewilligten Renten 
immer wieder neue hinaukommen, and dieses Anwachsen des Jahres- 
erfordernisses und damit auch der Umiage dauert so lange, bis der 
Beharrungszustand eintritt, bis der Abfall der Renten dem Zugang 
neuer das Gleichgewicht hilt, 

Dieses Anwachsen der Umlage, davon herriihrend, daf die Gegen- 
wart auch fiir die Vergangenheit aufkommen mu8, kann je nach dem 
eingenommenen Standpunkte als Vorteil oder als Nachteil des Umlage- 
verfahrens aufgefaBt werden: als Vorteil, weil es die mit der poe 
sicherang verbundens Last allmahlich anwachgen la8t und dadurch 
die Hinfiihrung erleichtert, als Nachteil, weil eine spiitere Zeit an den 
in der Vergangenheit erwachsenen Lasten schwer zu tragen hat. 

Weil das Umlageverfahren auf einen Ausgleich in der Frequenz 
der versicherten Kreignisse waihrend einer langeren Periode verzichtet, 
muB die Umlage den jahrlichen Schwankungen folgen; der Umstand, 
daB sich ihre Héhe nicht voraussehen und in Rechnung bringen 148+, 
wird als wirtschaftlicher Nachteil des Verfakrens empfunden. 

Wenn eine auf dem eben geschilderten Umlageverfahren beruhende 
Kinrichtung ihre weitere Titigkeit einstellte, so wire damit allen 
bereits erwachsenen Anspriichen und allen Anwartschafien auf solche 
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ein Ende gesetzt, weil weder fiir die Weiterzahlung der. bereits zu- 
gesprochenen Renten vorgesorgt noch auch fiir die vorhandenen 
Versicherten irgend etwas aufgespeichert ist (von eventuellen Riick- 
lagen abgesehen, deren Tragweite doch immer nur eine begchrankte 
sein kann). 

Auf dem Umlageverfahren ist der Hauptsache nach die reichs- 
deutsche Unfallversicherung aufgebaut. 

IT. Man spricht von einem Kapitaldeckungsverfahren, wenn fiir die 
wahrend einer Verwaltungsperiode zuerkannten Renten die Deckungs- 
kapitalien aufgebracht werden. Das Erfordernis eines Jahres setzt 
sich dann aus den Barwerten der in diesem Jahre zugesprochenen 
Renten und aus den fallig gewordenen ecinmaligen Leistungen zi- 
sammen, wenn solche im Versicherungsplane vorkommen. Hs findet 
also eine Ansammlung von Kapitalien statt, aber nicht fiir alle, 
sondern nur fir diejenigen Versicherten, die in den Bezug einer Rente 
getreten sind. Das wesentlichste Merkmal dieses Verfahrens besteht 
darin, daB eine fliissig gewordene Rente im Anfange schon fiir alle 
Zukunft gedeckt ist, daB also jedes Versicherungsjahr fiir die Schiden 
(im weiteren Sinne), die es verursacht hat, endgiiltig aufkommt. 

Bliebe der Kreis der Versicherten semer Struktur nach gleich, 
ware die Frequenz der rentenbegriindenden und auch der einmalige 
Leistungen herbeifiihrenden Ereignisse stabil und hingen endlich die 
Renten ihrer Hohe nach von der Dauer der Zugehirigkeit aur Ver- 
sicherung nicht ab, so wtirde sich auch das jahrliche Erferdernis, von 
Schwankungen abgesehen, auf gleicher Héhe erhalten. Seibst bei 
einem an Umfang zunehmenden Versichertenkreise bliebe, wenn die 
tibrigen Voraussetzungen zutrifen, das relative Erfordernis (absolutes 
Erfordernis im Verhaltnis zur Zah! der versicherten Personen) wesent- 
lich unveranderlich. 

Anders schon gestaltet sich die Sachlage, wenn mit der Zugehérig- 
keitsdaner wachsende Renten statuiert sind. Das Jahreserfordernis 
setzt dann bei Hinfiibrung der Versicherung mit einem niedrigen Be- 
trage ein, der sich mit der Dauer ihres Bestandes, weil immer héhere 
und héhere Renten zufallen, steigert, bis es wieder nach eer gewissen 
Dauer zu einem Beharrungszustande kommt, bei dem Abfall und Neu- 
zugang von Renten verschiedener Hohe sich aufheben. 

Die Aufbringung des Jahreserfordernisses kann nun auch bei 
dem Kapitalsdeckangsverfahren im Wege der Umlage geschehen, in- 
dem durch eine Nachhineiurechnung die Deckungskapitalien der in 
dem Jahre bewilligten Renten und die ausbezahlten Hinmalleistungen 
nebet den aufgelaufenen Verwaltungskosten einem Teilungsschltissel 
gemaS auf die Gesamtheit der Versicherten verteilt und eingehoben 
werden. In dem vorhin gedachten idealen Falle wiirde bei konstanten 
Renien die Umlage unter Schwankungen ein gewisses Niveau ein- 
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halten, bei steigenden Renten aber dieselbe steigende Tendenz auf- 
weisen wie bei dem unter I. besprochenen reinen Umlageverfahren. 
An statistischen Erfahrungen sind jetzt solche nétig, die zur Bestim- 
mung der Rentenbarwerte dienen, also Sterbetafeln oder Ausscheide- 
ordnungen der Rentner. 

Die Aufbringung des Jahreserfordernisses kann aber auch auf 
ein Prémienverfahren gegrtindet werden, indem das jahrliche Er- 
fordernis an Deckungskapitalien, Einmalleistungen und Verwaltungs- 
kosten im voraus abgeschiétzt und durch Hinziehung von nach einem 
Tarif geregelten Priimien hereingebracht wird. Der Tarif kann auf 
verschiedene in der Natur der Sache liegende Momente Riicksicht 
nehmen; befindet sich darunter auch das Alter der Versicherten, so 
spricht man von Individualprdémien; spielt das Alter im Tarif keine 
Rolle, so spricht man von, einheitlicher Prdmie, die insbesondere nach 
ihrer Konstruktion eine Durchschnittsprdmie sein kann. Die Voraus- 
bestimmung des jihrlichen Erfordernisses zum Zwecke der Primien- 
bemessung setzt viel weitergehende statistische Erfahrungen voraus, 
als beim Umlageverfahren notwendig sind. 

Denkt man sich, eine Versicherungseinrichtung, die auf dem 
Prinzip der kapitalischen Deckung der bereits angefallenen Renten 
beruht, stellte in einem Augenblicke ihre weitere Tatigkeit ein, so ist 
der Sachverhalt folgender: alle bis dahin zuerkannten Renten sind 
bis zu ihrem voélligen Ablaufe gedeckt, fiir die Versicherten aber, die 
noch nicht in den RentengenuB getreten sind, ist nichts vorhanden; 
ihre Beitrage haben nur dazu gedient, die zu ihrer Zeit entstandenen 
Schiden zu decken. 

III. Die Aufbringung der Mittel fiir eine mit Renten ausgestattete 
Versicherungseinrichtung kann schlieBlich nach einem Plane erfolgen, 
der auch die Anwartschaften auf Renten einbezieht und fiir ihre 
Deckung sorgt. Eine auf diesem Prinzip aufgebaute Versicherung 
besitzt in einem gegebenen Augenblick nicht bloB die Deckungs- 
kapitalien fiir die bereits fliissig gewordenen Renten bis zu ihrem 
Ablauf, sondern auch fiir die noch im Versicherungsverhiltnis stehen- 
den sind Gelder angesammelt, die sie in den Stand setzen wiirden, 
die gleichen Anspriiche gegen Fortzahlung der gieichen Beitrige bei 
einem andern analog eingerichteten Unternehmen zu erwerben, wenn 
diesem jene Gelder als Grundfonds iibergeben wiirden. 

Dieser Modus ist bei Pensionsinstituten iiblich. +) 


1) Uber die verschiedenen Methoden der Mittelaufbringung in der Sozial- 
versicherung sind eingehende Untersuchungen teils allgemeiner, ieils auf die 
deutsche und die ésterreichische Invalidenversicherung (letztere geplant) im 
besonderen Riicksicht nehmender Natur verdffentlicht worden; es seien hier an- 
gefiihrt: L.v, Bortkiewicz, Die Deckungsmethoden der Sozialversicherung (Gut- 
achten etc. des VI. intern. Kongr. f. Versich.-Wissensch. Wien 1909, I, 1. Bd., 
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359. Durchschnittsprimie bei einer Pensionsversicherung. 
Fiir die Angestellten eines GroBunternehmens, fiir die Angehérigen 
eines bestimmten Berufs o. dgl. wird eine obligatorische Fiirsorge- 
einrichtung auf versicherungstechnischer Basis ins Leben gerufen, die 
etwa folgende Leistungen gewihren soll: 

a) Invalidenrenten an invalid gewordene Mitglieder; 

b) Witwenpensionen an die nach verstorbenen aktiven und inva- 
liden Mitgliedern verbliebenen Frauen; 

c) Renten an die nach eben solchen Mitgliedern und nach ver- 
storbenen Witwen verbleibenden Waisen bis zu einem gewissen Alter; 

d) Abfertigungen an Mitglieder, die innerhalb der Karenz ftir die 
Invalidenrente invalid werden; 

e) Abfertigungen an die Witwen der innerhalb der Karenz ver- 
storbenen Mitglieder; 

f) Sterbegelder. 

Die Hohe der Leistungen a) bis e) richte sich nach den Beztigen 
zur Zeit der Falligkeit, die Héhe der Renten a) bis c) auch nach der 
Dienstdaver. | 

Die zur Sicherstellung dieser Leistungen erforderlichen Mittel 
sollen durch eine nur von den anrechenbaren Beziigen abhingige, 
also in Prozenten dieser Beziige ausgedriickte Primie aufgebracht 
werden. 

Die Berechnung dieser Primie geschieht auf Grund der Annahme, 
daB Umfang und Struktur des Kreises der Versicherten dieselben 
bleiben wie zu Beginn. Unter dieser Annahme werden die einzelnen 
Anwartschaften bewertet, wobei Personen, die von dem hier einzu- 
nehmenden Standpunkte als von gleicher Art zu gelten haben, zu- 
sammengefa8t werden kénnen. Man wird also fiir den ganzen Bestand 
folgende Barwerte aufzustellen haben: 

1. Barwert der Anwartschaften auf Invalidenpension; 

2. Barwert der Anwartschaften auf Witwenpension; 

3. Barwert der Anwartschaften auf Waisenpension; 

4, Barwert der kiinftigen Abfertigungen an die wahrend der Karenz 
invalid gewordenen Mitglieder; ; 

5. Barwert der kiinftigen Abfertigungen an die Witwen der 
wihrend der Karenz verstorbenen Mitglieder; 

6. Barwert der Sterbegelder. 


p. 473—497); E. Blaschke, Die Pramien und Pramienreserven der Invaliden- 
versicherung der Arbeiter (Mitteil. d. dst.-ungar. Verb. d. Privatversich.-Anst., V. 
(1909), p. 2—38); J. Kaan, Die Finanzsysteme in der 6ffentlichen und der pri- 
vaten Versicherung (ibid., p. 683—107). Kine orientierende Darstellung mit be- 
sonderer Beriicksichtigung des dsterreichischen Gesetzentwurfes hat R. Schromm 
gegeben (Gutachten etc. des VI. intern. Kongr. f. Versich.-Wissensch. Wien 1909, 
I. 1. Bd, p. 539—562). 
Czuber, Wabrecheinlichkeitsrechnung. I. 8. Aufl. 23 
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Die Summe dieser Barwerte, beziiglich deren Berechnung auf 
Nr. 292-301 verwiesen wird, stellt den versicherungstechnischen Wert 
der an den Aufangsbestand kiinftig zu leistenden Zahlungen dar, er 
habe A. 

Seine Deckung ist durch die Beitrige der Mitglieder zu bewerk- 
stelligen. Da diese Beitrége nur bis zum Kintritt der Invaliditat oder 
dem eventuell frither schon erfolgten Tode zu zahlen sind, so stellen 
sie sich als Aktivititsrenten dar. Hs wird der Barwert eines Prozents 
der anrechenbaren Beztige zu bestimmen sein. Beziehen die Mitglieder, 
die beim Hintritt im Alter z stehen, zusammen an anrechenbaren 
giana die Summe 6,, so hat ein Prozent dieser Beztige den Bar- 


wert 5 - . a”, wenn monatliche Beitragszahiung (im Wege des Abzugs 
vom ren vorgesehen ist. Die Summe der Ausdrticke aces ss 
iiber alle vertretenen Alter bildet den Barwert B eines Gehalisprozents 
ala Beitregeabstattung. Aus A und B ergibt sich die Durchschnitts- 
prénie in Prozenten der anrechenbaren Beziige: 
& 
Pa =F: 

Die Einklammerung von x soll die Darchschnitisbildang in besug auf 
das Alter andeuten. 

Solite ein Griindungsfonds vorhanden sein oder von den Mit 
gliedern ein Hintritisgeld eingehoben werden, so aind die wirklichen 
Betrige dieser Aktivposten vorher von A in Absug zu bringen. 

Es kann sich wahrend des Bestandes der Hinrichtung die Not- 
wendigkeit ergeben, eine Neubestimmung der fernerhin erforderlichen 
Durchschnittsprimie vorgzunehmen. Dann hat die Rechnung sowohl 
die Barwerte der bereits in Kraft erwachsenen Renten als auch die 
friiher erwiihnten Anwartschaften zu erfassen; es wird sich also der 
Passivposten 4’ nunmebr wie folgt zusammensestzen: 


Barwert der fiiasigen Invalidenrenten; 
Barwert der fliissigen Witwenrenten; 
Barwert der fliissigen Waisenrenten; 


> 


dazu die Anwarischaften 1 bis 6 


Auf der Aktivseite erscheint jetzt das vorhandene , Vermigen“ V, 
enistanden aus den bisher gezabiten Beiirigen, soweii sie nicht zur 
Bezahlung bereits fillig gewordener Versicherungsicistungen _ auf 
gebraucht worden sind. Nach Abzug dieser Post von A’ ergibt sich 
des, was durch die kinfiigen Beitriige au decken ist; somit ist nun- 
mehr die Durchschnitisprimie: 

, A VF 
Lig = 


TI. Abschnitt. Prtimien. 355 


360. Durchschnittsprimie der éffentlichen Invaliden- 
versicherung (nach dem dsterreichischen Gesetzentwurf). Um die 
bei der technischen Begriindung einer derartigen Versicherungsein- 
richtung auftretenden Fragen und eine Methode der Beitragsbemessung 
in den Grundziigen vorzufiihren, erscheint es als das zweckmiBigste, 
an ein konkretes Beispiel anzukniipfen. Als solches diene jener Teil 
des dsterreichischen Gesetzentwurfes zur sozialen Versicherung’), der 
die Invaliden- und Altersversicherung betrifft; dem Gesetzentwurfe 
ging das ,,Programm fiir die Reform und den Ausbau der Arbeiter- 
versicherung“*) voraus; in diesem Programm und in der ,Denkschrift 
tiber die Berechnung des durchschnittlichen jihrlichen Beitragserforder- 
nisses in der Invaliden- und Altersversicherung“*) sind die Gedanken 
entwickelt, die bei der Begriindung der beiden Vorlagen mafgebend 
waren. Hier soll der Versuch gemacht werden, diese Gedanken, so- 
weit sie den mathematischen Aufbau betreffen, in miglichster Ktirze 
zu eniwickeln. 

Von den Bestimmungen des Gesetzentwurfes seien hier nur die- 
jenigen angefiihrt, die zum Verstandnis der folgenden Ausfithrungen 
erforderlich sind, und zwar in jener Form, in der sie bei der Rech- 
nung Anwendung finden. 

Die normalen Leistungen an die ,unselbstindig Erwerbstitigen” 
bestehen: 

a) In einer Invalidenrente, mit fiinfj&hriger Karenz, bestehend 
aus einem Grundbetrag, der sich nach der Lohnklasse richtet, und in 
einer jahrlichen Steigerung, die mit dem 6. Jahre beginnt und nach 
der Beitragsleistung sich richtet, die ihrerseits auch nach der Lohn- 
klasse abgestuft werden soll; 

b) in einer Altersrente, die mit Vollendung des 65. Lebensjahres 
beginnt und die diesem Zeitpunkte entsprechende Héhe der Invaliden- 
rente besitzt; 

¢) ia Kapitelsbetrigen an die Hinterbliebenen und zwar an die 
Witwe nach einem Rentenempfanger oder Versicherten im Grund- 
betrag der ihm bereits zuerkannten bzw. gebiihrende Inyalidenrente, 
an jede Waise unter 16 Jahren in der Hilfte dieses Betrages; 

d) in der Beitragserstattung an weibliche Versicherte im Falle 
der Verehelichung und des darauffolgenden dauernden Aussehetdons 
aus der Versicherungspilicht, mit finfjahriger Karenz und im Betrage 
der Hialfte der cingezahlien Beitrige. 

Die Versicherungspficht beginnt mit der Vollendung des 16. Lebens- 
jahres. 


o 


1) Infolge der Zeitereignisse bisher nicht zur Verwirklichang gelanet. 
2) Vorgelegt am 9, Dezember 1904. 
8) Wien 1909. 
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Der Grundgedanke, auf den sich die Bestimmung der Durch- 
schnitispramie stiitzt, besteht in foleendem: Von einem Anfangsbestande 
ausgehend berechnet man fiir die aufeinanderfolgenden Bestandsjahre 
der Versicherung das Gesamterfordernis an Deckungskapitalien fiir 
die anfallenden Renten und an einmaligen Leistungen unter Beriick- 
sichtigung des natiirlichen Wachstums des Versichertenkreises und 
bildet den Anfangswert aller dieser auf die ganze Zukunft sich er- 
streckenden Anspriiche. Nach denselben Grundsitzen wird der An- 
fangswert aller kiinftigen Beitragsleistungen vom jabrlichen Betrage 1 
bestimmt. Der Quotient des ersten Barwerts durch den zweiten gibt 
das jahrliche Beitragserfordernis. 

Die Durchfiibrung dieses Gedankens erfordert auBer jenen statisti- 
schen Daten, die sich auf die Haufigkeit der Invalidisierungen beziehen, 
sowie jenen Tafeln, die zur Bewertung der verschiedenen Renten zu 
dienen haben, die Kenntnis des Altersaufbaues der Versicherten und 
ihrer Zunahme infolge des natiirlichen Wachstums der Bevélkerung. 

In dieser Richtung werden zwei fundamentale Annahmen ge- 
macht, dahingehend, daB der relative Altersaufbau konstant bleibe, 
und daB die Zunahme des Kreises der Versicherten nach einer geo- 
metrischen Progression vor sich gehe, die durch ihren Quotienten, 
den Vermehrungsfaklor, gekennzeichnet ist.) 

Der so eingeschlagene Weg gewahrt auf der einen Seite den 
Vorteil, daB er manche Schwierigkeiten, die in der Natur der Sache 
legen, gliicklich umgeht, so insbesondere die Schwierigkeiten, die in 
dem abweichenden Verhalten des Anfangsbestandes gegeniiber einer 
spiteren Zeit liegen, in welcher der Beharrungszustand eingetreten 
sein wird. Andererseits legen in der Annahme eines Alteraufbaues, 
dem ei bedeutender Hinflu8 auf das Rechnungsergebnis zukommt, in 
der Hypothese, daB der Kreis der Versicherten in bezug auf seine 
relative Alterszusammensetzung konstant bleiben und seinem Umfange 
nach gemif einer geometrischen Reihe mit festgesetztem Quotienten 
wachsen werde, Momente, die ein dauernd verwendbares Resultat auf 
den ersten Wurf nicht versprechen; dieser Schwierigkeit kann indessen 
tiberhaupt auf keine Weise ausgewichen werden, der Gesetzentwurf 
sieht daher vor Ablauf von zwélf Jahren eine Revision der Rech- 
nungen vor. 


361. Elemente der Rechnung. Hs sei 

(Mt,) der Altersaufbau der minnlichen, 

(W®,) der Altersaufbau der weiblichen versicherungspflichtigen Per- 
sonen; er gestaltet Sich verschieden fiir die Gruppen der 
selbstiindig, der unselbstindig Erwerbsfahigen und der mit- 
helfenden Familienmitglieder, die zu den Unselbstindigen ge- 


1) Eulers Hypothese, s. Nr. 223. 
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zihlt werden — hier aber, wo es sich um die Darlegung der 
Prinzipien handelt, soll von dieser Unterscheidung abgesehen 
werden; 


(U*) die Aktivitaétsordnung; 
(w,) die Reihe der Invaliditatswahrscheinlichkeiten; 
e der Vermehrungsfaktor (im Gesetzentwurf mit 1,01 ange- 
nommen); 
i der ZinsfuB (im Gesetzentwurf mit 0,04 angenommen); 
« der Grundbetrag, . 
é die jahrliche Steigerung der Invalidenrente. 

Wird unter (3t,) auch der Anfangsbestand der mannlichen Ver- 
sicherten verstanden, so ist deren Bestand nach Ablauf von ¢ Jahren 
durch (c‘Mt,) dargestellt. Fiir die Durchschnittsprimie ist es ohne 
Belang, ob der wirkliche Anfangsbestand mit (Mt,) iibereinstimmt; sie 
hangt nicht von seem Umfang, sondern nur von der relativen Zu- 
sammensetzung nach Altersklassen ab. 

Uber die zur Bewertung der Invalidenrenten verwendeten statisti- 
schen Daten ist schon in Nr. 337 das Niéhere mitgeteilt worden; die 
Barwerte der Invalidenrenten: 

Ae] 
werden also als gegeben vorausgesetzt. 
Desgleichen koénnen die Anwartschaften auf Invalidenrente: 


NY 
ai_ (12) Ss ed 
a. = pe / 
als gegeben betrachtet werden, wobei im Sinne von Nr. 338, II 


NS =DS+Dii+-- 
i 
ai oe He ¢ (12) 
D, = 1? D; wv, & 1 


z+ 


yu nehmen ist. 
Ebenso diirfen die <Aktivitdtsrenten yee als feststehend voraus- 
gesetzt werden. 


362. Barwert der Grundbetrage der Invalidenrenten. 
Nach ¢ Jahren vom Beginn der Versicherung gerechnet ist der Be- 
stand der Versicherten durch (c'Mt,) gegeben; die in dem folgenden 
Jahre entstandenen Invaliden aus den Altersklassen 21 bis 64, dar- 
gestellt durch 

(c' Mt, w,) » a= 21, 22,.-- 64 
treten in den Bezug der Invalidenrente, und soweit es die Grund- 
betrige anlangt, entsteht daraus eine auf den Beginn reduzierte Be- 
Jastung 
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64 ‘ a 
Deo? eM, wae, a a(eoyt Spot Me “, é at) (1) 
a ae rz +F 
mit der Abkiirzung 
1 
vy? W, #,°%) = D: (1*) 
z+ 
geschrieben: 
64 
a (c vy > M. D: . (2) 
a1 


Fiir diejenigen, die das Alter 65 aktiv erreicht haben, kommt 
die Anwartschaft auf Invalidenrente hinzu, ihr Barwert ist 


do (emt, al?) - 3) 


Somit entsteht aus dem ¢-+ 1-ten Jahre des Bestandes die Bar- 
belastung durch Grundbetrage: 


\ 
seo} SIMD y+ My"? (4) 


Durch Summierung dieses Ausdrucks in bezug auf ¢ von ¢=5 
(Ablauf der Karenz) aufwarts ergibt sich die Gesamtbelastung aus der 
unbegrenzien Zukunft: 


(ew)® a¢é (12) 
aaa LS. Die Os |e eee (I) 


dis Bedeutung von 7%; iet aus dem Ansatz unmittelbar ersichtlich. 


363. Barwert der Grundbetrige der Aktivititsrenten. 
Zur Ergénzung des vorstehenden Barwerts, der alle Invalidenrenten, 
auch die, welche nach Vollendung des 65. Lebensjahres anfallen, umfaBt, 
auf die Hinbeziehung der Altersrente ist noch der Barwert der kiinf- 
tigen Zahlungen an Aktivit&tsrenten vom Alter 65 an erforderlich. 
Die aus dem ¢+1-ten Bestandsjahre stammende Belastung durch 
Grundbetrige stellt sich auf 


av'c M,, ° eel : 


summiert man diesen Ausdruck in bezug auf ¢ von ¢=5 aufwirts, 
go ergibt sich die aus der unbegrenzten Zukunft resultierende Belastung 
aus diesem Titel mit 


a A Mees stg ro = Zn: (i) 


ye ORT cv 
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364. Barwert der Rentensteigorungen. Nach den Be 
stimmungen des Gesetzentwurfes ist die Rechnung so zu fiihren, daB 
die Steigerung mit dem 6. Jahre der Zugehdrigkeit zur Versicherung 
beginnt und von da ab, wenn die Erwerbsfahigkeit andauert, bis zum 
65. Jahre anhilt. 

Der Grundgedanke, von dem bei Bewertung dieser Steigerungen 
ausgegangen wird, besteht darin, daB fiir jedes Alter und jedes Be- 
standsjahr die durchschnittliche Anzahl der Steigerungen zu ermitteln 
gesucht wird; auf diese Durchschnittszahlen stiitzt sich dann die Be- 
wertung der aus den Steigerungen entspringenden Belastung. 

Durch diesen Vorgang wird den besonderen Verhiltnissen der 
Anfangsperiode Rechnung getragen, wo Personen aller Altersklassen 
mit einem Male in die Versicherung eintreten, wahrend im spiateren 
Verlaufe der Zutritt zur Versicherung hauptsachlich in den untersten 
Altersklassen (16—18) sich vollziehen wird und Hiniritte in den 
spateren Altern nur in maBigem Grade erfolgen werden. 

GemaB dem Altersaufbau und dem natiirlichen Anwachsen des 
Kreises der Versicherten gehen aus Ni, x-jihrigen eines Bestandsjahres 
eM, ,, x + 1-jabrige des nichsten Bestandsjahres hervor. 

Nach der Aktivenordnung gehen von U” Aktiven des Alters x deren 
TY ,, in das Alter x +41 iter. 

Das GréBenverhilinis von 


cM, ,, und M 


ae 


+h 


Zz 


ad 


hat nun folgende innere Bedeutung. 

Findet Gleichheit statt, so geschieht die Abminderung von Mt, 
auf cMt,,, der Aktivenordnung gemiB, also durch dieselben Griinde 
wie das Ausscheiden aus der Aktivitaét, durch Invaliditaét und Tod allein. 

Besteht Ungleichheit in dem Sinne 


ia 


I 
EM, 4 > Ut, =, 
Zz 
so deutet dies auf Neueintritte hin, da dann gemaB dem Altersauf- 
bau mehr Personen vorhanden sind, als nach der Aktivenordnung 
gu erwarten waren, und der Neuzutritt ist durch die Differenz 


1@ 
cM. 4, — M, ae gegeben, so daf nur 


& 


t z 
eM 1 — (Mea — om, Att) = om, 


«9 


von den cM, ,, Personen bei dem Ubergang vom Alter x zum Alter 
2+1 em Teilnabmejahr absolviert haben, waihrend die andern eben 
erst eingetreten sind. 
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Ungleichheit in dem Sinne 


weist auf Ausscheidungen aus anderen Griinden hin, als sie bei 
_ der Aktivenordnung herrschend sind (Ausscheiden aus der Versiche- 
rungspflicht). 

Die Rechnung nimmt zur Erzielung gréBerer Sicherheit von den 
beiden Abminderungsquotienten 


Me 1 tit 
Mt tae 
eines jeden Alters den kleineren als geltend an — er heiBe z, — und 


konstruiert mit Hilfe der Zahlenreihe (z,) eine Abfallsordnung (K,), 
indem von einer Grundzahl K,, der 16-jabrigen der Ausgang genommen 
wird, so daB sukzessive 


Ky, = 415 Kye, Kyy = 4% Ky, - 


Nach ¢jahrigem Bestande gibt es ct, Personen, des Alters 2; 
davon gebérten im Sinne der eben erklirten Abfallsordnung 


We, — 


der Versicherung schon bei deren Beginn an (vorausgesetzt, daB 
g —t > 16) und haben 
t Teilnahmsjahre, also ¢ — 5 Steigerungen; 
weiter waren : 
cM a 


Sit Koss 
Personen zu Ende des ersten Bestandsjahres vorhanden, diese haben 
t oder ¢ — 1 Teilnahmsjahre, also t— 5 oder ¢— 6 Steigerungen; 
weiter waren m 
Belts Sarr 
Personen zu Ende des zweiten Bestandsjahres vorhanden, diese haben 
t, —1 oder ¢ — 2 Tcilnahmsjahre, 
also ¢— 5, t— 6 oder ¢ — 7 Steigerungen; 
usw.; schlieBlich gehérten 


oho 


x—t 
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Personen der Versicherung ¢—6 Jahre nach deren Beginn an und 


haben 
t,t—1,--- oder 6 Teiluahmsjahre, 
also t— 5, #—6,+--+ oder 1 Steigerung. 


In der Summe 


1K 
ee epee rm 
: x—t wpe | ape ah AD RES Bg 
K 
a OO 
oe ee 


sind also Personen mit ¢~ 5 Steigerungen ¢ — 5 mal, weil in jedem 
Summanden, Personen mit t—6 Steigerungen ¢—6 mal, weil in allen 
Summanden vom zweiten angefangen, usf., Personen mit 1 Steigerung 
nur einmal, weil blo8 im letzten Gliede, enthalten. Diese Summe gibt 
also die Gesamtzahl der Steigerungen, welche sich im Anspruchsrecht 
der ct, Personen befinden, so daB also nach t-jéhrigem Bestande der 
Versicherung auf eine Person des Alters x durchschnittlich 


K wt, M.. Me, 
8. ae [Ce 6 _ ere (PAG pak a 8 eae ae = (5) 


K,,_ 


Steigerungen entfallen. 
Fiir Alter, fiir die —t>16, schlieBt die Formel so ab, wie sie eben 
hingeschrieben wurde; fiir Alter, die der Bedingung « —t< 16 entsprechen, 


schlieBt sie mit ¢&-%-9- — ab, wobei sich der Exponent von ¢ im 


Falle des G@leicbheitarcichers auf O reduziert. Sobald einmal ¢S 49 
wird, schlie8t die Formel fiir alle Alter in der zuletzt angegebenen 
Weise ab, 

Nachdem nun die durchschnittliche Anzahl von Steigerungen er- 
mittelt ist, kann an die daherriihrende Belastung geschritten werden; 
sie betrigt also fiir das ¢+ 1-te Bestandsjahr und die Altersklasse « 


ao i 
cis.0 Fo Mw, as = 6, (co) MDs, 


wobei wieder die abkiirzende Bezeichnung (1*) benutzt worden ist. 
Dieser Ausdruck in bezug auf ¢ von ¢= 6 aufwarts, weil erst nach 
6 Jahren des Bestandes Anspriiche auf Steigerungen erwachsen, und 
in bezug auf x von x = 22, jenem Alter, wo Steigerungen beginnen, 
bis a == 64, wo die letzten Steigerungen anfallen, summiert gibt den 
Barwert aller kinftigen Steigerungen der Invalidenrenten. 

Da es bei festem x nur auf die Summierung von 's,(cv)' nach ¢ 
ankommt, so hat man zu bilden: 


362 Fiinfier Teil. Methematische Grundlagen der Lebeneversicherung. 


(ev)" Dt, _ a 
Ay) Cree ee ot ee 
(cv) Se ce Dt {2 BS el we —_ 
(cv)? K M, 6 Re 7 Mes 
Mere ys es = 2 a 
(co), = Sag! (ot gate gl + go 
/an\t — 16 bite Ells 
-16 2-18. __ &%) K, —2g 2-8 pS petites Ae x}: 
(Co oe age (Os, em, re atta 


von da ab steigen nunmehr die Exponenten der cv und aller c mit 
jedem weiteren Jahre um je eine Hinheit, waihrend die sonstige Struktur 
der Formel unverindert pany mithin ist, wenn man die diskontierten 
Zahlen 


einfubrt, a eg 
PORES a tte +z PAG ) 
z—6 Ps 
“ia De | (1) 


Die Belastung durch die Altersklasse x betrigt also: 


und die Bolastung durch alle in Betracht kommenden Altersklassen: 


Me 


ae Di Se PEs D:= ia Zm. (HT) 


ierdurch sind die Rentensteigerungen in Rechnung gezogen, so- 
weit sie die Invalidenrenten betreffen; es bleiben noch die Steigerungen 
die bei den Altersrenten in Aurechnung kommen, zu bewerten. 

Die durchschnittlicbe Zahl der Steigerungen beim Antrité der 
Altersrente ist im Sinne der Formel (5): 


Ky Me mm 
date 2 ea eae 1 Mea ive 
Sis iit {e- Ky yA 1 Ose ee BO 
und die deraus resultierende Belastung hat den Barwert 
é' ges vf cf Mees *” hse = 8! Ss (cv)? Mes ay vee } 


die Summierung in bezug auf ¢ von t=6 aufwirts liefert die gesamte 
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Belastung durch die Zukunft. Da nun im gegenwirtigen Faile nach (7) 


(oe ae Kes are 
> 65 i Ke» 


so ist aus den Steigerungen der nach aan des 65. Lebensjahres 
anwartschaftlichen Invalidenrenten die Belastung 


renee ose aay Livy (IV) 


in Rechnimg zu stellen. 

Der fiir die Steigerungen der zusitzlichen Aktivititsrenten resul- 
tierende Betrag ergibt sich hieraus dadurch, daB man die Invaliden- 
rentenanwartschaft ar ey durch die Aktivitatsrente ie ersetzt; sein 


Ausdruck ist demnach 
: 63 W- ; 
i eo Kis "ag) DF xp i eo Lv. (V) 
a 

365. Barwert der Abfertigunugen an Witwen und Waisen. 
Bezeichnet man den Abfertigungsbetrag der Witwe mit «,, (er ist 
gleich dem Grundbetrag « der Invalidenrente vermehrt um den staat- 
lichen ZuschuB zu jeder falligen Jahresrente, der mit 90 K praliminiert 


war), so ist der Abfertigungsbetrag einer Waise — 

Der Barwert der Abfertigungen, soweit sie aus Todesfdllen unter 
den Versicherten entspringen, ist so zu rechnen wie der Barwert der 
Grundbetrage aus den Invalidenrenten (Nr. 362), mit der Ma8gabe, 
daB in dem Ausdruck (1), der den Ausgangspunkt bildet, die Invali- 
ditétswahrscheinlichkeit w, durch die Sterbenswahrscheinlichkeit g°° 


der Aktiven und die Invalidenrente «‘a"”. durch die Hihe der auf 
e45 

einen Versicherten des Alters x entfallenden Abfertigung zu ersetzen 

ist; diese Abfertigung hat fiir die Witwe den Wert 


@., v2) 


wenn v, die Wahrscheinlichkeit fir einen x-jéhrigen Versicherten ist, 
verheiratet zu sein, und fiir die Waisen 


3 EB 
wenn k, die durchschnittliche Anzahl der auf einen solchen Versicherten 
entfallenden Kinder unter 16 Jahren bedeuiet; mithin lautet der den 
Ausgang bildende Ausdruck mit Riicksicht auf die fiir diese Leistung 
bloB mit 1 Jahr festgesetzte Karenz: 
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64 ; ‘a 
2 y aa k, 

> a vie Rg.” (v, ae 2) gee: (e “>: Mtg, (2, = 2) ? 

17 r 

und seine snes in bezug auf ¢ von ¢ = 1 aufwirts liefert 


ar > M,a2*( Be) a peg Live (VI) 


Die Abfertigangen, so weit sie aus Todesfdllen unter Renten- 
empfdngern entspringen, scheiden sich fiir die Rechnung in solche, 
die Invalidenrentenempfainger, und solche, die Altersrentenempfanger 
betreffen. 

Den Barwert der ersteren wird man ebenso zu rechnen haben 
wie den Barwert der Grundbetrage der Invalidenrenten, mit der Mab- 
gabe, daB in dem Ausdruck (1) ca] 

CASS 
Todesfallversicherung eines Invaliden auf den Betrag a, (v, + 2), also 


durch 
y (2, + 2) (1 —d'a,) : 


mithin tritt an die Stelle jenes Ausdrucks der neue 
64 


> «,, ve MN, w, (2, -- =) (i —d ‘a,) 


21 


zu ersetzen ist durch die 


und seine Summierung nach ¢ von ¢=5 aufwirts, entsprechend der 
Karenz fiir den Antritt der Invalidenrente, liefert fiir diesen Teil der 
Belastung den Wert 


Ow tty or > Du 2 (%. hs 2) (1 —d'a = i= et eo Gvnr- (Vt) 


Der Barwert der von den Altersrentenempfangern stammenden 
Abfertigungen rechnet sich als Todesfallversicherung der in den Bezug 


der Altersrente eintretenden auf den Betrag «,, (O55 + “e) bezeichnet 


man also den Barwert der Altersrente mit “a,, der sich zusammen- 
setzt aus “‘a’ und “a”, so hat man in dem Ausdruck (II) ledig- 


ee zu ersetzen durch 
k 
« o( Yes +=) (1 —d%a,,) 


und erhalt so den zweiten Teil des Barwerts der Abfertigungen nach 
Rentenempfa alates 


638% Rha (tw +48) (1-day) = 525 Zo HD 


lich «“a 


I. Abschnitt. Primien. 365 


Diese Rechnung ist so geftihrt, daB sie mit jenen Zivilstands- 
verhaltnissen rechnet, die zur Zeit des Antrittes der Invalidenrente 
bzw. der Altersgrenze bestehen — in Ermangelung von Daten iiber 
die Zivilstandsverhiltnisse unter den Rentenempfaingern selbst —, 
welche Verhiltnisse sich bis zum Lintritt des Todes nur im ent- 
lastenden Sinne andern kénnen, so daf} aus dem poo e a neecanec eine 
Uberwertung der Abfertigungen resultiert. 2) 

366. Barwert der Beitragszahlungen. Der Bestand an Ver- 
sicherten ist (c’Wt,); angenommen, daB jede Person dieses Bestandes, 
die zwischen 16 und 64 Jahren alt ist, die _ Jahresprimie 1-zu zahlen 


hat, so resultiert aus diesem Jahre, dem ¢+ 1-ten, eine Pramienein- 


nahme von 
64 


(co) >) Me; 


16 
die ganze kiinftige Primieneinnahme, auf den Beginn diskontiert, er- 
gibt sich daraus durch Summierung in bezug auf ¢ von t=O auf- 
warts, betragt also 


64 
1 
ep he: 

16 
Dies galte, wenn die ganze Jahresprimie am Beginn des Jahres auf 
einmal erlegt wiirde; macht man wegen der im Gesetzentwurfe vor- 
gesehenen wiochentlichen Beitragsabstattung einen Abzug von 2%, 
(s. Nr. 352), so ergibt sich als Barwert der ee were 


0,98 0,98 
iat, Sm, - cape A ; (1X) 
367. Bildung der. Bae eres ea ties, Die Durchsechnitts- 
pramien fiir die drei Hauptteile der Versicherungsleistung, namlich 
fiir die Hinheit des Rentengrundbetrages, fir die Einheit der Renten- 
steigerung und fiir die Kinheit der Abfertigung, seien mit vars Bil ee » Le 
bezeichnet. 
- Der Barwert der Grundbetragseinheit fiir die Rentenbeztige, In- 
validen- und Altersrenten, setzt sich aus den Ausdriicken (I) und (II) 
nach Weglassung von a zusammen, ist also 


1 
Tap (Zr t+ Zn); 
der Barwert der Steigerungseinheit fiir beiderlei Rentenbeztige besteht 


1) Die Werte von v, und k, wurden dem Operat ,,Ergebnisse der tiber die 
Standesverhiltnisse der Privatangestellten im Jahre 1896 eingeleiteten amtlichen 
Erhebungen" (I. Toil, p. 120—131) entnommen; diese Erhebungen beziehen sich 
allerdings auf ein von dem hier in Betracht kommenden verschiedenes Material. 
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aus den Teilbetrégen (UI), ([V) und (V) mit Weglassung von «, 
ist also 
1 es 
Waa (Zim ae Zry t+ ZLy)3 
der Barwert der Abfertigungseinheit ergibt sich durch Summierung 
der Komponenten (VI), (VII) und (VII) nach Weglassung von «a,, 
betragt daher 
1 
toe Zuit Zu + Zvm)- 


Durch Division dieser drei Barwerte durch den Barwert (IX) der 
Beitragseinheit, d. i. durch 


0,98 
1 — ov Lx: 
erhalt man die genannten drei Durchschnitisprimien, naimlich: 

p atte 
@ 0,98 Zi’ 
i + Z.+2 

P eee 2m EVee y (8) 
(@) 0,982, —.’ 
se dey + by + 4yi 
() 0,98 Zr 


Die Gesamtdurchschnitispramie fiir die wirklichen Leistungen 
ist dann: ; é hs 
Py = eh + ePat tt, Py (9) 
Fir die Kategorie der unselbstindig Hrwerbstatigen ergibt sich 
mit den Grundlagen des Gesetzentwurfes 
P., = 90,0607, Po = 1301, Pip = 90,0165, 
aus walchen Zahlen 2u erkennen ist, wie stark belastend die Renten- 
steigerungen gegentiber den Grundbetrigen wirken und wie sehr die 
Abfertigungen gegen die Renten zuriicktreten. 
Nach dem Aufbau des Gesetzentwurfes ist 
a=5P, 
wenn P die jahrliche Bruttoprimie bedeutet, ferner 
s=(02P, 
a= a + 90, 
wouut gesagt ist, da8 die Steigerung a der jahrlichen Beitragsleistung 


ausmacht und da auf jede fallig gewordene Rente von Staatswegen 
ein ZuschuB von 90 Kronen geleistet werden soll; mit diesen Ele- 
menten berechnet sich die Neftodurchschnittspramie mit 


Pry = 0,6462 P + 1,485. 
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Der Wochenbeitrag in der Ill. Lohnklaase ist beispielsweise mit 
36 h veranschlagt; das gibt bei Annahme yon 50 Beitragswechen 
P=18 K, woraus 
Pay = 18,12 K; 
es verbleiben also 4,88 K, d. i, 27,19 von P aur Deckung der Ver- 
waltungskosten und zur Bildung eines Sicherheitsfonds. 


I. Abschnitt. Primienreseryen. 
$1. Theorie der Primienreserve. 


368. Die Primienreserve nach der Nettomethode. Der 
heutzutage noch vorherrschende Begriff der Primienreserve und die 
geiibte Art ihrer Berechnung sind theoretische Konstruktionen, die 
sich auf denselben Voraussetzungen aufbauen, wie der Begriff und 
die Berechnung der Nettopramie. Diese Voraussetzungen lauten dahin, 
daB die versicherten Hreignisse genau gem&8 den zugrunde gelegten 
Tafeln sich zutragen und daS die eingelegten Geldbetrage genau zu 
dem rechnungsmaBigen ZinsfuB sich verzinsen. 

Dazu, daB diese Voraussetzungen in der Wirklichkeit niemals 
‘dauernd zutreffen, kommt der Umstand, da8 die Begrifisbildung sich 
nicht auf das Ganze des Versicherungsgeschiftes bezieht, sondern nur 
einen, allerdings den wesentlichsten Teil desselben ins Auge faBt: 
namlich die Hrfillung der Versicherungsanspriiche; der ganze kom- 
plizierte Apparat, der zur Abwicklung und dauernden Sicherstellung 
des Geschiftes erforderlich ist und Aufwendungen mannigfacher Art. 
zur Folge hat, bleibt dabei aufer Betracht. 

Men kann sich nun auf den Standpunkt stellen, daB all das, was 
die Briicke zwischen der theoretischen Konstruktion und der viel- 
gestaltigen Wirklichkeit zu bilden hai, Sache der vorsichtigen, klugen 
und auf Erfahrung gegriindeten Geschaftsfiihrung sei. 

Man kann aber auch die Ansicht vertreten, da8 es Aufgabe der 
Theorie sei, auf Grund sorgfiltiger Analyse aller Vorgange das Ganze 
des Versicherungsbetriebes zu erfassen und alle Teile, also auch die 
Verwaltungskosten, die Uberschiisse und ihre Verteilung, in ibren 
Wirkungskreis zu ziehen. 

Das Richtige diirfte in der Mitte liegen. Bei der Kompliziertheit 
des Geschafteganges, bei seiner Abhiingigkeit von ungewissen Momenten, 
vedarf die Leitung sicherer Anhalte, die nur eine der Wirklichkeit. 
angepaBte Theorie bieten kann. Dieser aber sind wieder Schranken 
gesetzt durch den Umstand, da8 in die Zukunft kein sicherer Blick 
ga tun ist, da& unerwartete Vorkommuisse eintreten kénnen, denen 
gegentiber die Théorie wenigstens fiir den Augenblick versagt und nur 
der gesunde praktische Sinn entscheiden kann. 
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Aus dieser Uberlegung darf wohl der Schlu8 gezogen werden, 
daB die Theorie nicht bei den herkémmlichen versicherungsmathe- 
matischen Problemen Halt machen, vielmehr immer tiefer in den 
ganzen Geschiftsbetrieb einzudringen suchen soll. Ansitze dazu sind 
in der neueren Literatur reichlich vorhanden. Bevor auf einige darin 
enthaltene Ansichten eingegangen wird, muB der sachliche Inhalt 
dessen, was unter Pramienreserve verstanden wird, dargelegt werden. 

Die Ansammlung einer Prémienreserve ist mit der tiblichen Art 
der Primienzahlung notwendig verbunden. 

Folgte die Primienzahlung dem jahrlichen Risiko, fande also 
natirliche Priémienzahlung statt, so ginge die Rechnung, theoretisch 
gesprochen, mit jedem Jahre auf. Der Fonds, der sich am Beginn 
des Jahres aus den eingelaufenen Nettopramien gebildet hat, wird am 
Ende des Jahres nebst den inzwischen zugewachsenen Zinsen zur Aus- 
zahlung der fallig gewordenen Leistungen aufgebraucht. Eine An- 
sammlung von Kapitalien findet nicht statt. 

Anders bei den iiblichen Arten der Pramienzahlung. Bei der 
einmaligen Primienzahlung oder der kapitalischen Begriindung von 
Versicherungen bilden die eingezahlten Nettoprimien schon zu Beginn 
in ihrer Ganze eine Primienreserve, die zinstragend angelegt und ver- 
waltet werden mu8, um aus ibr die nach und nach fallig werdenden 
Leistungen bestreiten zu kénnen, bis sie mit der letzten versicherten 
Leistung erschépft ist. Findet jahrliche konstante Praémienzahlung 
statt, so iibersteigen die Primien bei den meisten Versicherungsarten 
wahrend einer gewissen Anfangsperiode erheblich das jahrliche Risiko, 
werden also durch die auflaufenden Versicherungsleistungen nicht ver- 
braucht und bauen aus den verbleibenden Resten nebst deren Zinsen 
und Zinseszinsen eine Primienreserve auf. Dann aber kehrt sich das 
Verhaltnis um, das jahrliche Risiko fangt an die Priamie zu tiber- 
steigen, iibersteigt sie in immer héherem MaBe, und nun hat die an- 
gesammelte Primienreserve allmahlich das Fehlende zu decken, bis 
auch sie mit dem letzten Versicherungsfalle erschdpft ist. Hért die 
Primienzahlung mit einem vereinbarten Termin auf, dann muB die 
bis dahin angesammelte Primienreserve zur Deckung aller ferneren 
Versicherungsleistungen allein ausreichen. 

Aus dieser Betrachtung gehen zwei Auffassungen der in einem 
bestimmten Zeitpunkte vorhandenen Primienreserve hervor: sie ist 
einerseits der Uberschuf8 der bis dahin gezahlten Nettopramien iiber 
die bis dahin erfolgten Versicherungsleistungen nebst Zinseszinsen, 
und sie ist andererseits die LHrgdneung auf die ferneren Priamien- 
zahlungen, die die Auszahlung der noch ausstehenden Versicherungs- 
leistungen erméglicht, oder sie ist, wenn die Primienzahlung schon 
aufgehért hat, der Fonds, der mit seinen Zinseszinsen die Auszahlung 
der ferneren Versicherungsleistungen erméglicht und dazu theoretisch 
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gerade ausreicht. Insbesondere aus der zuletzt besprochenen Funktion 
erklart sich der fir die Priimienreserve gebrauchte Name: Deckungs- 
kapital. 

Diesen beiden Auffassungen der Pramienreserve entsprechen die 
beiden Hauptmethoden ihrer Berechnung; die eine, die retrospektive 
Methode, stiitzt sich auf die bereits abgelaufene Versicherungsdauer, 
die andere, die prospektive Methode, auf den weiteren Verlauf. Nach 
beiden Methoden erscheint die Pramienreserve der Form nach als 
eine Differenz, mit der MaBgabe, daB der Subtrahend unter Umstinden 
auch Null sein kann. Auf die Miéglichkeit des Nullwerdens des 
Minuends wird spater die Sprache kommen. 

Die retrospektive Methode gibt namlich die Pramienreserve als 
Differenz zwischen den vereinnahmten Nettoprdimien und den erfolgten 
Versicherungsteistungen — der Subtrahend ist Null, wenn bis zum Zeit- 
punkte der Reserveaufstellung vertragsgemaB keine Leistung fallig 
_ werden konnte; die prospektive Methode liefert die Pramienreserve als 
Differenz zwischen den noch ausstehenden Versicherungsleistungen und 
den noch zu gewdrtigenden Nettoprdmienemnahmen — der Subtrahend 
ist Null, wenn vertragsgema8 keme weitere Primienzahlung. statt- 
zufinden hat; alle Betrdége mit ihrem Barwerte zur Zeit der Reserve- 
aufstellung genommen. 

Es méchte scheinen, als ob zwischen den beiden Methoden ein 
prinzipieller Unterschied bestiinde in dem Sinne, daB die erste mit 
vergangenen, also bekannten Tatsachen, die zweite dagegen mit dem 
ungewissen zukiinftigen Verlauf rechnet. Dem ist jedoch nicht so: 
den Ausgangspunkt fiir die Berechnung der Prémienreserve eines be- 
stimmten Augenblickes bildet der zu dieser Zeit vorhandene Bestaud 
von Versicherungen, und das Mitiel der Berechnung sind die an- 
genommenen Versicherungsgrundlagen, also die statistischen Tafeln 
und der ZinsfuB. 

Dieser Gedanke bedarf noch der niaheren Ausfiihrung. Wire ein 
eben gebildeter Bestand gleichartiger Versicherungen und der Modus 
der Pramienzahlung gegeben, und wii8te man im voraus, da8 er sich 
genau nach den gewihlten Grundlagen entwickeln werde, so kénnte 
fiir jeden kiinftigen, tiberhaupt in Betracht kommenden Moment die 
Pramienreserve a priori angegeben werden, und es ware fiir das Re- 
sultat gleichgiiltig, welcher Methode man sich dabei bedient; auch 
der Bestand an Versicherten zu jenem Zeitpunkte lieBe sich voraus- 
sagen. Die Wirklichkeit wird aber von dieser Voraussage in der 
Regel abweichen, der Bestand wird ein anderer sein, als nach den 
Grundlagen zu erwarten war. Wollte man nun die retrospektive 
Rechnung nach dem wirklichen Verlauf machen, so miiBte sie ein 
anderes Resultat ergeben als die prospektive Methode, die immer nur 
_auf die Grundlagen gesttitzt werden kanv. Man macht daher auch 

Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung. I. 3, Aud. 24 
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die retrospektive Rechnung nach dem eben vorhandenen Bestande und 
nach den Grundlagen, geht also dabei gewissermaSen von einem fin- 
gierten Anfangsbestande aus statt von dem wirklichen. 

Unter solchen Verhbaltnissen ergeben beide Methoden dasselbe 
Resultat. Die prospektive Methode ist die weitaus gebrauchlichere, 
bei vielen Versicherungen auch die einfachere; nur bei manchen kom- 
plizierteren Versicherungskombinationen, imsbesondere solchen mit 
Primienrtickgew&hr, ist die retrospektive Methode verzuziehen. 

Wie dic Nettoprimie, so stiitzt sich auch die Pramienreserve 
auf die Vorstellung, daB eine groBe Zahl gleichartiger Versicherungen 
abpeschlossen wird; die Gleichartigkeit driickt sich in gleichem Alter, 
gleicher Versicherungssumme und gleicher Pramienzahlungsweise aus. 
Unter dieser Voraussetzung waren alle Versicherungen, die zu einem 
bestimmten Termin nach, gleicher Versicherungsdauer noch in Kraft 
stehen, an der Ansammlung der diesem Termine entsprechenden Pri- 
mienreserve gleichmaBig beteiligt; es entfillt daher anf jede der ent- 
sprechende aliquote Teil der Reserve. In diesem Simne spricht man 
von einer Eimzelreserve als Praimienreserve einer einzelnen Versiche- 
ring im Gegensatze zur Gesamtreserve eines Versicherungsbestandes. 

Die Gesamtreserve einer Versicherungeunternehmung ist die 
Summe der zu den einzelnen Versicherungen gehé1igen Hinzelreserven 
und wird in der Regel anch so gerechnet. Gibt jedoch der zu einer 
Kombination gehdrige Bestand betrichtliche Altersgruppen gleicher 
Versicherungsdauer, so kann die Rechnung dadurch vereinfacht wer- 
den, dafi man fiir diese unmittelbar die Gesamtreserve ermittelt. Hine 
derart angelegte Rechnung bezeichnet man als Gruppenrechnung. 

Dher die rechtliche Stellung der Gesamtheit der Versicherten 
and des einzeluen gegeniiber der Primienreserve enthalten die das 
Versicherungsrecht regelnden Gesetze und Vorschriften, wo solche 
bestehen, die erforderlichen Bestimmungen. Aus diesen gehen all- 
gemeins Normen dariiber hervor, welcher Zeitwert einer Police nach 
Ablauf einer bestimmten Versicherungsdauer zukommt; er richtet sich 
nach der anf sie entfallenden Ninzelreserve. Die englischen Aktuare 
bezeichnen diese geradezu als den Policenwert. 

Ks ist bei der bisherigen Entwicklung des Begriffs der Pramien- 
reserve stillschweigend vorausgesetzt worden, die Primienabstattung 
sei so eingerichtet, daB jede bezablte Priamie mindestens das Risiko 
deckt, das die Versicherung bis zur niachsten Pramienzahlung lauft. 
Unter dieser Voraussetzung kann dio Primienreserve niemals negativ 
ausfallen. Hine negative Prdmienreserve zeigt also an, daB der Ver- 
sicherer Zahlungen geleistet hat, die durch die bis dahin erlegten 
Primien nicht voll gedeckt sind, daB er also einen Vorschuf an die 
Versicherten gewihrt hat. Finden oun im Zeitpunkt. einer negs- 
tiven Reserve Riicktritte vom Versicherungsvertrag statt, so kommt 
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der Unternehmer zu Schaden, weil die Ausgetretenen das Risiko, zu 
dessen Tragung sie sich durch den Vertrag verpflichtet hatten, nicht 
voll auf sich genommen haben. Ee werden daher Versicherungskombi- 
nationen, die zeitweilig zu einer negativen Reserve AnlaB giiben, ver- 
mieden; fiihrt eine Versicherung vortibergehend zu einer nicht be- 
trachtlichen negativen Reserve, so wird mit Riicksicht auf die Un- 
einbringlichkeit im Falle der Lésung des Vertrags statt dessen die 
Reserve Null eingeseizt. 

Zur Bezeichnung der nach der Nettomethode gerechneten Pri- 
mienreserve einer Versicherung irgend welcher Art, abgeschlossen auf 
Leben (), nach m-jahrigem Bestande diene das Symbol ,,V,. 

36S. Braimienreserve bei einmaliger Primienzahlung. 
Bei kapitalisch begriindeten Versicherungen gibt die prospektive Me- 
thode unmittelbar Anfschln8 fiber die Gré8e der zu einer bestimmten 
Zeit erforderlichen Pramienreserve. Da namlich weitere Finzahlungen 
nicht stattfinden, mu8 fiir jeden Versicherten der dieser Zeit ont- 
sprechende Wert seiner Versicherung im Heservefonds vorhanden sein. 

Es ist aise die Prémienreserve einer durch emmalige Priimie be- 
griindeten Versicherung gleich dem durch die ahgelaufene Zeit abgetin- 
derten, Wert der Versicherung. 

An dem Beispiel der Erlebensversicherung soll die Richtigkeit 
dieses Satzes auch durch die Rechnung erwieren werden. 

Angenommen, |, Personen des Alters x hiétten sich auf den Er- 
lebensfall zum Alter x +m auf das Kapital i durch Einzablung der 
einmaligen Pramie . 


xy z+n 


--yersichert. Dadurch ist cin Fonds in der Héhe 1, FE, entstanden, der 
in m({<m) Jahren, da inzwisachen kee Auszahlungen stattfinden, mit 
Zinseszinsen auf*die Hike 
1, gl, (1 + 4) 
anwichsit. Die Zehl der Versicherten sinkt bis dahin infolge der 
eingetretenen Sterbefiille auf /,,,,; auf jeden davon entfallt daher die 
Pra&mienreserve 
yn eet Neale _ DeBe, 


im } 
0 Ci ir aaa bro 


ersetzt mon ,/7, durch seinen obigen Wert, so wird 


ees aes .f Be Oe (1) 
in Ubereinstimmung mit dem ausgesprochenen Satze. 
Die Anwendung des Satzes auf verschiedene Kombinationen bietet 
24° 
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keine Schwierigkeit, weil es sich immer nur um die Angabe des 
jeweiligen Versicherungswertes handelt. 

Eine kapitalisch hegriindete lebenslangliche Todesfallversicherung 
auf das Leben (x) z. B. hat nach m Jahren die Reserve 


ml oe ees (2) 
eine ebenso begriindete temporire Todesfallversicherung auf m Jahre 
die Reserve 

beg Pore (3) 


Zu einer kapitalisch begriindeten, um m Jahre aufgeschobenen 
Leibrente fiir das Leben (x) gehért nach m Jahren die Reserve 


* 
sel agree eis wenn mon, (4 ) 
dagegen die Reserve 
= . ae 
Vc Scim Wenn mon; (4**) 


denn im ersten Falle ist die Rente noch um » — m Jahre aufgeschoben, 
im zweiten Falle bereits fliissig; beidemal hat der Versicherte das 
Alter «+ m erreicht. Die Formel (4**) gilt fiir das Ende des m-ten 
Jahres, unmittelbar vor Auszahlung eines Rentenbetrages. 


370. Primienreserve bei jibrlicher Pramienzahlung. Ist 
die Dauer der Primienzahlung im voraus begrenzt, und fallt der Zeit- 
punkt der Reserveberechnung iiber die Periode der Primienzahlung 
hinaus, so ergibt die prospektive Methode fiir die Pramienreserve 
ebenso wie im vorigen Falle den Wert der ferneren Versicherung, 
Wurde also beispielsweise eine aufgeschobene Rente durch jiahrliche 
Praémien wihrend der Aufschubzeit von » Jahren erkauft, und soll 
die Primienreserve nach m Jahren bestimmt werden, wobei m > n ist, 
so hat man, gleichlautend mit (4**), 

Vi=a 


m t-+om* e 


Wenn aber die Pramienreserveberechnung in die Periode der 
Primienzablung fallt, so erfordern beide Methoden, die prospektive 
wie die retrospektive, die Bestimmung zweier Versicherungswerte; die 
prospektive Methode: 

1. den Wert der ferneren Versicherung, 

2. den Wert der ferneren Priémienzablung; 
die retrospektive Methode: 

i. den Wert der bereits vereinnahmten Priimien, 

2. den Wert der bereits verausgabten Versicherungssummen; 
man rechnet diese beiden Werte fiir den Termin des Versicherungs- 
abschlusses und reduziert sie hierauf unter Berticksichtigung von 


Sierblichkeit und Verzinsung auf den Termin der Pramienreserve- 
berechnung. 
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Der Wert 1. bildet in beiden Fallen den Minuend, der Wert 2. 
den Subtrahend jener Differenz, durch welche sich die Pramienreserve 
darstellt. 

Dieses Verfahren gilt sowohl bei konstanter wie bei variabler 
Primie. 

Bei konstanter Pramienzahlung kann man die Pramienreserve 
auch als den Barwert des Uberschusses der dem (durch die ver- 
flossene Versicherungsdauer) erhéhten Alter angemessenen Pramie iiber 
die dem Beitrittsalter entsprechende Pramie auffassen und demgemaB 
berechnen. Wollte nimlich die Person (x) nach Ablauf von m Jahren, 
da sie das Alter x + m erreicht hat, dieselbe Versicherung abschlieBen, 
so hatte sie dafiir eine andere, héhere Primie P,,,, 2u zahlen, wah- 
rend sie in Wirklichkeit die urspriingliche niedrigere Primie P,, fort- 
zahlt; der Barwert der kiinftigen Ausfille P,,,,— P, an Pramie muB 
demnach aus der friiheren Zahlung vorhanden, reserviert sein, er 
_ bildet die Praémienreserve ,,V,. 

Als erstes Beispiel diene wieder die Erlebensversicherung auf das 
Kapital 1, abgeschlossen von einer Person (x) auf m Jahre gegen 
Zahlung der konstanten Pramie 


we. = iain c 
Ne Ae 


wihrend der Versicherungsdauer. 
Nach der prospektiven Methode ergibt sich der Ansatz 


V. EE a EL. 


m2 n—-mzt-m |n—m@zt-mn* 2) 


(«) 


denn die fernere Versicherung ist eine Erlebensversicherung fiir (a + m) 
nur mehr anf » — m Jahre, und die fernere Pramienzahlung eine auf 
n—m Jabre abgektirzte Rente, abhingig vom Leben (© + m) und 
vom Jahresbetrage der Pramie. 
Die retrospektive Methode liefert den Ausdruck: 
D, 

oo Dee ce ae (B) 
denn die bereits vereinnahmten Pramien haben zur Zeit des Versiche- 
rungsabschlusses den Wert | P,, der durch Multiplikation mit 


mz n 


l, D,, nS . . 
(i + ij",—- = =*~ auf den Zeitpunkt der Reservebestimmung redu- 
* dam Dim 


ziert wird; eine Auszahlung aber hat noch nicht stattgefunden. 

Mit Hilfe der Pramie ,P, am Beginn und der Pramie ,_,,P.4.m, 
die zur Zeit der Reserveberechnung geltend wire, erhalt man wieder 
in anderer Form 

n= (ea 2 De en ica (y) 
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Die materielle Ubereinstimmung aller dieser Darstellungsformen 
ist leicht zu erweisen. Die Avsftihrung von (a) in den Grundzeblen 
gibt namlich: ; 


V D,, Naam “Na tn Doan 
Sak Dia Dee Es Pens) ares 
wp Dern Na~ Nene 
Ph a ors NS 


Vue D, Ni ~ Naim Drin = Dain Nz — Nat 7 (8) 
sph athe Din D es LL Ply No Ne 


was die Formel (y) anlangt, so erkennt man ihre Ubereinstimmung 
mit («) sofort, wenn may beachtet, dab 


E E 


n~ int 24m |n—mozem = 2 mM erm 
ist; ibrigens fiihrt auch hier die Darstellung durch die Grandzahlen 
zum Ziele. 
Man kann dem letzten Ausdrucke noch eine einfachere Form 
geben, wenn man zu der Pramie 


Pes Coes eee 
z #wta 
noch die andere 
D,, 7m 
whe WN 


hiiwwen:mmi; man crkennt dana sogleich, daB 


tees Ma 
mis - Ap 8 (5) 

atte man also wu jedem Alfer dio Jahreeprimien ftir die ver- 
schiedexen Versicherungsdauern, so ergibe sich die Reserve durch 
Division zweier Jahresprimien. Da jedoch Tafeln von solcher Voll- 
stindigkeit kaum vorhanden sein werden, sc wird man in der Regel 
nech der Formel (a) rechnen. 

Bei iv =n wird .V,= 1, wie es sein mud. 

Ais zweites Beispiel migo die vollstindige Todesfellversicherang 
auf das Leben (x) gegen lebensliingliche Zahlung der Jahresprimie 


Jee aes at an M, 
behandelt werden. . 


Die prospektive Methode gibt den Ansatz: 
nVo™ Asin Seite («) 
die vetrospektive den Ansatz: 
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ee ; 
mm Lars ae D, a inthe! oo — ee (8) 


die keiner Begriindung mehr bediirfen. Aber ibre Ubereinstimmung 
soll erwiesen werden. Hrsetvt man in (8) ;,,a, wad |,,4, durch die 
Grundzahlen, so wird 


ae ee See poe a= =) 
peta! D, +m dD, “tee D, 
und wegen NLP, = M, weiter 
V ioe M, + mo N, ous 
(eee Z+IM 
a 2 Be Saale 


in Ubereinstimmung mit (a). 

Aus (c) folgt weiter, wenn man A, tm durch den Wert der fiir 
diese Versicherung zu leistenden Prémienzehlung P_, ,8,,,, oreetzi, 
die Darstellung durch Praimien: 


eee (P item” Fis em? {é) 
Driickt man in - ai -m und P, durce Renten aus, nimlich 
A,.,—~1-—da,,,, und P= Se, eo ergibt sich nach einer Re- 


duktion die bemerkenswerte Fornal: 
Vode (6) 
% | 
welche die Primienreserve durch Renten ausdriicki. In Nr. 373 wird 
auf diese Formei weiter eingeganger werden. 
S71. Primienreserve bei unterjZhciger Primicuzahlung. 
Hs handle sich um die Priémienreserve einer lebeuslanglichen Todes- 
fallversicherung auf das Leben (@) nach * Jahren, wenn die Primie 
in m-tel-Raten ” gesahlt wird. Ibr Zeichen sei 7. Nach der pro- 
spektiven Methode hat man den Aueatz: 
yp gy | Bore a” pm (1D 


£4 etn 


cic) 


Bei ganzjihriger Primienzablung wire die Reserve 
* ve me J Sar an Creme am 
3 ist also der Unterschied 
(m) — po. 
ne — Ve ode das $ 


zat+n” =x a, +n @ 
gu seiner ea seize men in erster Naherung (8. Nr. 816): 
—1 . A Bg P. 
aE ie (ais) ee eo ae a eee 
a) == B44 as 5 Ps Poe gia repaeats a 
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woraus 
» m—1 
2 oe 
PB ———— 43 7. Pm) : 
dadurch ergibt sich 
m—1 
= Om | m—1 
Bee = Vg eS at t+n Ie (ra) (%40 nia) Is (m) 
m—1 ; ( a+ =) 
pilot The (m) ae 
ee POV) ; 


woraus mit Riicksicht auf (6) folgt: 
- m—1 pr, 
Aes! ces Le (1 + om 2 ) ; (8) 


Der eingeklammerte Faktor rechts nimmt bei m= oo, d. i. unter 
Voraussetzung kontinuierlicher Pramienzahlung, den gré8ten Wert an; 
die dieser Vorstellung entsprechende maximale Pramienreserve ist 


WV gale (1+ > P,)- (9) 


Rechnet man P, nach der Formel 


so findet man mit den Grundlagen der Tafel VIII beispielsweise 


w s0 = 1,00878 |, Vsq, 

a so == 1,01905 | Vso; 
und wenn die Auszahlung des versicherten Kapitals unmittelbar nach 
dem Tode bedungen wird, in welchem Falle fiir A, zu setzen ist 


A= A, (1 + +), so ergibt die Rechnung: 
a 99 = 1,00894,Vi,, 


a 50 101938 , Vio- 
Rs erhdht sich also die unter so strengen Bedingungen gerechnete 
Pramienreserve gegeniiber der unter Voraussetzung ganzjahriger Pra- 
mienzahlung und Falligkeit des Kapitals am Ende des Sterbejahrs 
bestimmten nur um 0,9, beziehungsweise 2°, der letzteren. Man sieht 
daher in der Praxis von diesem geringfiigigen Unterschiede ab und 
rechnet ,V,, statt .V,™. 

372. Bestimmung der Reserve nach einer nichtganzen 
Anzahl von Jahren. In der Regel fillt das Rechnungsjahr einer 
Versicherungsanstalt mit dem Solarjahr zusammen. Am Schiusse 
eines solchen haben die wenigsten Versicherungen gerade eine volle 
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Anzahl yon Jahren bestanden; bei den meisten besteht die Dauer aus 
einer ganzen Anzahl von Jahren und einem Jahresbruchteil. Es 
handelt sich nun darum, die Priimienreserve nach einer solchen Ver- 
sicherungsdauer zu bestimmen. 


: : t . : 
Die Versicherungsdauer betrage n + m Jahre, wo m eine ganze 


to : 
Zahl und — einen echten Bruch bedeutet; die fragliche Reserve werde 


mit ,V, bezeichnet. Man wird sie genau genug bestimmen, wenn 
— 
™ 
man sie zwischen die Reserve am Beginn und am Ende des n + 1-ten 
Jahres unter der Annahme linearer Anderung interpoliert. Nun ist 


die Héhe ,V,+ P,, am Schlusse desselben ist sie ,,,V,. Hiernach 
hat man die Néherungsformel: 


fa t , ; r 
ee Pot | ae yk ae! fies) 


Series nm+1° z 
™ t mn 
a bee ae ™ Ces 7 lee) 


Nach eiver viel verbreiteten Praxis wird der in eckige Klammern 
eingeschlossene Posten allein als ,,Pramienreserve* in den Biichern 


fh =? 


zw 


(10) 


gefiihrt.") Der zweite Teil, "—'P., welcher den itiber das Ende des 


Rechnungsjahres hinaus greifenden, also dem ndchsten Rechnungsjahre 
gufalienden Anteil der letztgezahlten Jahrespraémie bedeutet, wird unter 
dem Namen ,,Pramientibertrag“ separat gerechnet und ausgewiesen 
(s. weiter unten Nr. 374). 

Mit der Bemessung des Jahresbruchteiles wird man wohl nie tiber 
Zwilfteljahre (Monate) hinausgehen, weniger als 15 Tage vernach- 
Jassigend, mehr als 15 Tage fiir einen vollen Monat rechnend. Ja bei 
einem groSen Versicherungsbestande wird man sich, ohne einen belang- 
reichen Fehler befiirchten zu miissen, noch eine weitergehende Vereia- 
fachung gestatten und unter der Annahme gleichformiger Verteilung der 
Pramienzahlangstermine tiber ein Rechnungsjahr so rechnen diirfen, 
als ob der UberschuS iiber die ganzen Jahre durchgiingig 4 Jahr 
ware. Man hat dann als ersten Posten das arithmetische Mittel 

n i a5 n+1 se 
2 


und als zweiten Posten die halbe Jahrespramie 
P, 


= 

1) G. Bohlmann, Encykl. der mathem. Wissensch. 1, p. 885, gebraucht 
fiir diesen Posten die Benennung ,,kaufminnische Primienreserve’, zum Unter- 
schiede von der ,,mathematischen“, die durch (10) ausgedriickt wiire. 
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Bei den Versicherungen, welche im Rechnungsjahre zugewachsen sind, 
kommt also am Ende dieses Jahres die Reserve 28 einzustellen; man 


wird ein aunahernd gleiches Resuitat erzielen, wenn man bei den vor 
Jabresmitte abgeschlossenen Versicherungen den ganzen Betrag ,V, 
und bei den aus der zweiten Jahreshalfte stammenden keine Reserve 
einstelif. 

373. HinfluB der Sterbetafel und des ZinsfuSes auf die 
Primienreserve. Der Einflu8, den die Wabl der Sterbetafel auf 
die Primienreserve austibt, 1aBt sich nicht mit wenigen Worten und 
allgemein charakterisieren; er ist fiir verschiedene Versicherungskombi- 
nationen dem Sinne und der GréBe nach-verschieden. Es sind mehr- 
fache Untersuchungen nach dieser Richtung angestellt worden, ihre 
Resultate werden sich aber zur Bildung eines Urteiles in einem 
speziellen Falle kaum geeignet erweisen; das beste Mittel bleibt die 
Ausrechnuag einer Anzahl von Spezialwerten. 

Hinige Betrachtungen dieser Art migen hier Platz finden. 

Hs handle sich um lebensléngliche Todesfaliversicherungen und 
wa die Vergleichung zweier Sterbetafeln, die auf die aweite beziig- 
lichen Werte sollen akzentuiert werden. 

Man hat dann. : 


& aes 
7 na weet 1 aetna 
Ce Gy > a Zz oe ay 


Far ein bestimmtes x und x wird also 


ed bu 


n° 2 “ne? 


je nachdem 
r 

Anta Bete 

a a. 

ze 

oder ‘ 
a. > Bein 
7 mn eae 
a, 3. + # 


Hatte man also fiir alle Alter das Rentenverhiltnis berechnet, so ge- 
atattete der Hinblick in die Kolonne dieser Zahlen, fiir jedes Alter 
und jede Versicherungsdauer tiber das GréBenverhalinis der Pramien- 
reserven auszusagen. 

Zur niheren Untersnehung des Verlaufs von ,¥, empfiehlt es 
sich, a, zu zerlegen: a,=/,a,+0",p,a,,,; dann schreibi sich 


o+R e 
diese Darstellung hat don Vorteil, daB j,a, und .p, nor von der 


Sterblichkeit vor, a,,, nur von der Sterblichkeit nach dem Rechnunge- 
termine abbingen. 
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Wenn sich die Kurve der Sterbenswahrscheinlichkeiten g, so ab- 
Bndert, wie es die punktierte Linie in Fig. 52 andeutet, d. bh. wenn 
die Sterbenswahrscheinlichkeiten vor dem Rech- 
nungstermine gréBer werden, so nehmen ;,2, und 


»P, und hiermit auch ,V, ab. Bei einer Abinde 
rung im Sinne der Fig. 53, also bei VergréSerang rican ‘ Lees 
der Sterbenswahracheinlichkeiten nach dem Rech- Sposa = 
“nungstermin, tritt das Umgekehrte ein. . 52. 
Nahme die Sterbenswahrscheinlichkeit durch : 
die ganze Tafel zu, so ergabe sich ein doppelter we 
Finfiu8 auf ,V,, aber nach zwei entgegengesetzten oie 
Richtangen, und es lieBe sich theoretisch ein Ge- a 
setz der Zunahme angeben, bei dem die Reserven ae 
unverandert blieben; es brauchte even nur si cues [Pern 
> fe ae Ge 
af =i+-x Wig. 53. 


konstant zu sein fiir aile Alter. Man kann mit dieser Relation auf 
Lebenswahrscheinlichkeiten tibergehen, wenn man 


f Sa o | nie a i 
a, > UD, B44) 
und von einer dlinlichen Bezichang Gebrauch machend 


a,—1 


7 { % ; 
PB, =~ p, (1 — eae (11) 
Wenn also zwei Tafeln in dieser Bezichung zu einander standen, so 
ergiben sie fiir die Todesfaliversicheruang durchwegs gleiche Reserven. 
Da a, mit zunehmendem Alter abuimmt (wenigstens im den gu- 


wneist in Betracht kommenden Positionen), so ist das Verhiltnis i 


ein mit wachsendem x abnehmendes, p,' {2b rescher ab ale p,, g,' 
nimmt somit rascher zu als 4q,. 

Wenn hingegen p, stati uach dem Gesetze (11) sich devart 
andert, daB es zu p, ein konstantes Verhiltnis behalt, etwo 


Pz =P, e! a k), 
se wird p,’ nicht in so raschem Verhiltnis abnehmen, g,’ also nicat 
so rssch fiber g, wachsen als oben, wie os zur Erhaltang der gleicken 
Reserve erforderlich wire; der Erfolg einer solchen Abénderang der 
p, wird nach dem Vorausgeschickten in einer Abnchme der Primien- 
reserve aich ausdriicken. Das Umgekehrte finde statt, wenn p,’=p,(1 +4) 
(wobei k > 0) wire fir alle 2. 
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Was den Hinflu8 des ZinsfuBes anlangt, so ist zunachst zu be- 
merken, daB eine Verminderung des Abzinsungsfaktors, die aus einer 
Erhéhung des ZinsfuBes entspringt, auf die Renten ebenso einwirkt 
wié eine Abminderung der Lebenswahrscheinlichkeiten in demselben 
Verhiltnisse.*) 

Setzt man niimlich v’=7(1—k) und schreibt die mit diesem 
Abzinsungsfaktor gebildete Leibrente in der Form: 


Oy a 1 ots UDes1 oF ee Sere ee i 0” Dy, Pos Pout +t ocala 
=1+ ofl —-*)p. iJ +700 —®) prs — eye] + °°: 


so ist die Richtigkeit der obigen Aussage unmittelbar zu erkennen. 

Nun ist aber gezeigt worden, da8 eine Abminderung der Lebens- 
wahrscheinlichkeiten in konstantem Verhiltnisse eine Abnahme der 
Pramienreserven zur Folge habe; mithin entspringt aus einer Erhéhung 
des ZinsfuBes eine Verminderung der Prémienreserven bei der Todes- 
fallversicherung. 

Untersuchungen iiber den Hinflu8 der Sterbetafel und des Zins- 
fuBes werden auBer bei der Wahl der Grundlagen auch dann not- 
wendig, wenn es sich um die Konvertierung eines Versicherungsstockes, 
d. i. um den Ubergang zu neuen Grundlagen handelt; die vorhandene 
Praémienreserve mu dann auf die diesen Grundlagen entsprechende 
Hohe gebracht werden, was in der Kegel nur durch Heranziehung 
angesammelter Sicherheitsfonds modglich ist. 


374. Primieniibertrage und Schadenreserve. Total- 
reserve. In Nr. 372, (10), ist gezeigt worden, daB bei Versiche- 
rungen, bei welchen das Versicherungsjahr sich mit dem Rechnungs- 
jahre nicht deckt — und das ist die Regel —, in der Pramienreserve 
ein Posten erscheint, der dort als ,,Primientibertrag“ bezeichnet und 
als derjenige Proportionalteil der Nettopriamie erkannt wurde, der dem 
nichsten Rechnungsjahre zufallt. 

Wenn man sich auf den in der Praxis vielfach eingehaltenen 
Standpunkt stellt, daB auch von den Zuschlagen, die auf den Netto- 
pramien lasten, in einem Rechnungsjahre nur jene Anteile verwendet 
und verrechnet werden sollen, die in dieses Jahr fallen, so ergibt sich 
die Konsequenz, da die Préimieniibertrége von den Bruttoprdmien zu 
nehmen sind. Freilich dient dann ein Tejl der so gerechneten Pramien- 
tibertrage nicht den eigentlichen Versicherungszwecken, sondern ist 
zur Deckung der Regieauslagen etc. des nachsten Verwaltungsjahres 
bestimmt. 


1) Zur Verfolgung des Finflusses, den der ZinsfuB auf die Hdhe der Rente 
austibt, eignet sich ein sogenanntes Rentensystem, das auf einer nach der Make- 
hamschen Formel auegeglichenen Tafel aufgebaut ist. Man vgl. dariiber die 
Fu8note zu Nr. 317. 
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Die Pramienreserveberechnung geht von der Annahme aus, dab 
am Beginne jedes Versicherungsjahres die ganze Jahresprimie bezahlt 
werde, auch dann, wenn unterjihrige Primienzahlung bedungen ist. 
In diesem letzteren Falle kinnen am Bilanztage noch ein oder mehrere 
Raten ausstiindig sein, was zur Folge haben wird, daB der Pramien- 
iibertrag um die nicht bezahlten Raten verkiirzt ist. Fiir eine ein- 
heitliche Rechnung ist es es jedoch zweckmiBiger, die Ubertrige von 
den ganzen Jahresprémien zu rechnen und nicht bezahlte Raten, wo 
solche vorhanden sind, als gestwndet in Abzug zu bringen. Die Pri- 
mienreserve stellt sich dann aus zwei Posten zusammen: 


In das naichste Jahr fallende Quote der Jahresprimie. 
Gestundete Pramienraten. 
Differenz: Praimientibertrag. 

Bei der Reserveberechnung wird weiter vorausgesetzt, daB alle 
in dem Rechnungsjahre faillig gewordenen Versicherungssummen aus- 
bezahlt seien. In der Wirklichkeit ist diese Voraussetzung nicht er- 
fiillt; es bleiben vielmehr, namentlich aus der dem Jahresende voraus- 
gehenden Periode, Fille iibrig, bei welchen die Formalitiéten und 
Vorbedingungen der Auszahlung bis zum Jahresschlusse nicht erfiillt 
werden konnten, auBerdem auch strittige Palle, deren Abwicklung ins 
nachste Jahr hiniibergenommen werden ‘mu8. Fir solche Falle ist 
die Bereithaltung der erforderlichen Summen notwendig; diese bilden 
die Schadenreserve, einen mit Riicksicht auf etwaige unklare Fille 
nicht genau feststellbaren Posten. 

Der Fonds, den eine Anstalt am Schlusse eines Rechnungsjahres 
fiir die reinen Versicherungszwecke als vorhanden auszuweisen hat 
und den man als Totalreserve bezeichnen kénnte, setzt sich also zu- 
sammen: 

1. Aus der sogenannten (kaufminnischen) Praimienreserve (siehe 
Nr. 372); 

2. aus den Primieniibertriigen; 

3. aus der Schadenreserve. 

Ist der Posten 2 aus den Bruttoprimien gerechnet, so ist die so 
bestimmte Totalreserve insofern kein Nettofonds, als sie auch einen 
Teil der Regiezuschlige des nichsten Verwaltungsjahres enthalt. 


375. Risikopramie und Sparpramie. Mit der Pramien- 
reserve hingen einige Begriffe zusammen, die geeignet sind, einen 
tieferen Einblick in das Wesen einer Versicherung zu gewahren; manche 
davon sind auch von praktischer Bedeutung. 

Wir gehen zunichst von einer Versicherungsart aus, bei der die 
Auszahlungen erst in einem spiteren festgesetzten Termine erfoigen 
oder beginnen (Erlebensversicherung, aufgeschobene Rente). Wenn 
eine solche Versicherung vor dem Termine infolge Ablebens der ver- 
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sitherten Person ablduft, so wird die fiir sie angesammelie Reserve 
frei in der Weise, da® sie nicht unmittelbar zur Erfillung eines Ver- 
sicherungszweckes Verwendung findet; aber einen Gewinn fiir die An- 
stalt bedeutet die so frei gewordene Reserve nicht, sondern sie dient 
dazu, um die Reserve der Uberlebenden gleicher Kategorie auf die 
erforderliche Hohe zu heben. 

Angenommen z. B., 1, Personen des Alters x hatten eine Erlebens- 
versicberung auf das Kapitei 1, zahlbar bei Erreichung des Alters 
x+n, gegen die einmalige Pramie 


abgeseblessen. Da d, von den Personen im Laufe des ersien Jahres 
sterben, so wird die Summe @,,f, frei; alle Prémien sind aber er- 
forderlich, um die Pramiénreserve der (,,, das erste Jahr iiberieben- 
den auf die richtige Héhe zu bringen; denn der aus den Hinzahlungen 
gebildete Fonds 1, wiichst bis zum Schiusse des Jabres auf 


an, und hiervon entfallt auf jeden Uberiebenden 
L ti. DB D 


tnx x Al Ltn 


ol, i 


De lek Sais 
und das ist dio richtige Pramienreserve nach einem Jahre. Ahnlich 
verhilt es sich in jedem folgenden Jahre und im letzten Jahre er- 
reicht die Primienreserve eines jeden der Uberlebenden die versicherte 
Summe, die nun zur Auszahlung kommt. 

Anders steht es bei einer Todesfailversicherung. Hier dient die 
Pramienreserve, wann auch der Tod eintritt, zur Bezahlung der Ver- 
sicherungssumme, und da sie deren Hohe im allgemeinen — aufer 
im héchsten der verwendeten Sterbetafel entsprechenden Alter — 
niché erreicht, ao ist eine Hrginzung auf das versicherte Kapital not- 
wendig. Diese Ergiinzung nennt man das redusierte Kapital. Es be- 
triigt am Schinsse des v-ten Jahres, wenn 2 das anfangliche Alter war, 


1 — VY... 


Die uatiirliche Primie fiir die Versichernng dieser Summe, zahlbar 
am Anfange des genannten Jahres, d. i. 


Get Se (| Vv 
po -.7)) (12) 
heiBt die Risikopriimie der in Rede stehenden Versicherung fir das 
betreffende Jahr.*) 
1) Die Begriffe des reduzterten Kapttals und der Risixoprimie, die ex ,redn- 
ziexte Primie‘t nennt, fiir die hier in Rede stehende Versicherungsart hat zuerst 
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Die Differenz zwischen der Jahresprimie P,-——--d und der 
Risikopramie betraigt 


1 6 Sara 1 
See ets (4 y) 
a, D5 i ec 


1 
= — — d—09,., 3; -—— 
a, eZ $n—i a, 
1 arin be —Prtnai) +n 


a, 


= 1+ OP ein Lees CAR 


—d 


—a 


a 
2+n—-1 
ee ey. (13) 
da nun 


Wworaus 


4 Lp la Sea ae Boag 
Ee ys eg, 
ze 


so liegt die Bedeutung jener Differenz darin, daB sie die Erhéhung 


der Reserve ,_,V, vom Schlusse des — 1-ten Jahres auf die Re- 
serve ,V, am Schiusse des w#-ten Jahres bewirkt. Man bezeichnet 
daher (13) als Sparprdmie fir das mte Versicherungsjakr. 

Hiernach zerfallt jede Jahrespraéimie P, in zwei von einem Ver- 
sicherungsjahre zum nachsten sich andernde Teile: in die Ristkoprémie, 
bestimmt zur Versicherung des reduzierten Kapitals, wenn (x) in dera 
betreffenden Jahre sterben sollte, und in die Sparprémie, bestimmt 
zur Erhdhung der Pramienreserve auf den richtigen Betrag, wenn (2) 
das Jahr tiberleben sollte. 


G. Bohlmann’) gibt fiir Risiko- und Sparpramie die folgenden 
allgemeinen, weil auch auf andere Versicherungsarten anwendbaren 
Definitionen. Ist p,’ die Wahrscheinlichkeit, daB das versicherte 
Kapital (oder die Rente) 1 im n-ien Versicherungsjahre fallig wird, 
p, die Wahrscheinlichkcit, daB in diesem Pay die Versicherung ab- 
liuft, V, die Reserve am Schinsse dieses, V,_, die Reserve am Ende 
des vorangehenden Jahres, so ist die Risikoprimie: 


M. Kanner aufgestelit und ihrer Bedeutung nach gewiirdigt. Deutsche Ver- 
sicherungs-Zeitung 1867 und 1868. 
1) Encykl. d. mathem. Wissensch. I, p. 882. 
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Pa Pe ae (15) 


erstere stellt die auf den Jahresbeginn reduzierte Erwartung beziiglich 
der Auszahlung der Versicherungssumme und des Heimfalles der Re- 
serve, letztere die auf denselben Zeitpunkt reduzierte Differenz der 
beiden Reserven. Ist P die jéhrlich gleichbleibende Praémie, so ist 
jedesmal P= P,’ + P,”. 

Bei der Todesfallversicherung ist p,’ =p, = 4%,4,-1; denn wenn 
der Versicherte im Laufe des Jahres stirbt, so ist sowohl die Ver- 
sicherungssumme auszuzahlen wie auch die Reserve einzuziehen; daher 


P= OU peer he ne ‘2 ) 


nm? 


die Sparpramie: 


in Ubereivstimmung mit (12). 

Bei der Postnumerando-Leibrente ist p,’ =p, 1) Pn =Ue4n—13 
denn erlebt (x), nachdem er # + —1 Jahr alt geworden, auch noch 
das Alter «+n, so ist ihm am Schlusse des n-ten Jahres die Rente 
auszuzahlen, und stirbt er im Laufe des -ten Jahres, so ist die am 
Schlusse desselben vorhandene Reserve a,,,-—1 einzuziehen; hier 
hat man also 

ZS ax O[Pein—1 x Pre Ce a 1)}. 


Aus den begrifflichen Bestimmungen geht hervor, daf (2), um 
sich auf das Kapital 1 fiir den Todesfall zu varsahione dies so ein- 
richten kénute, daB er jabrlich durch Erlag der Risikopraémie sich 
auf das jeweilige reduzierte Kapital versichert, die Sparpramie aber 
A Zinseszins anlegt: wenn er stirbt, wird von der einen Seite das 

r Versicherungsdauer entsprechende reduzierte Kapital ausgefolgt, 
cae die riickgelegten Sparprimien mit ihren Zinsen zu der der- 
selben Dauer entsprechenden Primienreserve angewachsen sind; beides 
gibt genau das Kapital 1. 

Die Risikoprimie liegt emer Form der Riickversicherung zugrunde. 
Statt nimlich — und das ist die hiufiger angewandte Form — einen 
Teil des versicherten Kapitals an eine andere Anstalt abzugeben und 
nur fiir den riickbehaltenen Teil die Priimienreserve anzusammeln’), 
kann man auch so vorgehen, daS man die Pramienreserve fiir das 
ganze Kapital aufsammelt und jahrlich das reduzierte Kapital durch Be- 
zahlung der Risikopriimie bei der riickversichernden Anstalt versichert. 

L. v. Bortkiewicz*) hat an einer eigens konstruierten allge- 
meinen Versicherungskombination, unter die sich die gangbaren Ver- 
sicherungsformen subsummieren lassen und die er Integralversicherung 


1) ihe die Rechnungsgrundlagen fiir ibernommene und abgegebene Riick- 
versicherungen enthalten die Vorschriften iiber die Staatsaufsicht nibere Be- 
stimmungen. 

2) Assekuranz-Jahrbuch XXIV (1903), p. i—16. 
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nennt, eine auf alle Fille, auch auf solche, wo men von Risiko- und 
Sparprimie nicht zu sprechen pflegt, anwendbare Zerlegung der Netto- 
pramie gezeigt, die jedoch bei manchen Versicherungen neben der 
Risikopraimie und der Sparpramie noch zu einem dritten Primienteil 
fihrt, den er als Restprimie bezeichnet. Nach dieser Auffassung zer- 
legit sich eine Versicherung im allgemeinen in drei Teilgeschifte, die 
man sich auch durch drei verschiedene Unternehmungen vertreten 
denken kann: eine eigeniliche Versicherung auf die Dauer je eines 
Jahres, ein Spargeschift und ein Kreditgeschaft. 

Der Gedankengang ist der folgerde: Der Versicherer verpflichtet 
sich, am Schlusse der aufeinander folgenden Jahre an den Versicherten 
die Summen U,, U,,--- auszuzahlen, wenn dieser lebt, hingegen 
seinen Erben die Summe 7',, oder 7,, --- auszuzahlen, wenn der Ver- 
sicherte im Laufe des 1., 2.,--- Jahres gestorben sein sollte. Die 
Gegenleistung besteht in den Nettopramien P,, P,,---, fallig zu 
Beginn der aufeinander folgenden Jahre. Der Vertrag bleibt aufrecht 
_ bis zum Schlusse des Sterbejahres oder durch eine im voraus verein- 
barte Dauer. 

Bezeichnet p die Wahrscheinlichkeit, da8 der Versicherte das 
m-te Jahr durchlebt, nachdem er in dasselbe eingetreten, g die Wahr- 
scheinlichkeit, daB er im Laufe desselben stirbt, so gilt der Ansatz: 

(Vat 2) 1 + 4) — 9(U, + V,) + 97.5 (16) 
die linke Seite gibt jenen Betrag, auf welchen die Primienreserve 
vom Ende des m — 1-ten Jahres nebst der Primie des m-ten Jahres 
bis zum Ende dieses Jahres anwichst; die rechte Seite den Barwert 
der Leistung fir den Fall des Uberlebens, bestehend in der Summe 
U,, und der Pramienreserve zur Deckung der ferneren Versicherung, 
vermehrt um den Barwert der Leistung fiir den Fali des Todea, be- 
stehend ausschlieBlich in der Summe 7,,, mit deren Auszahlung dano. 
der Vertrag erlischt. 

Lést man den Ansatz in beaug auf P, auf, cinmal nur q, ein 
zweitesmal nur p(= 1 — g) in der Formel belassend, so ergeben sich 
die beiden Formeln: 

P= qv Ff, — na Oe te IG sae (17) 
P,, == po(U,, + Gree By ita OF eV es oy PL an Ve) (18) 

Die erste Formel kommt zur Anwendung, wenn 7), — U,,— ¥,, >> 9, 
wenn also die Verpflichtung aus dem Todesfall tiberwiegt tiber jene 
beiden Verpflichtungen, die dem Versicherer im Uherlebensfall er- 
wachsen — v. Bortkiewicz spricht dann von einer echten Todes- 
fallversicherung; die zweite tritt in Kraft, wenn U,,+ V,,—T, >9, 
was so viel heiBt, daB die auf den Hrlebensfall vereinbarten zwei 
Leistungen die auf den Todesfali gesetzte iibertreifen — echte Hr- 


Czuber, Wahrecheinlichkeitsrochnung If. 3, Aud. 25 
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lebensversicherung; der Grenzfall U,,+ V,,—T,, wird als unechte Ver- 
sicherung bezeichnet. Alle diese Benennungen gelten fiir das be- 
treffende Jahr. 

Vom Grenzfall abgesehen, tritt in den beiden unterschiedenen 
Fallen im allgemeinen eine Dreiteilang der Pramie P,, ein, und zwar 
in eine Risikoprimice: 

P= q0(T,,— Us Va); bzw. =< p00, PV tas (19) 
eine Sparpriime: 
EO Voge Vx, (20) 
und eine Restprdmie: 
P= vU,,, bew. = v(T,, — V,,); (21) 


die erste deckt die Risikosumme T,,— U,,— V,,, baw. U,+ V,,—Lm; 
die zweite bewirkt die erforderliche Anderung der Pramienreserve, die 
dritte bedeutet eine Kreditoperation, durch die der Versicherungs- 
vertrag am Ende des Jahres wieder intakt wird. 

Daf die Sparprémien tatsichlich die Pramienreserve aufbauen, 
erkenat man, indem man die Gleichungen 


P,’=0F, 

P,” = 0 V,—V, 
Py = 0¥,— 7; 
Ligh oar ON Se Le 


der Reihe nach mit (1 + 4)", (1+ a)"-*, (1+ 2)"-%, --- (1+) mul- 
tipliziert und daraufhin addiert; es entsteht so 
PAL tO + Py (1 +t +++ + Pll th) =; 

die linke Seite ist in der Tat der Barwert der Sparpramien am Ende 
des m-ten Jahres. 7 

Zunichst sei die Ubereinstimmung dieser Begriffsbildung mit der 
tiblichen fiir jene Versicherungsarten nachgewiesen, auf welche die 
Begriffe der Risike- und der Sparpriimie gewdhnlich angewendet wer- 
den; bei diesen ontfallt denn auch die Restptimie. So ist bei der 
reinen Todesfallversicherong U,—0, 7,= 1 fiir jedes m, folglich 


P= qo(l — V,.), Fm OV eas P= 0; 


bei der gemischten Versicherung mit der Dauer m hat man, so lange 
m<n: U0, «0, T= 1, also wie vorhin 


Few gel VA), 2 Poel Vertes a 
im letaten Jahre aber, wo m= n, ist U,=0, T= Vows 1, daher 


Plt Oj. 1, Bt eye een 
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Anders gestaltet sich die Sache bei der Erlebensversicherung. 
Hier ist innerhalb der Versicherungsdauer U, = 7, = 0, daher 


P= pv V, P= vVi.— Vine? P= 00,3 


m? 
durch P| versichert sich der Versicherungsnehmer auf die Primien- 
reserve, die der Versicherer fiir ihn am Schlusse des Jahres bereit- 
zuhalten hat; durch P,”, das er in eine Sparkasse einlegen kann, er- 


m? 


héht sich sein dort bereits vorhandenes Guthaben V,,_, im Laufe des 


™m— 


Jahres auf V,,; P2’ bedeutet nun die Entlehnung der Summe vJ,, 
aus einem Kreditinstitut auf ein Jahr, nach dessen Ablauf sie zur 
Schuld V,, anwichst. Lebt er nun am Ende des Jahres, so hat der 
Versicherer fiir ihn V,, einzustellen, die Sparkasse verzeichnet das 
Guthaben V,,, das Kreditinstitut die Schuld V,,, er empfangt also 
nichts, wie es dem Versicherungsvertrag entspricht. Stirbt er im 
Laufe des m-ten Jahres, so verfallt die Reserve V,, bei dem Ver- 
sicherer, das Sparguthaben V,, bezahlt die gleich hohe Schuld bei 
dem Kreditinstitut, die Bedingungen der Versicherung sind wieder 
erfiaillt. 
Im letzten, n-ten, Jabre ist U,=0, V,=1, T,=0, somit 


f “uw LEA 
se =p, y a =v—V,_1,; Ie SU, 


n 


und man tiberzeugt sich durch analoge SchluBfolgerungen, daB auch 
jetzt den Bedingungen unter allen Umstanden entsprochen ist. 

Die Auffassung ist also in sich widerspruchsfrei, fiihrt-aber doch 
nur in jenen Fallen, in welchen die Restprimie Null ist, zu einer 
naturgemiien Zerlegung. 

S73. Andere Methoden und Vorschlige zur Bestimmung 
deg Deckuugekapitals.') Die Nettomethode ist als ein Verfahren 
zor Bestimmung des erforderlichen Deckungskapitals fiir kiinftige Ver- 
sicherungsleistungen gekennzeichnet worden, das sich auf dieselben 
Grundlsgen stiitzt, die bei der Berechnung der Nettopriimie ver- 
wendet worden sind, Da der wirkliche Verlauf der Dinge von diesen 
Grundlagen in der Regel systematisch abweicht, so wird auch das so 
bestimmte Deckungskapital dem wirklichen Bedarf an Zahlungsmitteln 
nicht entsprechen; es erwachsen daraus fiir das Unternehmen Gewinne 
oder Verluste gegentiber der Rechnung, die nach ihrer Herkunft aus 
den beiden Grundlagen als Sterblichkeits- und Zinegewinn, beziehungs- 
weise -Verlust zu bezeichnen sind. 

Auf die berechneten Nettopramien werden des weiteren Zuschlige 
gemacht, die zur Bestreitung der mit der Geschaftsfibrung verbundenen 


1) Gegenwartig (1921) steht das Problem des Deckungskapitale im Vorder- 
grunde der Diskussion; denn die katastrophale Entwicklung der Verwaltungs- 
ausgaben hat die Lebensversicherung in eine bedrangte Lage gebracht und vor die 
schwierigsten Fragen gestellt. Pflicht der Aufsichtsimter ist es, an ihrem Teil 
helfend mitzuwirken. 25* 
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Nebenleistungen dienen sollen; aber auch das AusmaB an Zuschligen 
wird im allgemeinen dem Erfordernis an Verwaltungsauslagen nicht 
entsprechen; es resultiert daraus eine weitere Quelle von Gewinn oder 
Verlust. 

Bei der Feststellung der disponiblen Uberschiisse, d. i. derjenigen 
Uberschiisse, die dem Geschaftsbetriebe entzogen werden kénnen, ohne 
daB dessen Stetigkeit und Sicherheit gefahrdet erscheine, und die den 
Anspruchsberechtigten (Aktion’ren, Versicherten) in Form von Divi- 
denden nach MaBgabe ihrer Berechtigung zugefiihrt werden, spielt 
demnach die Art der Abschitzung des Deckungskapitals eine wichtige 
Rolle. Es ist dabei notwendig, diesen Begriff in einem erweiterten 
Sinne zu fassen und auf das Ganze des Geschiftsbetriebes einzurichten. 
Geschieht dies, dann entsteht ein fundamentaler Unterschied zwischen 
Deckungskapital und jener Priimienreserve, die blo® die Versicherungs- 
leistungen beriicksichtigt und nach den normalen Grundlagen rechnet. 

Die Frage, ob in die Aufstellung des Deckungskapitals die ge- 
samten Verwaltungskosten einbezogen werden sollen, findet nicht ein- 
heitliche Beantwortung. Von der einen Seite wird dies mit Nachdruck 
gefordert und die Nettomethode als dem heutigen Geschaftsbetriebe 
nicht mebr adaquat verworfen; von der anderen Seite wird auf die 
Unméglichkeit einer verldPlichen Schétzung der laufenden Kosten fir 
die ganze Dauer der Versicherung wegen der Verinderlichkeit der 
wirtschaftlichen Verhilinisse hingewiesen, die ja den gréBten Einflu8 
haben, und daraus zum mindesten die UnzweckmaBigkeit ihrer Hin- 
beziehung in den Kalkiil gefolgert. 

In einem Punkte gehen die Bestrebungen nach einer Modifikation 
der Primienreserve ziemlich einig. Bei der gegenwirtig iiblichen Art 
der Erwerburg neuer Versicherungen verteilen sich namlich die 
Nebenauslagen nicht gleichf6rmig auf die ganze Dauer der Versiche- 
rung oder der Primienzahlung, wie dies im einer fritheren Zeit der 
Fall war, so daB ihre fortlaufende Deckung aus den Zuschligen er- 
folgen kéunte; vielmebr stellen sich an den Anfang der Versicherung 
erhebliche Mehrauslagen, deren bedeutendste die Abschlu8provision 
ist, zu ihrer Bestreitung reicht aber der Zuschlag zur ersten Primie 
zumeist nicht aus. Daraus entspringt die wichtige Frage, wie es ein- 
zorichten sei, daB die neven Versicherungen ihre Produktionskosten 
selbst tragen, damit nicht durch deren Uberwalzung auf die alten 
Versicherungen die Gewinnanteile dieser beeintrachtigt werden. 

Man kann die verschiedenen Bestrebungen nach Behebung dieser 
Schwierigkeit und nach einer den wirklichen Verhiltnissen besser 
angepaBten Schitzung des Deckungskapitals vom Gesichtspunkte der 
dazu verwendeten Mittel aus gruppieren. Unter Beibehaltung der 
Grundlagen der Nettomethode und ihrer wesentlichen Auffassung soll 
die Nettoprimie innerhalb der konstant belassenen Bruttopriimie der- 
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art abgestuft werden, daB sie wenigstens fiir einen Teil der Abschlub- 
kosten gleich im Anfang der Versicherung Raum léBt. Die fir die 
Berechnung des Deckungskapitals verwendete Priimie soll in einer 
mit Beriicksichtigung der Verwaltungskosten, die sonach als dritte 
Grundlage in die Rechnung aufgenommen werden, modifizierten Netto- 
pramie bestehen. Wieder eine andere Berechnungsweise stiitzt sich 
auf die Bruttoprimien, indem sie mit normaler Sterbetafel und nor- 
malem Zinsfu8 den Barwert der Versicherungsverpflichtungen einer- 
seits und den Barwert der Bruttoprimien andererseits bestimmt, jenen 
ins Passivum, diesen ins Aktivum einstellt, Ein weiterer Gedanke be- 
steht darin, zur Schitzung des Deckungskapitals andere, dem wirk- 
lichen Sachverhalt naher kommende Grundlagen (Sterbetafel, Zinsfu8 
als Grundlagen zweiter Ordnung“) zu verwenden. In jiingster Zeit 
ist insbesondere die Anderung der Sterblichkeit mit der Versicherungs- 
dauer herangezogen worden, um dadurch eine sachgeméBe Verbesse- 
rung des Rechnungswesens zu erzielen. 

Im folgenden kénnen nur einige dieser Methoden und Vorschlige 
einer kurzen, kennzeichnenden Besprechung unterzogen werden; fiir 
ein naheres Eingehen, insbesondere was die aiffermifigen Effekte der 
verschiedenen Verfahren anlangt, muB auf die Literatur verwiesen 
werden.’) 

I. Die Zillmersche Methode. Den ersten wissenschaftlich begriin- 
deten Versuch, an der Nettcmethode eine solche Modifikation anzu- 
bringen, daB sie mit Rticksicht auf den damals eingetretenen Wandel 
im Versicherungsbetrieb geeignet werde, die Deckung eines Hauptieils 
der ersten Unkosten, der AbschluBprovision, gleich im Beginn der 
Versicherung zu ermdglichen, hat A. Zillmer (1863) gemacht. Sein 
Vorschlag hat 2u lebhaften Erérterungen Anla8 gegeben und ist heute 
noch vielfach umstritten; auch die staatliche Aufsicht tiber die Privat- 
versicherung, so weit sie geiibt wird, hat nicht einheitliche Stellung 
zu ihm genommen. 

Die mathematische Theorie, auf den Fall der lebenslinglichen 
Todesfallversicherung mit jahrlicher, bis zum Ableben wihrender 
Prémienzablung angewendet, ist in den Grundziigen die folgende. 


1) A. Zillmer, Beitrige zur Theorie der Primienreserve, Stettin 1863, — 
Derselbe, Die rationelle Deckang der Abschludkosten in der Lebensversicherung, 
Agsek.-Jahrb. II (1881), p. 189-149. --- Derselbe, Die Bedeutung der Pramien- 
reserve der Lebensversicherung, ibid. IX (1888), p. 60--69. — P. Liebetanz, 
Die Anwerbekosten der Lebensversicherung und ihre Deckung, Berlin 1903. — 
Logophilus (Pseudonym), Der Streit iiber die Zillmersche Methcde in der 
Lebensversicherung, Berlin 1902, — G. Hickner, Uber die Bedeutung des 
Deckungskapitals im Lebensversicherungsbetrieb, Zeitschr. f. d. ges. Versich.- 
_Wissensch. V (1905), p. 511-541. — G. Engelbrecht, Das Deckungskapital ” 
in der Lebensversicherung, ibid. VII (1907), p. 611-656. — G. Hickner, Die 
Zillmersche Methode, Assek.-Jahrb. XXX (1999), p. 146—158. 
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Bezeichnet man die Nettoprimie des ersten Jahres mit ;,P,, die 
Nettopramie fir die weitere Dauer mit ,;P_, so soll 


Pes 1jPe- oe (22) 


z 1 laser 
sein; der in Bruchteilen der versicherten Summe ausgedriickte Betrag « 
nebst dem Zuschlage, der in der konstanten Bruttoprémie tber ,,P, 
hinausgeht, soll zur Deckung der Abschlu8provision, tiberhaupt eines 
Teiles, wenn nicht der ganzen AbschluBkosten verwendet werden. 
Aus dem Ansatz: 
A, = (P, + 1)P, (8, — 1), (23) 


der links den Barwert der Versicherung, rechts jenen der Nettoprimien- 
einnahme aufweist, folgt euce (22): 


ie 


ert) (2 4) 
d. h. der Zuschlag, der zu der gewdhnlichen konstant bleibenden Netto- 


A : . ; ; 
primie P, = = zu machen ist, um die vom zweiten Jahre an zu 
z 


zablende erhéhte Nettoprimie zu erhalten, wird durch Division der 
,Zillmerquote’ « mit der Rente erhalten. 

Dem Betrage a setzt Zillmer Grenzen. Die eine ergibt sich aus 
der Forderung, daB die Nettoprimie des ersten Jahres nicht negativ 
ausfallen diirfe; demnach mu8 

A,+«a 
ge ee 


a, 


also (25) 
Sate =i 

sein. Hine andere Grenze, die iiber dieser liegt, bei deren Hinhaltung 

also (25) von selbst erfiillt ist, lautet dahin, die erste Nettoprimie 


habe mindestens noch das Risiko des ersten Jahres zu decken; ihr 
zufolge mu8 also 


Ze 
rP > p> 
d. h. 
A,+ea Ue 
eee a — 
a, - x 
sein, woraus sich 
A a C. C 
re LOR ovate a) Et ie 
we a.—1 a,—1D, 4(2, =) (26) 


ergibt. Durch Hinhaltung dieser Grenze soll vermieden werden, daf 
das erste Versicherungsjahr mit einer negativen Reserve abschliefe; 
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an dieser Forderung hielt nimlich Zillmer fest, die neuere Zeit be- 
streitet thre Berechtigung. 
Beachtet man, daB 
D, C, D, 
a.—l=a,= De Ara und joan oa Dp. Asti, 


so 1aBt sich die Beziehung iB auch schreiben: 


t Aoy1)—8, (Pays — Pes 


hiermit aber cae sich als obere cae von ,P,, wenn man in (24) 
die obere Grenze von « einsetzt: 


Pli=?P 


Ai z+1> 


die gewohnliche Priamie zum nichsthéheren Alter. Man bezeichnet 
diese Art der Bemessung der vom zweiten Jahre an geltenden Primie 
als die z+1-Methode. 

Die Stellungnahme gegen die Zilimersche Methode erklart sich 
hauptsachlich aus dem Hinflu8, den sie auf die Pramienreserve iibt. 
Diese stellt sich naémlich auf 

i—da,+ea 


em Aas 11 Ps beam = 1 dB, 4m — a Bates 
d. i. auf 
eo (A Go Bete (27) 
ist also kleiner als die nach der ey gerechnete 
sgn ee 


z 


um den Betrag 
=i = «(1 fel 


mit wachsendem m niahert sich ,,V, der Hinheit, der Unterschied 
nimmt also mit zanehmender Versicherungsdauer sténdig ab und néhert 
sich der Null als Grenze. 

Zur Illustration einige ziffernmaBige Angaben. Mit den Grund- 
lagen der Tafel VIII findet man fiir die unter (26) ermittelte Grenze 


bei « = 30: « < 0,01033, also 10,3%, des versicherten Kapitals 
» «= 50: ¢< 002821, , 232, ; ‘ J 
Das deutsche Reichsgesetz (s. Fufnote 2u Nr. 382) enthalt eine 
Bestimmung, die auf die Zillmersche Methode hinweist, ohne sie mit 


dem Namen zu bezeichnen, indem von einer Methode der Berechnung 
der Primienreserve gesprochen wird, nach welcher man anfinglich 


392 Finfter Teil. Mathematische Grundlagen der Lebensversicherung. 


nicht die yolle Primienreserve zurtickstellt; der zugehGrige Satz der 
Verkirzung wird mit 123%). begrenzt. Das hieBe also, « mit 123 “oo 
mm. limitieren. Man ist jiingster Zeit hieriiber hinausgegangen. 

Il. Ausreichende Priimie und Deckungsprimie. G. Hickner, der 
den Gedanken vertritt, die grundsitzliche AuBerachtlassung der Ver- 
waltungskosten bei der Deckungskapitalberechnung bedeute einen 
schweren wirtschaftlichen Fehler, bat den Begriff der ausreichenden 
Prémie konstruiert, die sowohl den AbschluBkosten wie den laufenden 
Verwaltungsauslagen Rechnung tragen soll. Bezeichnet man, wieder 
fiir den Fall der Ablebensversicherung, diese Pramie mit P,’, setzt die 
AbschluBkosten mit « in Einheiten des versicherten Kapitals, die 
laufenden Verwaltungskosten mit 6 P,’, also proportional der Pramie, 
an, so ist durch den Rest P,’ — BP,’ sowohl die Versicherung selbst, 
deren Kapital 1 ist, wie auch die AbschluBprovision a, im ganzen 
also 1 + a, zu decken; man hat also zur Berechnung der ausreichenden 
Praémie den Ansatz: 

(ab Lie) a, = A,+ «a, 
woraus 
Py =~, (*t*—-4). (28) 


a, 

Zur Pramienreserveberechnung ist dann die um die laufenden 
Kosten verminderte Pramie P,’ — 6 P= = — d zu verwenden; es 
ergibt sich damit 5 


nd be a le a (= re d) Bo4m 


a 
~i-Gteo=", 2 


und dies stimmt in der Form mit der Zillmerschen Reserve tiberein. 
Die ausreichende Praémie bleibt aber fiir die ganze Dauer der Ver- 
sicherung konstant. 

Die Anwendung dieses Gedankens setzt eine Schitzung von a 
und # auf Grund der gemachten Erfahrungen voraus, wobei auch der 
zukiinftigen Gestaltung Rechnung getragen werden sollte; in der letzteren 
Forderung liegt eine unverkennbare Schwierigkeit. 

G. Engelbrecht erblickt einen Mangel darin, da8 Héckner 
seine Primie am Beginn der Versicherung fiir die ganze Dauer fest- 
setzt; dies habe zur Folge, daB in den Verlauf des Deckungskapitals 
eine Unstetigkeit kommt, wenn sich im Laufe der Zeit die Notwendigkeit 
einer Anderung der Grundiagen herausstellt; dies aber widerspreche 
dem obersten Prinzip, das der Regelung der Deckungskapitalsbestimmung 
dienen sollte, dem Prinzip der gleichbleibenden Uberschiisse. 

Engelbrecht empfiehlt daher die Verwendung einer von jedem 
Versicherungsjahre ab festzusetzenden Deckungsprdmie, die der Forde- 
rung zu gentigen hat, daB das vorhandene Deckungskapital mit dem 
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Barwert der kiinftigen Deckungspriimien zusammen dem Barwert der 
kiinftigen Versicherungsleistungen gleichkommt. Dabei wird grund- 
satzlich verlangt, daB der Barwert der Uberschiisse der Bruttoprimien 
iiber die Deckungsprimien im Verein mit der vorhandenen Ver- 
waltungskostenreserve zur Bestreitung der kiinftigen Verwaltungsaus- 
lagen ausreiche. Uber die erste Deckungspramie aber wird derart 
verfiigt, daB sie auch die Abschlu8provision erfaBt. 

In Ausfiihrung dieser Gedanken hat man, wenn das Deckungs- 
kapital nach m— i Jahren mit ,,_,V,”’, die 21 Beginn des n&chsten 
Jabres geltende Deckungsprimie mit P, bezeichnet wird, bei der 
lebenslinglichen Todesfallversicherung folgende Ansi&tze: 


A,+« 
OP. = ee 
(™)P x= 4s+ Seely 
Bey m~t1 (80) 


a, 4 
ae =e DS eat DP ans = — (i + a) oe 


A ay ve 
jee OP phe ae dy ed ee 


™ ae x4 ™m Bia oy ec+m* 

Die Formel fiir die Prémienreserve nach einem Jahr stimmt mit 
den Formeln nach Zillmer und Héckuer itberein und die Uberein- 
stimmung mit der letzteren Rechnungsweise dauert auch weiter an, 
wenn die Verwaltungskosten als unveriinderlich angesehen werden 
koénnen und wie in dem angenommenen Kalle dic Pramienzahlung bis 
zum Ablauf der Versichereng dauert. Die Methoden gehen erst aus- 
einander, wenn sich die Notwendigkeit einer Anderung der Grundlagen 
einstellt; nur entsteht dann die Frage, ob die neue “Deckungspriimie 
in der Brattopramie Platz findet, sofern diese beibehalten werden soll. 

IIL Hine aus jiingster Zeit stammende Methode will von der 
Mindersterblichkeit in der Anfangsperiode Gebrauch machen, um die 
Mittel zur Bestreitung der ersten Unkosten zu gewinnen, und rechnet 
das Deckungskapital nach der Formel 


Ae ie Ae aA ay Eee Br] +m (31) 


in welcher die Pramie P, nach der SchluBtafel, also gréBer als fir 
die Tariferstellung, bestimmt ist, wahrend A... , 34, nach der 
Selekttafel ermittelt sind. Darum nennt ihr Autor Dawson diese in 
Amerika cingefiihrte Methode ,,Select and Ultimate Method“ 

Thr steht eine in England gebriuchliche Methode gegenitber, die 
den gleichen Zweck in anderer Weise zu erreichen sucht; sie ver- 


wendet in den ersten Jahren eine Aggregattafel (H™) und nach Auf- 
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héren der Auslesewirkung eine SchluBtafel, jedoch mit Beibehaltung 
der nach der Aggregattafel berechneten Nettopramie, die kleiner ist 
als. die der SchluBtafel entsprechende. 


§ 2. Pr&mienreserven verschiedener Versicherungskombinationen. 


377. Pramienreserve der lebeusianglichen Todesfallver- 
sicherung. Fiir die Pramienreserve der gewéhnlichen Todesfallver- 
sicherung gegen lebenslingliche Pramienzahlung sind in Nr. 370 
mehrere Ausdrucksformen gefunden worden: 


oy aa AT a EB; ao4m (32) 
Moe eae iS 

nV = ok Deereian (33) 

Be eS aoa a dg, By 4 sn (34) 

BV oes (35) 


a, 


Vermége (35) ist 


a , 
ztm+m 
mane =i1—- ae 


a ‘ a , 
V r+m+em az+m “z+m+m V V 
z a a a (1 m «) fe! m' ie 
‘2 x z+m 


Hiernach hat man 

1— V,~( =a V,) (A ahd Ved) 

Li ie a ¢! i 2V.) (i <_ hay) aa fe! jos ira) (i —a ie qd = 1¥ 249) 
usw., so da allgemein: 

nice =1— (1 eux ifs) e! TS Vets e! pa <Vouu: ey e! ~— iF ea (36) 


Diese Darstellung 148t erkennen, daB ,,V, mit zunehmendem m be- 
standig wichst, weil die binomischen Faktoren durchwegs echte 
Briiche sind. 

Die folgende Tabelle, eine weitere Ausfiibrung der in Nr. 349 
mitgeteilten, zeigt, wie sich die Gesamtreserve von 1273 Personen im 
Alter von 90 Jahren, die gegen jibrliche Pramienzahlung fiir den 
Todesfall aut das Kapital 1 versichert sind, und wie sich deren Einzel- 
reserve von Jahr zu Jahr entwickelt. Der aus der zitierten Tabelle 
heriibergenommene ,,Rest bildet bereits die Gesamtreserve, und ihr 
Quotient, mit der Anzah! der Uberlebenden als Divisor gebildet, liefert 
die Hinzelreserve. Hiernach hat eine auf 100 lautende Police dieser 
Art, auf welche die jahrliche Primie von 34,12 zu zahlen ist, am 
Ende des ersten Jahres einen versicherungstechnischen Wert von 5,5, 
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am Ende des sechsten Jahres einen Wert von 27,7, am Ende des 
zwolften Jahres den Wert Null, da sie eben mit dem ganzen Betrag 
von 100 ausbezahlt wurde. 


_Uberlebende e | Gesamtreserve | Ei Einzelreserve 


Versiche- 


Pangejehr : am Seblusse desselben 
age 871 47,60 | 0,058 
2 675 =| ~Ss«0,71 0,106 
3 366 | (86.86 0155 
sf 229 44.09 0,199 
5 129 31,02 0.240 
6 | 71 19,66 0,277 
1 37 11,42 0,309 
8 | 19 6,88 0,362 
9 9 383 | 0,426 
10 4 214 0,535 
11 1 0,63 0,68 
12 0 0,00 0,000 


Bisher war an konstante Primienzahlung gedacht. Findet eine 
Abstufung in der Praémienzahlung statt, z. B. in der Weise, daB mit 
dem 6. Versicherungsjahre eine arhahte oder ermaBigte Primie in 
Kraft tritt (Nr. 354), so gestaltet sich die Pramienreserveberechnung 
verschieden, je nach dem Termin, fiir welchen sie gemacht wird. 
Bei m <5 wird 


SUS = A,, pices in Geek necm si teenies 


oder, wenn man ,_,,|a,,,, ersetzt durch a... — js ma,! 
pie Al. —% ee Bee tole heals te) ds noes (37) 
bei m > 5 aber ist 
ma =A oD gn a ap atm: : (37*) 


378. Pradmienreserve der lebenslanglichen Todesfaliver- 
sicherung bei abgekiirzter Primionzahlung. Das Alter des 
Versicherten sei 2, die Préimienzahlung habe nach ¢ Jahren aufzuhéren. 
Vor Ablauf der Primienzahlung, also bei m <?, ist 


nv2= = Anam as so le—mn+ m9 (38) 
nach Aufhéren der Dee oesh tos also bei m >t 
™ VY. =x Ana (38*) 


379. Pr&mionreserve der gemischien Versicherung. Das 
Alter des Versicherten sei x, die Versicherung sei zum Alter x +n 
(= 50, 60, 65, 70 sind tibliche Ziele) abgeschlossen und langstens bis 
zu diesem Alter sei die Jahrespramie 


p,=—-d 


|n@x 


zu zahlen. 
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Die Pramienreserve betrigt nach m Jahren 


mVe ye Az + m,nom P: ie |n—maz +m 


ome 
= 1 —d ln—m@24m ae (eee a) \n—mee+m 
a 
ceatil eoee Set (39) 
ne 


die Forme] hat dieselbe Struktur, wie die Formel (35), Nr. 3:7, hei 
der gewéhnlichen Todesfallversicherung, mit dem Unterschiede, daB 
die Renten bei dem Alter «+» aufhGren. 

Bei m=n wird ,V,=1, weil \a,,, = 0 ist. 

Mit den Grundlegen “der Tafel VII? ergibt sich, wenn z = 30 und 
x+n = 6d ist, 


mye * | 26840 Sr its ies = = 
So yg oe 
20 M39 = 1 a ae 1 18,599 0,42830 ; 


auf eine Police mit der versicherten Summe 1000 entfallt aiso nach 
10-jahrigem Bestande die Reserve 185,76, nach 20-jihrigem Bestande 
die Reserve 428,30. 


330. Primienreserve der Erlebeusversicherung mit 
Primienriicokgewéhr. Die Person (7c) sei auf das Kapital 1 ver- 
sichert fiir den Fall, daB sie das Alter x + erlebt, gegen jahrliche 
durch die Versicherungsdauer wahrende Primienzahiung mit der weiteren 
Bedingung, daB die eimgezahlten (Brutto-) Pramien riickzuerstatten 
sind, wenn der Tod vor Erreichung des Termins eintreten sollte. Die 
Nettopramie sei P,, die Bruttopramie P,’; tiber die Bestimmung beider 
sehe man Nr. 347. 

Zur Bestimmung der Primienreserve fiir einen gegebenen Termin 
empfiehlt sich die retrospektive Methode. Nach dieser bewerten sich 
die Nettoeinnahmen des Versicherers im Zeitpunkte des Vertrags- 
absehlusses mit P, |,,0,; seine Ausgaben betragen P,’ (1A), weil 
sich die Primienriickgewihr als steigende abgekiirzte Ablebensver- 
sicherung darstellt, die mit P,’ beginnt und jahrlich um diesen Betrag 
wichst. ee auf denselben Zeitpunkt gerechnete Primienreserve hat 


den Wert - ais mV: Man hat also zu ihrer Bestimmung den Ausatz: 


D 
RS ay phe 5 


PD; lam 7 oa ged (TA)»,74 . (40) 


381. Primienreserve der gemischten Versicherung mit 
Pramienrtiickgewahr. Die Primienriickgewahr sei eine unbedingte; 


Il. Abschnitt. Primienreserven. 397 


dann gilt die in Nr. 356, (6) ermittelte Nettoprimie P und die aus 
ihr nach der dortigen Festsetzung abgeleitete Bruttoprimie P’. 

Soll die Pramienreserve nach m Jahren bestimmt werden, so sind 
die bis dahin gemachten Priimieneinnahmen und die Ausgaben zu 
bewerten; fiir die ersteren, bezogen auf den Zeitpunkt des Versiche- 
rungsabschlusses, gilt der Ausdruck P,,a,; die letzteren sind mit 
mA, + P’ (TA),,m anzusetzen, denn sie bestehen aus den Zahlungen 
in den bis dahin eingetretenen Todesfillen und in den Riickerstattungen 
der Bruttoprimien in eben diesen Fallen. Die anf denselben Zeitpunkt 


‘ ‘ D 
reduzierte Priimienreserve hat den Wert 2 mV, Man hat also 2u 
x . 


ihrer Bestimmung die Gleichung: 


D 


Dp. mee = a cai aa Im4e a P’ (TA)2,3]- (43) 


§ 3. Rickkauf, Umwandlung in sine pramienfreio Versicherung, 
Abanderung. 


382. Worbemerkung. Die Taisache, daB bei den tiblichen 
Arten der Primienzahlung eine Prémienreserve sich ansammelt, ge- 
bildet aus Teilen der Pramien, die iiber das unmittelbar zu deckende 
Risiko hinausgehen, lést in den Fallen, in welchen der Versicherungs- 
vertrag einen andern als den normalen Ablauf findet, eine Reihe von 
Fragen aus. Diese Fragen sind darauf gerichtet, ob bei vorzeitiger 
Lésung des Vertrages, sei es von Seite des Versicherers, sei es von 
Seite des Versicherungsnehmers durch Kiindigung oder Einsiellung 
der Pramienzahlung, dem Versicherten ein Anspruch auf die seiner 
Police entsprechende Pramienreserve tiberhaupt gebiihrt, und wenn 
diese Frage Bejahung findet, wie dieser Anspruch zu bemessen ist. 

Bei der Entscheidung hieriiber kénnen rechtliche Erwigungen 
allein nicht maBgebend sein; vielmehr mu8 die ganze Natur des Ver- 
sicherungsgeschaftes, miissen die Voraussetzungen, auf welchen es be- 
ruht, die versicherungstechnischen Konstruktionen, die zur Bemessung 
der Pramie und zur Feststellung der Primienreserve fiihren, dabei in 
Riicksicht gezogen werden. 

Die Praxis hat, wie in den meisten anderen Belangen, so auch 
hier der Theorie vorgearbeitet und Mittel und Wege gesucht, um zu 
einer beide Teile befriedigendex Orduung von Sachlagen zu gelangen, 
die sich aus Vertragslésungen ergeben. 

Waren die Dinge bis in die jiingste Zeit der freien Ubereinkunft 
iiberlassen, so sind sie gegenwiartig dort, wo der Versicherungsvertrag 
durch gesetzliche Regelung auf den Boden des Rechtes gestellt wurde, 
wenigstens in den Grundztigen unter feste Normen gestellt. Die Ge- 
setzgebung hatte diese Normen nicht etwa erst neu zu bilden, sie 
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hatte vielmehr aus der Mannigfaltigkeit der gebraéuchlichen Geschifts- 
praktiken durch sorgfaltige Vergleichung und Prifung an den Er- 
gebnissen wissenschaftlicher Forschung das herauszugreifen, was nach 
den heutigen Verhéltnissen und Auffassungen ais rechtlich anzuer- 
kennen ist. So enthalten denn die Gesetze und Gesetzentwiirfe*) tiber 
den Versicherungsvertrag nur die Grundlinien, nach welchen die bei 
vorzeitiger Lésung des Vertrags eintretenden Aktionen des Riickkaufs 
und der Umwandlung des bestandenen in einen neuen pramienfreien 
Vertrag zu behandeln sind. Die Hinzeldurchfiihrung wird dabei in 
zweckmabiger Weise dem Hrmessen des einzelnen Versicherers tiber- 
lassen, der allein imstande ist, sie den besonderen Verhiéltnissen seines 
Geschiftsbetriebes anzupassen; fiir den Schutz des Versicherten ist 
dadurch gesorgt, da alle beziiglichen Bedingungen, die einen Teil 
der Versicherungsbedingungen zu bilden haben, der Genekmigung durch 
die dazu berufenen Behérden (Aufeichtsimter) vorbehalten sind. 


383. Riickkauf. Der Riickkauf ist eine Auflésung des Ver- 
sicherungsvertrages gegen Barabfindung des Versicherten. Das Recht 
auf Riickkauf wird nur bei solchen Versicherungen eingeraéumt, bei 
welchen das versicherte Ereignis mit Gewi8heit eintreten wird, und 
nur dann, wenn das Vertragsverhaltnis mindestens drei Jahre he- 
standen hat (im deutschen Vertragsgesetz ist diese Bedingung bei 
einmaliger Primie aufgehoben) und die Primie fir diesen Zeitraum 
gezahlt worden ist; dies die allgemeinen Grundsétze in den vorhin 
genannten drei Vertragsgesetzen. 

Die erste Bestimmung hat ihren Grund in der Konstruktion der 
Priimie und in dem Zweck, der sich daraus fiir die Primienreserve 
ableitet. 

Als typische Falle seien betrachtet die Erlebensversicherung und 
die Todesfallversicherung, beide gegen fortlanfende Primienzahlung. 

Bei der Erlebensversicherung ist die Pramie unter Beriicksichti- 
gung der vor Ablauf des Termins gemi® der verwendeten Tafel zu 
erwartenden Todesfalle bemessen, die mindernd auf sie einwirken. 
Stirht ein Versicherter, so wird die auf ihn entfallende Pramien- 
reserve nicht frei, dient vielmehr dazu, die Pramienreserve der Uber- 
lebenden auf die erforderliche Héhe zu bringen (Nr. 369),.bis sie bei 
den den Termin erlebenden zur versicherten Summe anwichst. Lost 


1) Das deutsche ,,Gesetz tiber den Versicherungsvertrag vom 7. Mai 1908 
trat am 1. Januar 1910 in Kraft; mit demselben Tage erlangte das ,,Bandes- 
gesetz tiber den Versicherungsvertrag vom 2. April 1908" in der Schweiz seine 
Rechtswirksamkeit. Im alten Osterreich ist ein ,Gesetz tiber den Versicherungs- 
vertrag* unter dem 24, Juli 1917 erlassen worden Diese zeitlich fast zusammen- 
fallenden Gesetzgobungswerke zeigon auch materiel! Abnliches Gepriige, was bei 
dem internationalen Betriebe des Versicherungswesens von groBer Bedeutung ist. 
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demnach ein Versicherter vorzeitig den Vertrag, so hat er auf die 
seiner Police entsprechende Primienreserve keinen Anspruch, weil es 
nicht sicher ist, daB es bei Aufrechterhaltung des Vertrages zu einer 
Leistung des Versicherers an ihn kommen wiirde. 

Anders steht es bei der Todesfallversicherung. Hier dient die 
auf eine Versicherung entfallende Pramienreserve bei dem wann immer 
eintretenden Tode mit zur Bestreitung der Versicherungaleistung; 
wird also der Vertrag geldst, so ist der Versicherer der Verpflichtung 
zur Auszahlung der versicherten Summe, welche Verpflichtung bei 
Aufrechterhaltung des Vertrages einmal sicher eintreten wiirde, ent- 
hoben; die Praémienreserve wird frei, fiir den Versicherten erwachst 
daraus ein berechtigter Anspruch. 

Die zweite Bestimmung ist zum Schutze des Versicherers gegen 
Verluste notwendig, die sich ergeben, wenn Versicherungsvertrige ge- 
lést werden, bevor noch die mit der Anwerbung verbundenen erheb- 
lichen Kosten abgetragen sind. Daher die gesetzliche Aberkennung 
- eines Anspruchs des Versicherten auf seine Primieureserve vor Ablauf 
von drei Jahren. 

Fiir die Bemessung der Barabfindung, des Riickkaufswertes, nehmen 
die modernen Vertragsgesetze die Pramienreserve als Grundlage. Dab 
aber nicht auf die ganze Primienreserve Anspruch erhoben werden 
kann, ergibt sich aus folgenden Erwdgungen. 

Die Versicherung steht nur als Massenunternehmen auf ge- 
sicherter Basis. Jede Schmilerung des einmal unter Aufwand von 
Mitteln erworbenen Umfangs bedeutet eine Erschiitterung dieser 
wesentlichen Grundlage ihrer Rechnungen, begriindet also eine Schad- 
loshaltung des Unternehmers. 

Es ist richtig, deB mit der Versicherung ein Sparvorgang ver- 
bunden ist, aus dem eben die Praémienreserve hervorgeht; aber nicht 
um ein persdnliches Sparen des einzelnen Versicherten fiir seine Ver- 
sicherung, sondern um ein Sparen aller fiir alle handelt es sich. Die 
Primienreserve des Hinzelnen hat nur als Durchschnittswert einen 
Sinn; die fiir seine speziellen Verhiltnisse wirklich notwendige Re- 
serve li8t sich nicht bestimmen, weil sich diese Verhiltnisse der 
Kenntnis, jedenfalls aber der Bewertung entziehen. Bei der Vertrags- 
lésung, hier dem Riickkauf, kommen aber neben wirtschaftlichen auch 
persdnliche Momente ins Spiel, und es liBt sich die Vermutung nicht 
von der Hand weisen, daB diese letzteren in der Mehrzahl der Fille 
zu ungunsten des Versicherers ausschlagen. Personen, die sich einer 
guten Gegundheit erfreuen und darum noch nicht mit dem Tode zu 
rechnen brauchen, werden sich leichter zum Riickkauf entschlieBen, 
als solehe, die wegen erschiitterter Gesundheit wenig Hoffaung suf 
ein langes Leben haben; die ersteren fithlen auch noch, daf sie, wenn 
es ihre wirtschaftliche Lage gestatten sollte, spater eine neue Ver- 
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sicherung eingehen kénnen, die letzteren miiBten mit einer Ablehnang 
rechnen. Riickkiufe lassen also wegen der dabei, wenn auch zum 
Teil unbewu8t getibten Antiselektion eine Verschlechterung des Risiken- 
gemisches befiirchten. Untersuchungen tiber den Sterblichkeitsverlauf 
der Riickkiufer, die geeignet wiren, ein MaS fir die finanziellen 
Folgen der Riickkaéufe gewinnen zu lassen, sind schwer ausfiihrbar, 
weil mit der Auflisung des Vertrages die weitere Beobachtungsmég- 
lichkeit aufhért oder doch sehr erschwert wird. Ansdtze in diesem 
Sinne sind schon gemacht worden.') 

Mit der Liésung des Vertrags und dem damit verbundenen Auf- 
héren der Pramienzahlung ist der Versicherer des weiteren geschadigt, 
weil ihm Verwaltungszuschlage und Gewinnaussichten verloren gehen, 
mit denen er bei AbschluB des Vertrages rechnen konnte. 

Aus all dem geht hervor, daB Riickkaufswert — und das wire 
der eigentliche Zeitwert der einzelnen speziellen Police — und Praémien- 
reserve nicht identisch sein kénnen, da8 der Versicherer berechtigt 
ist, sich durch einen Abzug an derselben schadlos zu halten. 

Wie dieser Abzug zu bemessen ist, dafiir lassen sich bei der 
Verschiedenheit der maBgebenden Umstinde allgemeine Regein nicht 
angeben. Als Anhaltspunkt kénnte die folgende Erwaigung dienen. 
Ist die Nettoreserve bestimmt, denkt man sich die ersten Unkosten 
a auf die ganze Dauer der Pramienzahlung gleichmafig verteilt, den 
Entgang an Verwaltungskosten und Zinsgewinn mit einem Bruch- 
teil 8 der Bruttopramie P,’ veranschlagt, so ware der Abzug von der 
Prémienreserve, wenn der Riickkauf m Jahre nach Abschlu® der Ver- 
sicherung erfolgt, als Barwert der noch ausstindigen Pramienteile 


a + BP/ mit le ob BP,’) &,,, 2u bestimmen. Ist hingegen auf die 


ersten Unkosten schon bei der Legung der Prémienreserve Riicksicht 
genommen (s. Nr. 376, I, dann entfallt der darauf beziigliche Teil 
und der Abzug betragt dann bloB 6 P,’a,,,,.*) 
In dem Entwurf zum schweizerischon Bundesgesetz war die auch 
in den deutschen Geseizentwurf tibernommene Bestimmung getroffen, 
der Abzug solle mit 3°, der versicherten Summe bemessen werden. 


Die fachmiénnische Kritik wandte sich gegen diese oder eine ahnliche 


1) Se von J. Fredholm (Berichte ete. des V. intern. Kongr. f. Versich.- 
Wiesensch., Berlin 1906, II. Bd., p. 187-140); seine Ergebnisse gestatten aber 
kein abschlieSendes Urteil, weil die Falle, die sich der weiteren Verfolgung ent- 
zogen hatten, ganz wokl eine wesentliche Anderung der Resultate herbeiftihren 
kénnten, die in der vorliegonden Form das Vorhandensein einer nachteiligen 
Antiselekiion eher bezweifeln lieBen. 

2) ©. Landré, Mathem.-techn. Kapitel zur Lebenaversich., 3. Aufi., Jena 
1905, p. 398, bezeichnet 8°/, bei Nettoreserve, 5°/, bei Zillmerreserve als eine 
mogliche Wahl fiir 6. Vgl. bierzu Verdffentl. d. deutschen Vereins f. Versich.- 
Wissengch., Heft I (1903), p. 88—97. 
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Festsetzung, da damit den tatsichlichen Verhiiltnissen nicht entsprochen 
sei, die tiberhaupt eine allgemein geltende Regelung nicht vertriigen. 
Tataichlich sprechen die in der FuBnote p. 398 namhaft gemachten Ver- 
tragsgeseizeDeutschlands. der Schweiz undOsterreichsnur dieBerechtigung 
zu einem Abzug aus, tiberlassen aber seine Festsetzung in jedem ein- 
zelnen Falle den Versicherungsbedingungen. Das deutsche Gesetz figt 
hinzu: ,Ist fiir den Abzug mit Genehmigung der Aufsichisbehérde in 
den Versicherungsbedingungen ein bestimmter Betrag festgesetzt, so 
gilt dieser als angemessen.“ 

Die zwei tiblichsten Arten der Bemessung des Abzuges an der 
Praémienreserve bestehen in der Stipulierung eines festen Prozentsatzes 
einerseits und in der Aufstellung einer mit der wachsenden Pramien- 
reserve sinkenden Prozentskala.1) Hs ist vielfach tiblich, die Ritick- 
kaufswerte fiir eine Reihe abgelaufener Versicherungsdauern in die 
Police aufzunehmen, so daB der Versicherte tiber den Wert seiner 
Versicherung zu verschiedenen Zeiten von vornherein im Klaren ist. 

384. Umwandlung in eine primienfreie Versicherung. Bei 
der Urnwandlung wird der Versicherungsvertrag unter derart geanderten 
Bedingungen weiter gefiihrt, daB fiir den Versicherten jede weitere 
Prémienzahlung aufhért, waihrend dementsprechend der Versicherer 
die urspriinglich vereinbarten Leistungen (versicherte eels Rente; 
Versicherungsdauer) reduziert. 

Die Zulassung der Umwandlung ist ei Gebot der Netwonaigedt 
da bei so langfristigen Vertrigen in den Verhiltnissen des Versicherten 
leicht solche Anderungen eintreten kénnen, die ihm die weitere Pri- 
mienzahlung unmdglich machen, wahrend er gerade dann auf mig- 
lichste Erhaltung der mit der eingegangenen Versicherung verbundenen 
Vorteile sehen muB. 

Das Recht auf Umwandlung kann allen Versicherungskombinationen 
gegentiber getibt werden; doch schreiben die erwéhnten Vertrags- 
gesetze auch in bezug auf diese Transaktion eine Wartefrist von drei 
Jahren vor, wiahrend welcher die Pramien gezahli sein miissen. 

Als Grundlage fiir die Bemessung der abgeanderten Leistungen 
des Versicherers hat die zur Zeit der Umwandlung (das deutsche Ge- 
setz verlegt diese an das Ende der laufenden Versicherungsperiode 
[Versicherungsjahr]) vorhandene Primienreserve zu dienen.*) Doch 


1) Das noch geltende Ssterreichische Versicherungsregulativ (Verordnung 
vom 6. II. 1896) bestimmt in § 12, daB der Riickkaufswert entweder in einem 
konstanten Verhaltnis zur Priimienreserve gehalten werden kénne und dann 
mindestens 75°/, derselben su betragen habe, oder da8 er in bis zur vollen Re- 
serve steigender Skala zu bestimmen sei, die mit wenigstens 60 °/, zu beginnen habe. 

2) Die Bestimmung der reduzierten Versicherungssamme wird mitunter 
auch auf eine andere Basis gestellt und beispielsweise bei der gemischten Ver- 
sicherung nach dem Verhilinis der abgelaufenen zur vereinbarten Versicherungs- 
dauer vorgenommen (s. weiter unten). 

Czuber, Wahrecheinlichkeitsrechnung. HZ. 3, Aufl. 26 
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réumen die Vertragsgesetze auch hier das Recht auf eine Kiirzung 
ein, deren Ausmaf sie den der Genehmigung unterliegenden Ver- 
sicherungsbedingungen iiberlassen.’) Die Kirzung ist hier hauptsach- 
lich durch den Umstand begriindet, daB dem Versicherer wegen des 
Aufhérens der Pramienzahlung die ferneren Zuschlage entgehen. 

Die Umwandlung geschieht entweder iiber Verlangen des Ver- 
sicherten oder auwtomatisch, wenn ihm wegen unterbliebener Prémien- 
zahlung der Vertrag seitens des Versicherers gekiindigt worden. 
Unter gewissen Voraussetzungen ist mitunter nach vollzogener Um- 
wandlung eine Reaktivierung der urspriinglichen Versicherung zulassig. 

Das versicherungstechnische Prinzip der Umwandlung besteht 
darin, die neue beitragsfreie Versicherung derart zu gestalten, da8 ihr 
Barwert der den Versicherungsbedingungen entsprechend gektirzten 
Praimienreserve gleichkommt. MaSgebend fir diese Rechnung sind 
das Alter und (nach dem deutschen Vertragsgesetz) die Rechnungs- 
grundlagen zur Zett der Umwandlung, so daB, wenn seit Abschlu8 der 
Versicherung eine Anderung dieser Grundlagen erfolgt ist, bei der 
Umwandlung die neuen Grundlagen zur Verwendung kommen. 

Wenn in den folgenden Beispielen unter ,V, die volle Netto- 
pramienreserve verstanden wird, die nach #¢ Versicherungsjahren, 
also nach Bezahlung von ¢ ganzen Jahresprémien vorhanden ist, so 
geschieht dies wegen des theoretischen Interesses, das den unter 
dieser Annahme entstehenden Resultaten zukommt. In der Praxis 
wird unter ,V, die im Sinne der Bedingungen gektirzte Reserve zu ver- 
stehen gein, sofern sich die Umwandlung iiberhaupt auf die Pramien- 
reserve stiitzt. 

Erstes Beispiel. Eine Erlebensversicherung auf das Kapital 1, 
lautend auf das Leben (x) und fallig nach » Jahren, wird nach Be- 
zahlung von ¢ Prémien von der (Netto-) Hohe 


P — Dean 
. i bes Pane 


aufgegeben; es ist das reduzierte Kapital ,W zu bestimmen. 
Nach dem oben aufgestellten Grundsatze muB 


; P WH eel 
sein, woraus sich 
F; 
W = — (42) 


na-—t z4+¢ 


ergibt. 


1) Das vorhin zitierte dsterreichische Versicherungsregulatiy verlangt noch 
die Zugrundelegung der vollen Reserve. Das Gesetz aber behalt die benxtig- 
lichen Bestimmungen den der behérdlichen Genchmigung unterliegenden Ver- 
sicherungsbedingungen vor. 
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Man kann sich von der Richtigkeit dieses Vorganges durch 
folgende Betrachtung tiberzeugen. 

Die sukzessiven jahrlichen Einzahlungen des Versicherten kénnen 
als einmalige Praimien fiir bestimmte Anteile des versicherten Kapitals 
angesehen werden; auf diese Anteile hat der Versicherte einen recht- 
lichen Anspruch, wenn er den versicherten Zeitpunkt erlebt. 

Mit der ersten Primie P, sichert sich (x) das Kapital 


da er mit ,E, sich das Kapital 1 sichern wiirde; die zweite Primie 
begriindet den Anspruch auf die Summe 


die dritte auf 


usw. die tte Pramie auf 


E 


? 
a~t4+i~et+t-1 


wenn hier die Zahlung aufhért, so hat (7) im Alter « + Anspruch 
auf das Kapital 


1 1 i t 
Les Tid ace tie ae epee al +g} 
* ale id ns 41 zs n—2He+s a ante ite y toi 
Sp ee wen Patty eo zee 
7 Deen Prin Prin Din 
cap Nz — Nase Ne Nee: 1 
si Dyn Dea ss 


1) Schreibt man diese Gleichung in der Form 
Seine ATS ea 1 
— Dit-++ + Das nns 1p Pest t et Perens 
7 Be SO, <i yp 
und beachtet, daB wegen des Fallens der Zahlen D, mit zunchmendem Zeiger 
Dagr to FDe nO — OD, 


De eet Dayini >tDyy: 
ist, so folgt daraus 


iW 


1 4 
ae ras ey 
die Bestimmung der reduzierten Versicherungssumme nach dem Verhiiltnis der 
abgelaufenen zur vereinvarten Versicherungsdauer fiibrt also zu einem kleinsren 
Betrag, als er sich aus der vollen Primienreserve ergibt. 


26° 


404 Finfter Teil Mathematische Grundlagen der Lebensversicherung. 


Nun ist nach Nr. 370, (0), 


oS es ee ee D4: V 
No Ne Doia. ‘3 
und 
OF. aps 


es ~~ n—tetes 
folglich in der Tat e 
ie nee 

Zweites Beispiel. Eine lebenslingliche Todesfallversicherung auf 
das Kapital 1 ftir das Leben (x) wird nach ¢ Prémienzahlungen von 
dem (Netto-) Betrage P, storniert; auf welches Kapital hat die bei- 
tragsfreie Police zu lauten? 

Dieses Kapital ,W ergibt sich aus dem Ansatze: 


WA, me 
mit 
we 
1s me A, +é 
Dea nun [Nr. 377, (22)] V,=A,,,—P,a,,; und sa = Pia, “ 80 
Z+t 
hat man in auderer, bemerkenswerter Darstellung: 
Ps 
W=1-— ate (43) 


Stellt hasepiclewaise eine Person, die sich mit 30 Jahren ver- 
sichert hat, nach 20 Jahren die Primienzablang ein, so erhalt sie 
nach den Grundlagen der cee VU eine beitragsfreie Police, lantend auf 


0,01762 


a. h. auf ee des ae Kepitalos: in praxi etwas weniger. 
Die Formel (43) ist ein spezieller Fall einer allgemeinen Formel, 
die mit gewissen Hinschrinkungen fiir alle Versicherungsarten gilt. 
Ist P die jahrliche gleichbleibende Primie fiir eine Versicherung, 
‘P die Praémie, dio fiir dieselbe Versicherung gezahlt werden miiSte, 
wenn der Abschlu8 ¢ Jahre spiter erfolgte, so wiirde sich die Person, 
wenn sie von da ab die Primie ‘P zahlte, das Kapital 1, durch die 


Primie 1 also das Kapital - sichern; da aber die Pramie P in 
Kraft ist, so ist durch ihre weitere Zahlung das Kapital ~ = Gesichert, 


das jedoch entfalit, wenn die Primienzahlung zu der epee 
Zeit aufhért: folglich ist das reduzierte Kapital: 


P 
Li Biers Hee: (44) 
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Die Formel ist nicht anwendbar, wenn der versicherte Vorteil 
sich mit der Zeit iindert, wie bei Primienriickgewahr, oder wenn die 
Prémie veriuderlich ist; sie setzt voraus, da8 ‘P so lange liuft, als 
dies bei P der Fall wiire, wenn die Primienzahlung vertragsmifig 
fortdauerte. 

Demnach ist bei einer auf » Jahre abgekiirzten Priamienzahlung 
bei lebenslanglicher Todesfallversicherung 


ig 


We-—_ 1 ib Rr 
: meres? 
wobei _P, = “2. 
|n®z : 


Bei einer durch » Jahre aufgeschobenen Leibrente vom Jahres- 
betrage 1, wenn die fiir die Aufschubszeit vereinbarte Primienzahlung 
nach ¢ Jahren eingestellt wird, ist der reduzierte Rentenbetrag W 
gleichfalls nach Formel (44) zu rechnen; dabei ist, wenn x das Alter 
- der Person bei Begriindung der Rente, 


te z+n 
ei Ne 
‘Pp a Nee 
U Aol fons pane 
folglich wird 
Wa Nat Netn _ Ne— Nase 
: i Be Be Noe Nee 


Wenn also beispielaweise ein 30-jahriger sich eine mit dem voll- 
endeten 60. Lebensjahre beginnende Altersrente von 500 versichert, 
nach 20 Jahren jedoch zur Hinstellung der Primienzahlung gendtigt 
ist, so wird ihm die Rente auf 

XN, so — Ns 


436 490 
ee 00 


Wee? 500 = F735 500 — 403,88 


reduziert; dabei sind die Grandlagen der Tafel VIII benutzt worden. 


335. Abénderung einer Versicherung. Neben der Umwand- 
lung einer Versicheruug auf Pramuienfreiheit ergeben sich aus dem 
Wechsel in den wirtschaftlichen Verhéltnissen und Bedtirfnisson der 
Versicherter: noch verechiedens andere Transakiionen, die man auch 
aie Umwandlungen oder Abinderungen der urspriinglichen \ ersiche- 
rung bezeichnen kann. Es handelt sich dabei um eine Anderung der 
Versichersagssumme , oder um den Ubergany zx ciner andern Ver- 
sichernngskombination, zu seiner andern Versicherungsdauer, m einem 
andern Modus der Primienzahlung, vachdem die Versicherung schon 
eine Zeitlang in Kraft war. 
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Das Prinzip, nach welchem dabei vorgegangen wird, besteht 
darin, daB man die Summe aus der zur Zeit der Abanderung vor- 
handenen Primienreserve und dem Werte der kiinftigen Pramien- 
zahlungen gleichsetzt dem auf diese Zeit bezogenen Werte der eventuell 
abgeiinderten Versicherung. Aus dieser Gleichung berechnet sich die 
unbekannte Gréfe. Mitunter wird die Prémienreserve mit einem etwas 
gekiirzten Betrage (Abinderungsspesen) in die Rechnung gestellt. 
Noch ist zu bemerken, daB bei angesuchter Umwandlung eme Arzt- 
liche Untersuchung verlangt wird, wenn sich das Risiko des Ver- 
sicherers erhéht, wie etwa bei Erhéhung der Versicherungssumme, 
bei dem Ubergang von einer kurzen Todesfallversicherung zu einer 
lebenslianglichen oder zur gemischten u. 4. 

Zur Erlauterung es Vorganges mégen die folgenden Beispiele 
dienen. 

Erstes Beispiel. Hine durch n Jahre in Kraft stehende, urspriing- 
lich auf das Leben (7) abgeschlossene Todesfallversicherung mit dem 
Kapitale c soll in eine ebensolche Versicherung suf das gréBere 
Kapital C umgewandelt werden; es ist die weiterhin zu zahlende 
Nettoprimie P’ zu bestimmen. 

Dem obigen Grundsatze gemaé8 hat man die Gleichung 


4 ot a Rd eof ES: i) 


zu bilden; he ist nun wenn P die eae Jahresprimie war, 


Ve A, tn %4n3 nach Hinsetzung dieses Wertes ergibt sich: 
p’— P= ae (Ome). (45) 


BR 


Diese Formel hitie unmittcibar hingeschrieben werden kénnen; 
sie besagt, daB die Primienerhéhung gleich ist der vom Zeitpunkte 
der Abanderung an zahlbaren Prémie fiir die Kapitalserhdhung. 

Bei C<c ergibe die Forme) den PramiennachiaS. 


Zweites Beispiel. Nach n-jihrigom Bestande soll eine Todesfall- 
versicherung mit lebenslinglich bedungener Pramienzahlung derart ab- 
geindert werden, da® die Primienzahlung bei dem Alter ¢ aufhdrt, 
d. h. daS am Beginne des ¢-ten Lebensjahres die letzte Primie gezahit 
wird. Kis handelt sich um deren Hohe P’. 

Aus dem Ansatze 


ie lidar Oech oo 


win} 


wenn man darin v. sas A, %4nF ersetzt, wobei P die alte 
Priimie bedeutet, ergibt sich: 


Dy N, 
Pi ae Pie eee 
lt—x—n®z in RE eo 
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Die Primienerhéhung macht 


, N, 
SNS 


z+N 


P. 


aus. 

Wird z. B. bei x = 30 nach n = 20-jébrigem Bestande die 
Prémienzahlung zum Alter t= 70 abgektirzt, so betrigt die neve 
_ Praémie nach den Grundlagen der Tafel VIII 


p _ Nw __ 184 709 
N.—N;, 159 181 


die friihere Primie erhdht sich also um 16%, ihres Betrages. 
Drittes Beispiel. Die lebenslingliche Todesfallversicherung soll 
n Jahre nach Abschlu8 in eine gemischte Versicherung zum Alter 
t(>x+n) umgewandelt werden; zu bestimmen ist die neue Primie P’. 
Dieselbe ist zu rechnen aus dem Ansatze: 
n he =F lfoe-a etn Pp’ = A 


t+njt—-x—n}? 


P = 1,1603 P; 


ersetzt man .V, durch seinen Wert 1 — — 


und A,, fren durch 
1 — dj, ,_ 8,4, 90 ergibt sich: 


fie 2 REESE 

B, jt-c-n8z—s 

der alten Pramie 
1 

P= can at d 

gegentiber besteht also der Unterschied 
’ agen 1 1 
ee ty ies alo pe i rel eo 


Mit den Daten des vorigen Beispieles: x = 30, n = 20, ¢ = 70 
liefert Tafel VIII: 


,_ 14,178 is 3 
P’ = FF 74; 0,081881 ~ 0,08382 = 0,02583 


dapegen war 
ae P = 0,01762; 


folglich ist i= 1,4659, d. h. die frihere Pramie erfahrt infolge der 


Abanderung einen Aufschlag von 46,6. 

Viertes Beispiel. Eine durch m Jahre aufgeschobene Rente auf 
das Leben (x) soll wahrend der Aufschubzeit, ¢ Jahre nach erfolgtem 
AbschluB, unter Einstellung der Pr&mienzahlung in eine sofort be- 
ginnende Leibrente umgewandelt werden; es ist der jahrliche Be- 
trag r der letateron zu bestimmen, wenn 1 der Betrag der urspriing- 
lichen Rente war. 
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Zur Losung dieser Aufgabe hat man den Ansatz: 


AWS = TA, 45 


da nun 
Vee D, Pa D, Ne— Net  Netn 
: 2p, ,,'0F re Dy 41 D, eos rin 
und 
Nit: 
Arete ee 
so ergibt sich 
pion Nein Na None | (48) 
Ne+t NN a 


Hat also eine 30-jahrige Person sich eine mit vollendetem 60. Le- 
bensjahre beginnende Altersrente von 500 gegen jahrliche Pramien- 
zahlung versichert, und befindeé sie sich nach Ablauf von 20 Jahren 
in der Lage, die Primienzahlung einstellen und sofortige Fhiissig- 
meachung der Rente verlangen zu miissen, so wird die Rente nur mehr 
dew Jahresdetrag vou 


80 839,8 436 490 
500 = : 


Ney Neo — Noo [E4109 640 359 000 = 176,76 


erreichen, wenn mit den Grundlagen der Tafel VII gerechnet wird 
(vgL hiermit das SchluBbeispiel in Nr. 384). 
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386. Kennzelehnung dez Problems. Wir gehen von einem 
dem Zufall unterliegenden Massenunternehmen aus, von dem wir an- 
nebmen, da8 die Wahrscheinlichkeiten der entscheidenden Ereignisse 
a priori auf objektiver Grondlage festgestellt sind, so daS ihnen auch 
objektive Bedeutung zukommt. Wir nehmen ferner an, daB Preis und 
Minsatz nach der Regel von der mathematischen Hoffnung geordnet 
seien. Als einfachsten Typus eines solehen Unternehmons denken wir 
uns Ziehungen aus emer Urne, die mit weifen und schwarzen Kugeln 
derart getillt ist, daS dem Ziehen einer weiSen (schwarzen) Kugel die 
Wahrecheinlichkeit p (g = 1-~ py) sukommt; wihrend der Zichungea, 
die s Personen, welche dem Unternehmer gegeniberstehen, einzeln 
ausfibrea, wird der yleichbisibeade Inhali der Urne derart in Be- 
wegung erhalten, da8 den einzelnen Knyeln gleiche Gelegenheit zu 
eracheinen geboten ist; als Gegouleistung fir den auf das Ziehen einer 
schwarzen Kagel ansgesetzie: Preis A erlogi jede der s Personen den 
Rinosate @ A. : 
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Zu Beginn des Unternehmens, bevor noch mit den Ziehungen 
begonnen worden, besteht fiir den Unternehmer die Méglichkeit zu 
gewinnen oder zu verlieren, also die Aussicht auf einen Gewinn und 
die Gefahr eines Verlustes. Die einzige Quelle dieser Méglichkeit ist 
die cufallige Abweichung des wirklichen Zichungserfolges von dem mit 
groBter Wahrscheinlichkeit 2u erwartenden. 

Geféhrdet ist das Unternehmen durch die Verlustméglichkeit, 
weil aus ihr die Unmiglichkeit der yollen Befriedigang der Anspriiche 
folgt. Als ein MaB dieser Verlustgefahr kann das durchschnittliche 
Risiko R oder das mittlere Risiko M genommen werden, das sich 
nach Nr. 153, bzw 154 mit 


bewertet; und zwar ist der Sinn dieser Gré8en der, dab der Verlust, 
wenn ein solcher eintritt, den Betrag kR, baw. kf, mit der Wahr- 


scheinlichkeit 
P=® sya) baw. - (=) 


nicht tiberschreiten werde. 

Bringt also der Unternehmer einen Fonds in der Héhe kR, resp. 
kM auf, so ist er gegen das ,,Risiko aus der zufalligen Abweichung 
des wirklichen Verlaufs von dem am weahrscheinlichsten za erwartenden“ 
fiir den Fell, daB diese Abweichung einen Voriust herbeifiihren sollte, 
mit eben derselben Wahrscheinlichkeit geschtitzt. Wollte er mit 
Gewidheit dagegen geschtitzt sein, so miBte er emen Fonds besitzen, 
der ihn auch in dem unglinstigsten Fall, da alle ¢ Personen schwarz 
zichen, in die Lage versetzt, die Auszablungen zu leisten. Damit ist 
das Maximum des Risikos erreicht. 

Von diesem extremen Fall abschend, wird der Unternehmer die 
Sache so einrichten, daB er von jeder der beteiligten Personen einen 
Zuschlag § zam Kinsatz einkebt; er bringt dadurch einen Sicherheits- 
fonds im Betrage sé auf, und dieser reicht fir den Fall einer verlust- 
bringenden Abweichang mit einer Wabrscheinlichkeit aus, die sich 
aus den obigen Ausdriicken ergibt, wenn man fir & den Quotienten 
, bzw. a setzi. 

Aus dom Zuschlag erwachst dem Unternehmer die Aussicht auf 
einen Gewinn sethst dann, wean eine fitr ihn ungiinstige Abweichung 
vom wahrscheinlichsten Fall eintreten sollte, die den Fonds sé nicht 
erschdpft; um so grdBer wiirde sein Gewinn ausfallen, wenn die Ab- 
weichung selbst giirstig und daher gewinnbringend werden sollte. Mit 
Riicksicht auf diese Sachlage verpilichte sich der Unternehmer nach © 


410  Finfter Teil. Mathematische Grundlagen der Lebensversicherung. 


beendetem Spiele den eventuell verbleibenden Gewinn zur Ganze unter 
die beteiligten Personen zu vertcilen. 

Der Vergleich dieses Idealbildes von einem Unternehmen, dessen 
wesentlicher Charakter in der Abhingigkeit vom Zufall liegt, mit 
einem Versicherungsunternehmen, dem ja auch dieser Charakter eigen 
ist, 1aBt eine Reihe von unterscheidenden Merkmalen erkennen, suf 
die man eingehen mu8, um die veranderte Sachlage wiirdigen zu kénnen. 

In erster Linie sind hier die maSgebenden Ereignisse nicht solcher 
Art, daB eine auf objektiver Grundlage a priori festgestellte Wahr- 
scheinlichkeit angegeben werden kann. Vielmehr stehen nur Erfahrungs- 
quotienten tiber die relative Haufigkeit ihres Kintreffens zur Verfiigung, 
denen die Natur apriorischer Wahrscheinlichkeiten im besten Falle 
nur angenihert zukommt (s. vierter Teil, §§ 1, 2). Bei der Wahl 
dieser Erfahrungsdaten, der statistischen Grundlagen (Nr. 298), muB 
man immer darauf gefaBt sein, daB der Personenkomplex, dem sie 
entnommen sind, nicht pleichartip sein werde demjenigen, auf den man 
sie anwendet. Von guétreffenden Grundlagen wird also so gut wie 
niemals die Rede sein kiénnen, selbst dann nicht, wenn sie aus den 
eigenen Erfahrungen abgeleitet sind. Man hat also nicht bloB mit 
den zufalligen, sondern auch mit systematischen Abweichungen der 
kiinftigen Hreignisse von den Grundlagen zu rechnen. 

Das Versicherungsgeschaft bedarf ferner zur Abwicklung der 
einzelnen Vertrage langer Zeitrdume, die bis zur Maximaldauer des 
Menschenlebens reichen kénnen. Wéahrend dieser Zeitraume mitissen 
die verfiigbaren Geldmittel, soli von einer wirtschaftlichen Einrichtung 
gesprochen werden kénnen, verzinst werden; mit dieser Verzinsung 
wird bei der Bemessung der Primien gerechnet. Der Zinsfuf ist aber 
keine feststehende GréBe, er ist vielmehr bestandigen kleinen und 
auferdem im Laufe langerer Zeitraume erheblicher ins Gewicht fallenden 
Schwankungen und Bewegungen unterworfen. Dazu kommt, da8 auch 
manche Anlagewerte Anderungen ausgeseizt sind (Nr. 299). 

Die Fiihrung des Geschiiftes verursacht Kosten, ftir deren Be- 
deckung durch Zuschldge zu den Priimien gesorgt wird. Die Kosten 
aber sind nicht gleichbleibend; da sie der Hauptsache nach in der 
KEntlohnung von Menschenarbeit bestehen, andern sie sich mit den all- 
gemeinen wirtschaftlichen Verhiltnissen. 

In all den vorgefiihrten unterscheidenden Umstianden liegen Quellen 
von Verlust und Gewinn. Die Praxis ist der Gefahr von Verlusten 
dadurch begegnet, daB sie die statistischen Grundlagen, den Zinsfu8 
und die Zuschlige so gewihlt hat, da8 sie in Zeiten normalen, d. h. 
von ausgesprochenen Besonderheiten freien Verlaufs zu sicheren Gewinn- 
quellen werden. Die Lebensyersicherung rechnet also mit einem 
Sterblichkeitsgewinn, einem Zinsgewinn und einem Gewinn aus den 
Zuschlagen. 
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Die erzielten Uberschiisse dienen nun in der Hauptsache folgenden 
Zwecken: 

1. Der Bildung von Sicherheitsreserven (Extrafonds, stille Re- 
serven), dazu bestimmt, zeitweiligen ungtinstigen Bewegungen in den 
maBgebenden innonter: Sterblichkeit, ZinsfuB, Verwaltungsauslagen, 
standzuhalten; 

2. der Vertinsung des Aktienkapitals (bei Aktiengesellschaften): 

3. der Ausschiittung von Dividenden (Bonus) an die Versicherten. 

In der Dividende erkennt die moderne Betriebsform einen Regu- 
lator, der die Anpassung an die in systematischer Anderung begriffenen 
Faktoren des Rechnungswesens ermdglicht. 

Hs entsteht nun die Frage, welche Aufgaben der Risikotheorie im 
Versicherungswesen angesichts der geschilderten Sachlage zukommen. 

Als wesentlichste dieser Aufgaben wird auch heutigen Tags die 
rechnungsmaBige Bestimmung desjenigen Fonds hingestellt, der neben 
den normalen Fonds notwendig ist, um das Unternehmen gegen die 
Folgen eines eventuellen Verlustes aus Abweichungen von den Rech- 
nungselementen mit einem vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsgrade zu 
schiitzen; er mége daher als Risikofonds bezeichnet werden. 

Zur Lésung einer so weit gefabten Aufgabe ist aber die Risiko- 
theorie nicht geeignet; denn sie ruht auf dem Boden der zufilligen 
Ereignisse in dem eingangs dargelegten Sinne. Die Anderungen des 
ZinsfuBes und der Verwaltungskosten tragen aber nicht den Charakter 
des Zufalligen an sich, das Systematische waltet hier vor. 

Es verbleibt also die Sterblichkeit als Feld der Betatigung der 
Risikotheorie. Da jedoch die einem Unternehmen zugrunde gelegte 
Tafel wohl nie als zutreffend in dem Sinne gelten kann, daB die Ab- 
weichungen von ihr als rein zufallig anzusehen waren, so wird auch 
dieser Jeil der Aufgabe eine Hinschrankung erfahren miissen, die etwa 
so formuliert werden kann: Gesetzt, die Sterbetafel sei zutreffend, 
welcher Fonds wire dann erforderlich, damit das Unternehmen gegen 
mégliche Verluste aus den Sterblichkeitsschwankungen mit einer vor- 
gegebenen Wahrscheinlichkeit gesichert sei? 

Dieser Fonds, der aber selbst bei Zutreffen dieser Voraussetzung 
nur gegen einen Teil der Verlustgefahr schtitzen kann, ware passend 
als Sterblichkeitsschwankungsfonds 2u bezeichnen. 

Formell ware hiermit das Versicherungswesen, wenigstens was die 
wesentlichste Seite seiner Natur betrifft, auf den Boden der Risiko- 
theorie fibertragen; man wird aber aus con Vorstehenden die Uher- 
zeugung gewinnen, daB diese Ubertragung sachlich nicht vollkommen 
begriindet ist. Indessen steht es mit den Anwendungen der reinen 
Theorie auf die Wirklichkeit in der Regel so. 

Die Frage, ob ein so festgestellter Fonds bei dem wirklichen 
Stande der Dinge von praktischer Bedeutung wire, ist wohl zu ver- 
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neinen. Doch mu8 es von allgemeinem Interesse sein, zu erfahren 
oder sich Rechenschaft dariiber zu legen, wie gro8 der zur Deckung 
des aus den zufalligen Sterblichkeiteschwankungen allein drohenden 
Verlustes nétige Fonds etwa sein miSte, um darnach zu beurteilen, 
ob er in den wirklich vorhandenen Sicherheitsfonds gentigenden 
Raam findet. 

Diese Anwendung wird, wie bereits bemerkt, gewdhnlich in den 
Vordergrund gestellt. Wichtiger aber scheint der Umstand zu sein, 
daB die Risikotheorie zu einer eingehenden Analyse der Vorgange im 
Versicherungswesen AnlaB gibt und die Grundlage fiir die wissen- 
schaftliche Aufklirung mancher durch die Praxis festgestellter Tat- 
sachen und fiir die Beantwortung verschiedener seinen Betrieb betreffenden 
Fragen biidet. 

Auf dieser Basis ist.es beispielsweise méglich, die verschiedenen 
Versicherungsformen auf die mit ihnen verbundene Verlustgefabr zu 
' vergleichen; den Hinflu8 za untersuchen, den die Héhe und Verteilung 
der Versicherungssummen, der Umfang des Geschiftes auf die Verlust- 
gefahr tiben; man hat auch versucht, auf Grund der Risikotheorie 
einen MaBstab fiir die Sicherheit oder Stabilitdt eines Versicherungs- 
unternebmens abzuleiten. Wenn auch die Praxis von all dem einen 
direkien Gebrauch bisher kaum gemacht hat, so darf in diesen theo- 
retischen Fragestellungen und Untersuchungen doch ein Gewinn fiir 
die Versicherungswissenschaft erblickt werden, der wie jeder andern 
mit der Praxis verbundenen Disziplin das Recht zusteht, iiber das 
unmittelbare Bediirfnis dieser hinauszugehen. 

387. Hlemente des Risikos. Durch das Vorstehende ist 
festgestellt, da® sich die Theorie mit der Verlusterwartung zu befassen 
hat, die aus der Abhangigkeit der Versicherung vom Zufall, soweit 
er das Sterben betrifft, entspringt. Man hat das aus dieser Quelle 
stammende Risiko auch als Zufalisrisiko hezeichnet. 

Da das Risiko ein MaB der Verlustgefahr zu bilden hat, so wird 
es sich darum handeln, worauf sich die Verluste beziehen und aus 
welcher Zeit sie stammen. 

In ersterer Beziehung sind zwei wesentlich verschiedene Falle zu 
unterscheiden: Das Risiko der emzelnen Versicherung und das Risiko 
eines ganzen Versicherungsbesiandes. 

Dem Risiko der einzelnen Versicherung kommt vom Standpunkte 
des Versicherers eine selbstindige Bedeutung nur mit derselben Hin- 
schrinkung zu wie der einzelnen Primie und der sinzelnen Primien- 
reserve, uimlich, daf erst in der Massenvereinigung der eigentliche 
praktische Sinn zum Auedruck gelangt. Sofern aber das Hinzelrisike 
ein Element mur Bestimmung des Gesamtrisikos eines Versicherungs- 
bestandes bildet, erlangt es volle Rerechtiguug auch von diesem Stand- 
punkte aug. An sich aber dient es dazu, verachiedene Versicherungs- 
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formen auf die mit ihnen verbundene Verlustgefahr unter einander 
“zu vergleichen. 

Was den Zeitraum betrifft, fiir welchen das Risiko zu bestimmen 
ist, so kénnen hieriiber mannigfache Festsetzungen getroffen werden 
je nach dem Zweck, den man zu erreichen sucht. 

Will man die Versicherungskombinationea untereinander vergleichen, 
so wird man das Risiko fiir die ganze Dauner der Versicherung heran- 
ziehen. 

Soll das Risiko eines Versicherungsbostandes von einem Zeitpunkte 
an bis zu seinem vélligen Erléschen (also yon Neueintritien abgesehen) 
untersucht werden, so hat man es mit Versicherungen von verschiedener 
bereits verflossener Dauer zu tun. Daraus entspringt bei der Auf- 
lésung in Einzelversicherungen die Aufgabe, das Risiko einer Ver- 
sicherung, nachdem sie eine Zeitlang bestanden hat, wir die fernere 
Dauer 2a bestimmen. 

Denkt man daran, die Risikoberechnung der allgemeinen Rech- 
nuogslegung anzugliedern, so wird es sich um das Risiko einer 
Versicherung fiir jedes einzelne Versicherungsiahy handeln. 

Was man als Ma8 der Verlustgefahr benutzen will, ob das durch- 
schnitiliche oder das mittlere Risiko,‘) ist fiir den schlieBlichen Erfolg 
gleichgiiltig; entscheidend kann also nur die mathematische Seite des 
Gegenstandes sein. 

Als ein natiirliches Ma8 ist ohne Zweifel das durchschnittliche 
Risiko anzusehen, weil es sich der ganzen Denkweise der Lebensver- 
sicherungsrechnung snpaBt. Hs wird dabei die Verlustgefahr gewisser- 
maBen als eime neben der eigentlichen Versicherung einhergehende 
sekundise Versicherumg aufgefaBt und ibr Wert nach denselben ver- 
sicherungstechnischen Grundsitzen bestimmt, nach welchen man eine 
Versicherung iiberhaupt bewertet. Als versicherte Summen gelten 
dabei die méglichen Verluste, ihre Wahrscheinlichkeiten ergeben sich 
aus den Grundlegen der Hauptversicherung*), ire Falligkeitstermine 
aus der Art ibres Hntstehens. 


i) Kiittners absolutes Risiko kommt nach den Ausfihrungen in Nr. 127 
nicht als selbstandiges Ma in Betracht. — In den Arbeiten, die K. Hatten- 
dorff tiber das Risiko in der Lebensversicherung veriifentlicht hat (Masius' 
Rundschau d. Versicherungen XVII (1868), p, 1, 25, 145, 169) und die zu den 
grundlegenden gezihlt werden diirfen, ist unter der Bezeichnung mittleres Risiko 
das durchschnitiliche gemeint (s. insbesondere p. 5); doch ist ea bei der von 
Hattendorff eingeschlagenen Rechnungeweise stets durch das mittlere im eigent- 
lichen Sinne ausgedriickt. 

2) Wenn das Risiko 2am Zwecke der Stabilitatsuntersuchung eines Unter- 
nehmens verwendet werden soll, so hatte man uach G. Bohlmann (Gutachten 
etc, des VI. intern. Kongr. f. Versich.Wissensch., Wien 1909, Bd. i, 1, p. 596 
bis 597) zu seiner Berechnung eine Sterbetafel zu verwenden, die sich dem vor- 
zussichtlichen Sterblichkeitsverlauf mdglichst anpaSt, wie dies in neuerer Zeit 
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Mit dem durchschnittlichen Risiko sind aber rechnerische Schwierig- 
keiten verbunden, wenn es sich um die Zusammensetzung des Risikos 
eines Bestandes aug den EHinzelrisiken handelt. Demgegenitiber bietet 
das mittlere Risiko grofe Vorteile, die bereits in Nr. 125 dargelegt 
worden sind. Indessen treten in der Literatur beide MaBe nebenein- 
ander auf, ohne da& ihre Beziehung zueinander immer klar zum 
Ausdruck kommt. 

Mit den nun folgenden Ausfiihrungen wird der Zweck verfolgt, 
die verschiedenen Gedankenbildungen, die bei der Anwendung der 
Risikotheorie auf die Lebensversicherung zutage getreten sind, an 
geeigneten Beispielen vorzufiihren. Dabei gelangen auch die wichtigsten 
Formeln dieses Anwendungsgebiets zur Darstellung’). 

$28. Direkte Lisung des allgemeinen Risikoproblems 
fir einen Wersicherungsbestand. Das allgemeinste Problem kann 
in folgender Weise formuliert werden: Es ist ein Ma8 fiir das Risiko 
zu bestimmen, das ein Versicherer der Gesamtheit der Versicherten 
gegentiber (und umgekebrt) zu einer bestimmten Zeit ¢ wahrend einer 
nachfolgenden Periode (¢,, ¢,) lauft. 

Zar Erledigung dieser. Aufgabe sind folgende Vorarbeiten eyx- 
forderlich. 

1. Auflésung des Versicherungsbestandes in unabhangige Hinzel- 
fille durch Zusammenlegung mekrfacher Versicherungen; 

2. Aufstellung aller im Bereiche der Méglichkeit liegenden Kom- 
binationen iiber das Sterben der Versicherten, wobei nicht der Zeitpunkt 
des Sterbens als solcher, sondern das Versicherungsjahr des Todes 
ins Auge zu fassen ist; mit dieser Hinschrankung ergibt sich immer 
eine endliche Anzahl von Kombinationen, die nach einem Prinzip 
geordnet und numeriert gedacht werden mégen; 

3. Berechnung der Wahrscheinlichkeit Q, fiir das Eintreffen einer 
jeden Kombination (v); 

4. HKerechnung der Ausgaben W, und der Einnahmen €,, beide 
diskontiert auf den Zeitpunkt ¢t, die dem Versicherer aus der Kom- 
bination (v) in der in Betracht gezogenen Periode (¢,, ¢,) erwachsen; 
unter den Auagaben sind die gemachten Auszahlungen und die Pramien- 
reserve am Hinde der Periode, unter den Einnahmen die eingelanfenen 
Netiopramien und die Pramienreserve am Beginne der Periode zu 
verstehen. 


bei i. Aufatelling des Dividendenplanes mitunter geschieht. Dieser Forderung wird 
aber nur in seltenen Fallen entsprochen werden kinnen, nimlich nur dann, wenn 
ausreichende eigene Erfabrungen za Gebote stehen. 

1) Kine historische Wbersicht tiber die alteren Arbeiten und einen reichen 
Literaturnachweis hat K. Wagner in der Schrift: Das Problem des Risiko in 
der Lebensversicherung, Jena 1898, gegeben. Auf einige neuere Untersuchungen 
wird im folgenden hingewiesen werden, 
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Aus diesen Daten berechnet sich nun nach den Ausfiihrungen in 


- Nr. 152 das durchschnittliche Risiko 
1 
R=>>'@/% -G| (1) 


und gem&8 den Ausfiihrungen in Nr. 125 das Quadrat des mittleren 
Ristkos 
M? = > Q (L, RZ &,)?. (2) 


Dem ersteren kommt die Bedeutung der Pramie zu, mitlels welcher 
sich der Versicherer bei einem andern Unternehmer gegen die ihm aus 
den zufalligen Abweichungen drohenden Verluste versichern kénnte'). 

Diese Begriffsentwicklung hat jedoch lediglich theoretisches Inter- 
esse; die Formeln, zu welchen sie fiihrt, sind praktisch nicht ver- 
wendbar, weil sie selbst bei einem sehr m&Bigen Versicherungsstande 

eine nicht zu bewaltigende Rechenarbeit erforderten. 

Will man also zu ziffermaBigen Resultaten gelangen, so muf das 
Problem in einer ganz andern Weise in Angriff genommen werden. 
Man wird erstens darauf ausgehen, das mittlere Risiko der einzelnen 
Versicherung zu bestimmen, und wird zweitens aus den Hinzelrisiken 
das Gesamtrisiko gemaB dem Satze (s. Nr. 154) 

M=)M+ MU, + Mi +--- (3) 
berechnen. Dabei bieten sich Vereinfachungen dar: gleichartige Ver- 
sicherungen kénnen zusammengefaBt werden und ergeben nur ein Glied 
unter der Wurzel, bestehend in dem Produkte des Quadrates des 
Risikos einer solchen Versicherung mit der Anzah) der ihr gleich- 
artigen; will man sich mit einer bloBen Schatzung begniigen, so kann 
man Gruppen von Versicherungen, die sich tiber mehrere Altersstufen 
und ungleiche Versicherungssummen erstrecken, bilden und mit einem 
mittleren Alter und einer mittleren Versicherungssumme rechnen. 

Solche Vorteile bietet das durchschnittliche Risiko nicht dar, wenn 
es sich um einen ganzen Bestand handelt. Man kann zwar wieder 
ohne Schwierigkeit das durchschnittliche Risiko jeder einzelnen Ver- 
sicherung bestimmen; aber die strenge Zusammensetzung dieser Einzel- 
risiken zum Gesamtrisiko bietet Schwierigkeiten dar und ist nur fiir 

“41) Vgl. hierzu.G. Bohlmann, Encykl. d. mathem. Wissensch. I. p. 904 ff. 
Bohlmann unterscheidet auch noch die extremen Risiken, némlich das der 
Anstalt gegeniiber den Versicherten, bestehend in dem grdften U,—€,, und 
das des Veraicherungsbestandes gegentiber der Anstalt, dargestellt durch das 
gréfte €,-—H,. Diese Werte fallen aber nicht eigentlich unter den Begriff 
des Risiko, stellen vielmehr die grdftmdglichen Verluste einer- und amderer- 
seits vor. 
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einige einfache Falle gelungen. Unter gewissen Voraussetzungen, wenn 
es sich um eine groBe Anzahl ee vom Zufall abhaingiger 
Unternehmungen handelt, ist in Nr. 154 ein einfacher Zusammenhang 
zwischen dem mittleren und durchschnittlichen Risiko nachgewiesen 
worden [s. Gleichung (3) dortselbst]. Wenn auch bei einem Ver- 
sicherungsbestande die erwahnten Voraussetzungen nicht vollig zu 
Recht bestehen, so bedient man sich dieses Zusammenhanges doch 
auch hier und leitet aus M das R des Bestandes gemaB der Formel 


UM 
a Re Vag == (39894 M (4) 

Im Grunde der Formeln (3) und (4) ergibt sich das Risiko einer 
Gruppe gleichartiger Versicherungen, indem man das Risiko der 
einzelnen mit der Quadratwurzel aus der Anzahl aller multipliziert. 
Das rélative Risiko, das\durch Division des vorigen mit der Summe 
der geleisteten Hinzahlungen entsteht, ist somit der Quadratwurzel 
aus der Anzahl der Versicherungen umgekehrt proportional, weil jene 
Summe diese Anzah] als Faktor enthalt. Nach dem relativen mitileren 
oder durchschnittlichen Risiko oder einem Vielfachen desselben bemiBt 
sich aber der Beitrag, den der einzelne Versicherte zur Bildung des 
Sterblichkeitsschwankungsfonds zu leisten hat; in dem letzten Satze 
ist also der mathematische Grand dafiir zu erblicken, daB es fiir den 
Versicherungsnehmer in Ansehung der Aufbringung des Sicherheitsfonds 
um so giinstiger ist, au eine je zahlreichere Gesellschaft er sich anschlieBt. 

Durch die vorstehenden Ausfiihrungen ist die Bestimmung des 
Kinzelrisikos in den Vordergrund geriickt. Mit dieser Aufgabe be- 
schiftigen sich die folgenden Artikel hinsichtlich einiger spezieller 
Versicherungskombinationen, und zwar wird sowchl das durchsehnitt- 
liche wie das mittlere Risiko bestimmt. Was die Periode anlangt, so 
wird bei dem mittleren Risiko auch auf die Falle eingegangen, daB 
es sich um das der Aufstellung unmittelbar folgende Versicherungsjahr 
oder um irgend ein spateres Versicherungsjahr handelt. 

389. Das durchschnittliche Risike einer einzelnen Yer- 
sicherung bei deren Beginn. 1. Auf das Leben (x) sei eine 
Prinumerando-Leibrente vom Betrage 1 gegriindet gegen Leistung der 
einmaligen Primie a,. Stirbi (#) im Laufe des ten Jahres, woftir 

_4|q, die Wahrscheinlichkeit ist, so hat er die Rente »-mal bezogen ; 
dor gegenwirtige Wert der an ihn geleisteten Auszahlungen ist also 
1—v" 


Loot een reas (6) 
Mithin betragt das durchschnittliche Risiko 


3, ) = $Denutls — ayy |. (6) 
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Bei einer Postnumerando-Leibrente betriige die einmalige Pramie 

a,--1, und der Wert der Auszahlung wire 
v+o%+---+o"-t=aq—1; 
fiir das Risiko gilt also dieselbe Formel (6), also R(a,) = R(a,). 

2. Es sei (x) gegen die einmalige Pramie A, = 1 — da, lebens- 
langlich fir den Todesfall auf das Kapital 1 versichert. Stirbt (7) im 
Laufe des n-ten Jahres, wofiir ,_,\¢, die Wahrscheinlichkeit ist, so 
kommt das Kapital am Ende dieses Jahres zur Auszahlung, und der 
gegenwartige Wert hiervon ist o*. Hiernach ist das durchschnittliche 
Risiko dieser Versicherung: 


R(A) = 5 >) 1192/42 — |. (7) 


1 
Ersetzt man A, durch den gleichwertigen Ausdrack 1 — da,, so 
schreibt sich 


1 w d @ 
R(A) = 5 > n-11Fe| 1 —da,—0' |= F > a1 14s 
1 1 


woraus mit Riicksicht auf (6) und (5) folgt, daB 

R (A,) 7 aR (a,,). (8) 
Das durchschnittliche Risiko der Todesfallversicherung macht also etwa 
so viel Prozente des Risikos der Rente aus, als dem zugrunde gelegten 
ZinsfuBe entspricht; denn bei 7 = 0,035 z. B. ist d = 0,0338. 

3. Es sei (x) gegen Zahlung der Jahrespramie P, = — d 
lebenslénglich fiir den Todesfall auf das Kapital 1 versichert. Erfolgt 
der Tod im Laufe des n-ten Jahres, was. mit der Wahrscheinlichkeit 
ei Y,_ Za erwarten ist, so wird das Kapital am Ende dieses Jahres 
ausgezahlt; der gegenwartige Wert hiervon ist v", wahrend der Wert 
der geleisteten Einzahlungen gleichkommt ayP,. Aus diesen Ele- 
menten bestimmt sich das Risiko: 


R(P) =F > a1 MP, — "|. (9) 
1 


1— 0" 
—a ; 
d o| 


Substituiert man fiir P, den Ausdruck = —d, so wird wegen (5) 
1 w 
R(P,) ar => a-11%z 
1 


o 
1 
ere ~ n-1/%z 
- 1 


1 @ 
a Fay 2 114e| Be Man 
1 


Ozuber, Wahrschoinlichkeitsrechnung. I. 3. Aufl. 27 


an 


2A — 1 
a, 
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mit Riicksicht auf (6) und (8) ist also auch:, 


1 R(A 
R(P,) = | RQ) =a (10) 

Da 1— A, ein um so kleinerer echter Bruch ist, je héher das 
Alter z, so ist das Risiko bei jahrlicher Pramienzahlung ein um s0 
héheres Vielfaches des Risikos bei einmaliger Primie, in einem je 
hdheren Alter die Versicherung abgeschlossen wird. 

Aus den vorstehenden Formeln ist zu ersehen, daf sich mit Hilfe 
von R(a,) die beiden andern Risikos ausdriicken lassen. Was nun 
die Avsrechnung von R(a,) anlangt, so kann sie einfacher gestaltet 
werden, als es die Formel (6) vorschreibt. Von den Differenzen 
a,—aq (n=1, 2,---) ist ein Teil positiv, ein Teil negativ, und 
sowohl die iiber die positiven erstreckte Summe wie auch der absolute 
Wert jener Summe, die sich tiber die negativen erstreckt, gibt A 
(s. Nr. 152). Die Grenzscheide zwischen den positiven und negativen 
Differenzen liegt aber bei jenem Werte m, der sich aus der Gleichung 


dma = a, (11) 
ergibt. Der Sinn dieser Gleichung ist unmittelbar einleuchtend: sie 
besagt, daB bei dieser Dauer der Versicherung der Wert dessen, was 
der Versicherer zahlt, gleich ist dem empfangenen Betrage; diesseits 
und jenseits liegen die Gebiete, wo entweder der Versicherer oder der 
Versicherte ein Zuviel leistet. Wir nennen das aus (11) berechnete n 
die kritische Dauer der Rente. Der Begriff lé8t sich auch auf andere 
Versicherungen tibertragen.1) Ersetzt man aq durch den Ausdruck (5), 
so ergibt sich nach einer Transformation: 


ve =1—da,=A,, 


woraus 
aac (12) 
folgt. Die Gleichung, welche zur kritischen Dauer der Todesfallver- 
sichernng fiihrt, ist nach (7) 
w= A, 
also dieselbe wie bei der Rente; und bei der Todesfallversicherung 
gegen jébrliche Primienzahlung hat man nach (9): 
Ves any Es 
on Gt (Lag 
v= 1 — da, = A, 


woraus nach und nach 


1) G. Boblmann, 1 c. p. 909, gebraucht den Namen hkritische Zahl, 
A. Tauber, Gutachten usw. des VI. intern. Kongr. f. Versich.-Wissensch. Wien 
1909, Bd. I. 2, p. 784, spricht in dem gleichen Sinne von einer Risikodauer. 
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folgt. Es haben also alle drei Versicherungsarten dieselbe kritische 
Dauer. Hat man diese bestimmt, so wei8 man im voraus, wie viele 
Glieder zur Bestimmung von R(a,) erforderlich sind. 

Beispiel. Mit den Grundlagen der Tafel VIII soll das durch- 
schnittliche Risiko der drei Versicherungsarten @,, A4,, P, fiir das 
Alter 2 = 70 berechnet werden. 

Zunachst hat man die kritische Dauer 


__ log A,, _' log 0,74788 : 
ia logo 0,98506—1 8,55 


es reichen also acht Glieder zur Bestimmung von R(a,) hin. Man 
wird die Rechnung tabellarisch wie folgt anlegen: 


ayy = 7,46929 


n i n—11%79 an | Q7q — Bh 2—119%70 (819 — Oy) 
1 0,06410 1,00000 6,46929 0,41468 
2 0,08499 1,96618 5,50311 0,35765 
3) 0,06557 2,89969 4.56960 0,29963 
4 006572 | 3,80164 3,66765 0,24108 
5 0,06549 4.67308 2,79621 0,18311 
6 i 0,06475 5,51505 1,95424 0,12654 
7  0,06851. | 6,32865 1,14074 0,07244 
8 || o61e9 | 7.11464 0,85475 0.02187 


Summe 1,71695 
Hs ist somit 

R(aq9) = 1,71695, 

das relative Risiko betragt also 


R (ayo) __ 1,71695 _ 
Byy  7,46929 0,229 


zu seiner Deckung sind also 23%, der einmaligen Pramie erforderlich. 
Ferner ergibt sich nach (8): 


R(A,,) = 0,0338 - 1,71695 = 0,05806 , 
so daB das relative Risiko dieses Falles 


R(Ayo) __ 0,05806 _ 
A,, —-(0,74738 Opie 


also 7,8°/, der einmaligen Pramie ausmacht. 
Endlich hat man: 


R(aq,) _ 1,71695 
Re A) = Tapes — 022987 


und relativ zur Primie 
R(P,,) _ 0,22987 
pa = 0,10005 —— 2,297; 
hier betragt also das Risiko das 2,297-fache der Jahresprimie. 
27" 
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390. Portsetzung. Zu einer bemerkenswerten Darstellung wird 
man gefiihrt, wenn man die mit der Versicherung verbundenen Vor- 
ginge, also das Absterben, die Verzinsung, die Renten- und Prémien- 
zahlung als stetige Vorginge auffaBt und bei der Todesfallversicherung 
die Kapitalsauszahlung unmittelbar beim Tode erfolgen laBt. Hs 
lassen sich dann auf die Risikoberechnung die Methoden der Analysis 
anwenden. ') 

Der Weg ist der folgende. Man berechnet den diskontierten 
Wert G, des Gewinnes, den der Versicherte (x) oder der Versicherer 
erleidet, wenn ersterer in dem Zeitintervall (¢,¢+ d?¢), vom Zeitpunkt 
des Abschlusses an gerechnet, stirbt, wofiir die Wahrscheinlichkeit 


tle+t, aber die kritische 


Dauer der gerade betrachteten Versicherung erstreckt, gibt das durch- 
schnittliche Risiko. 

Bei der kontinuierlichen Rente ist der Gewinn des Versicherers, 
wenn der Tod des Versicherten nach ¢ Jahren eintritt, 


~ oe besteht; das Integral von G,-— 


i—v vf—(i—da,) v'—A,. 
oc. tae Sr 5 eee 


bei der sofort zahlbaren Todesfallversicherung gegen einmalige Pramie 
der Gewinn des Versicherten 


G, oe v'— A,; 


bei der sofort zahlbaren Todesfallversicherung gegen kontinuierliche 
Pramie vom Jahresbetrage P, der Gewinn des Versicherten 


aus A, = Pa, = P,* fee folgt aber 


wandelt sich der Ausdruck fiir G, in 


== --—=—, mithin ver- 


v— A 
G,= ae, 


ayy 


Aus dieser Darstellung ist unmittelbar 2u ersehen, daB die kritische 
Dauer n aller drei Versicherungsarten, die dem Momente, wo G,= 0 
ist, entspricht, dieselbe ist und aus der Gleichung 


wm — A, =0 (124) 


1) Vgl. hierzu die Abhandlungen von A. Guldberg und J. P. Gram, Gut- 
achten usw. dea VI. intern. Kongr. f. Versich.-Wissensch. Wien 1909, Bd. I. 1, 
p. 753 reap, 675. 
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entspringt; und daB 


R(a,): R(A,): R(P,) = . :1: wn 
man braucht also nur eines der drei meats direkt zu berechnen, um 
alle drei zu kennen; am einfachsten ist 


R(A,) - fia, —v') _ ae Mes + fen Nee, 


—h 


das erste Integral gibt Cees =— ,9,, das zweite stellt den Wert 
einer auf n Jahre eas Todesfallversicherung dar. Mithin ist 
R(A =z) ar pave —~ n@e As, (i*) 
é Dia 

R(a,) Sse ( aeons nIe A;), (6*) 

=< 1 i = 
Bi Teeth av a nt 
R(P,) 1 oq ete nde A,). (10 ) 


391. Das durchschnittliche Risiko einer einzelnen Ver- 
sicherung nach langerem Bestande. Das Risiko einer fitissigen 
Rente und einer kapitalisch begriindeten Todesfallversicherung nach 
m-jabriger Dauer stimmt mit dem Risiko einer gleichartigen Ver- 
sicherung, jedoch fiir ee um m Jahre dltere Person iiberein; denn 
die Reserve, welche als Hinzahlung tibernommen wird, ist die der 
ferneren Versicherung entsprechende einmalige Primie, und in allem 
tibrigen liegen die Verhiltnisse wie am Beginne. 

Bezeichnet men also das nach m-jahrigem Bestande herrschende 
Risiko mit ,,R, so gelten die Formeln: 


mi (dz) = RG, , m), (13) 
mi(A,) = R(A,, n)- (14) 


Anders verhialt es sich mit der Todesfallversicherung gegen jahr- 
liche Pramienzahlung. Besteht sie m Jahre, so ist die versicherte 
Person z+ m Jahre alt geworden und hat den Tod im Laufe des 
n-ten Jahres mit der Wahrscheinlichkeit ,,_,\9,,,, 2u erwarten; erfillt 
sich diese Erwartung, so besteht die Ausgabe der Anstalt, auf den 
Zeitpunkt der Rechnung reduziert, in wv”, ihre Einnahme in der 
Pramienreserve ,,V,, und der Pramienzahlung a, P,; folglich ist 


R(P,) = = D> a-11Gesmin Ve + OP, — “|: 
1 


Die eingeklammerte Differenz reduziert sich aber, wenn man fir ,,V, 
den Ausdruck 1 — 2!”, fir P, den Wert ~ —d und fir a, den 
bard xz 
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“el Bat ; daher ist weiter 


Orca 
einsetzt, auf 


Wert ~ = 


1 Q 
R(P,) = 5, >) n= 119sml Berm — Onl: (15) 
1 
Nun war aber (s. Nr. 389) 


a) 


RiP, ~~ a, nt idel Be — Bn F) 


1 
daraus folgt: 


w) 


1 
R( Prin) = Qa Cae Dy 1ideen Poem — ani, 
und durch Verlcehtne ne (15): 


nB(P,) = "2" R(P, 9). (16) 


Es ist also das Risiko zum Alter 2+ m im Verhiltnis der 
Rentenabnahme vom Alter x zum Alter «+ m zu verkleinern, um 
das Risiko zum Alter « nach m-jaihrigem Bestande zu erhalten. 

Beispielsweise ist nach den Grundlagen der Tafel VIIJ und mit 
Benutzung eines am Schlusse von Nr. 389 berechneten Resultates 


7,470 


10,898 5a 0,22987 = 0,15864. 


to R(Py) = 22 R (Py) = 

392. Das mittlere Risiko einer einzelnen Versicherung 
bei deren Beginn. Um ein méglichst umfassendes Resultat zu er- 
zielen, mége der von F. Hausdorff’) eingeschlagene Weg befolgt 
und eine Versicherungskombination konstruiert werden, die sich durch 
Spezialisierung einzelner GréBen in die tiblichen Versicherungsarten 
tiberfiihren 1aBt. 

Auf das Leben (x) werde gegen einmalige Primie eine auf m Jahre 
abgektirzte Prinumerando-Leibrente und eine gemischte Versicherung 
zu demselben Termine, erstere mit dem Jahresbetrage 7, letztere auf 
das Kapital C, abgeschlossen. 

Um das mittlere Risiko dieses Vertrages zu bestimmen, hat man 
die einmalige Pramie 

E+ ,, + CAgp (17) 
mit den verschiedenen méglichen Auszahlungswerten in Vergleich zu 
setzen. Fiihrt man fiir die Wahrscheinlichkeiten 


019x> 11Ger “'*r w-81%er n-1 Pz 
1) Das Risiko bei Zufallsspielen. Ber. d. Sachs. G. d. W. zu Leipzig, 
49 (1897), p. 535 ff 
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die einheitliche Bezeichnung 

Wry Meee oy Maury My 
ein, 80 ist w, («<m) die Wahrscheinlichkeit fir (x), im a-ten Jahre 
zu sterben, w, die Wahrscheinlichkeit, den Beginn des n-ten Jahres 
zu erleben, und es besteht die Beziehung: 


soe ee eet), 
1 


Die Auszahlung, wenn das der Wahrscheinlichkeit w, («#<m) ent- 
sprechende Ereignis eintritt, hat dann den Wert 


A, = raz, + Cv 


1 — v* 
d 


-3+(0-4) 


und es kann £& auch in der Form geschrieben werden: 


E= Sw.4, = + + (c- 4) Due (20) 
1 1 


Das Quadrat des mittleren Risikos M(£) ist nun: 


+ Cv 


=7 


M*(E) — >'w,(E—A,)', 


und nach Einfiihru.g der Werte aus (19) und (20) weiter: 


M?(£) = (C- 4) >, [> 2.0" — v*]. 


Die Entwicklung des Quadrates gibt: 


(Sw, 200 Su,0° + v7; 
1 1 


multipliziert man diesen Ausdruck, Glied fiir Glied, mit w, und sum- 
miert, ebenfalls gliedweise, von 1 bis m, so erhalt man mit Rtick- 


sicht auf (18): 


: @ ae i a\? : 2 a 
(2° ) AD ) a 2, 0° 


ad 2 
= > wv — ( >" 00") 
3 Seas 
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Ks ist aber 
Ser vt = Anat =e pe po, 


2 
und Sw,v?* der analog, jedoch mit v? statt mit v, gerechnete Wert, 
1 


der kurz mit A‘-, bezeichnet werden mége. Fihrt man also neben 
den diskontierten Zahlen der Lebenden und ihren Summen noch die 
neuen Zahlen: 


2a] — 
vel = D, (21) 
De Diy Ess cae NS 


ein, so wird 
>». 82 we Ao me 1 (4— 08) “2 ee 


Man hat also schlieBlich 
ME) = (C— 4) [Ain Atal, (23) 


und M(£) selbst ist die positive Quadratwurzel dieses Ausdruckes. 
Diese Forme! erledigt nun, wenn man spezialisiert, die folgen- 
den Fille: 
1) Bei C=0, r=1 geht die Versicherung in die kurze Rente |,a, 
vom Jahresbetrage 1 tiber, und es ist 


M(s,) = V4, — 42a. (24) 


2) Mit r=0, C=1 ergibt sich die gemischte Versicherung 
A,= gegen einmalige Pramie auf das Kapital 1, woftir 


Nex ar ae (22) 


H(A.) — VAm — Ain. (25) 
3) Setzt man C=1, r= — P,, so entsteht die gemischte Ver- 


sicherung auf das Kapital 1 gegen jahrliche Primienzahlung; (23) 
liefert nun 


M(P,) = (1 +: #2) V4rn — AK 
da aber bei dieser Versicherung [s. Nr. 350, 6)] 


also 


so ist endgiiltig ow 
M(P,) = V4em— Atm , (26) 
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Riickt man » bis an die fuBerste Lebensgrenze, so geht |,a, in 
die lebenslingliche Leibrente a,, A,— in die lebenslingliche Todesfall- 
versicherung A, iiber, und 4,’ bekommt den Ausdruck: 


Reb f 
A= D;? (27) 


yirtid = C, 


Or ae te 


wenn 


(28) 
genommen wird. Man hat also die weitere Formelgruppe: 


M(A,) = VA/— A; }-. : (29) 
M(P,) — ef 


Die Vergleichung mit den Resultaten der Nr. 389 zeigt, da8 das 
Verhaltnis der mittleren Risikos der drei ersten und der drei letzten 
Versicherungsarten dasselbe ist, wie das Verhaltnis der durchschnitt- 
lichen Risikos. 

Die rechnerische Durchftihrang des mittleren Risiko erfordert die 
Anlage neuer Tafeln, welche den Grundtafeln der Versicherungsrech- 
nung analog sind und zunichst, soweit die Betrachtung hier gefiihrt 
ist, die Zahlen D,’, N,’, C,, M,/ umfassen; bei steigenden Renten und 
Prémienriickgewahr wiirde a auch die Notwendigkeit der Zahlen 
S,’, RB, ergeben, die den Zahlen S,, R, der Grundtafeln entsprachen. 

Nachstehend ist ein Bruchstiick einer solchen Tafel, fiir die Alter 
von 70 aufwiarts, beruhend auf den Grundlagen der Tafel VII, mit- 
geteilt, um daran einige Zahlenbeispiele zu erklaren. 

Mit Hilfe dieser Tafel und der Formel (22) findet man bei- 
spielsweise 

Anam = 0,630698 ; 
daneben gibt Tafel VIL: 


Anom = 9,788311 ; 
mit diesen zwei Zahlen ergibt sich: 
M (Ayo m) = 90,0962; relativ: 


S&S 
=e 
bo 
1) 


M ( P. 10) a2 0,4544 ; ” 


e/e bik a 
| 
2 
= 
& 


M1819) = 2,3447; ” 


! 
— 
on 
ary 
on 
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Hilfszahlen zur Berechnung des mittleren Risiko. 
Grundlagen der Tafel VIII. 


=x 


70 
71 
72 
78 
74 
75 
76 
17 
78 
79 


80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 


90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 


100 
101 


, we P: 

D; Aas: Nz 
307,52 1941,03 
268,67 1633,51 
217,81 1364,84 
201,47 1147,03 
172,73 945,56 
146,97 772,83 
124,02 625,86 
103,71 501,84 

85,870 398,134 
70,332 312,264 
56,947 241,932 
45,471 % 181,985 
38,805 189,514 
27,756 100,709 | 
21,151 72,953 
15,819 61,802 
‘11,589 35,983 
8,2992 24,3936 
5.5384 16,0944 
3,9436 10,5560 
2,6036 6,6124 
1,6630 4,0088 
1,0249 2,3458 
0,6089 1,3209 
0,3448 0,71204 
0,1870 0,36724 
0,09610 0,18024 
0,04675 0,08414 
0,02241 0,03739 
0,00991 0,01498 
0,00411 0,00507 
0,00096 0,00096 


Weiter liefert die vorstehende Tafel 


f 
Arg aes 


wahrend nach Tafel VITi 


177,586 
307,52 


Ary = 0,74738; 


C, 


18,399 
17,416 
16,404 
15,349 
14,267 
18,177 
12,066 
10,942 
9,8306 
8,7334 


7,6663 
6,6425 
5,6678 
4.7593 
3.9265 
3,1780 
2.5192 
1,9480 
14701 
1,0778 


0,75005 
0,52756 
0.34775 
0,22366 
0,13484 
0,07850 
0,04296 
0,02123 
0,01101 
0,00514 


0,00288 
0,00089 


= 0,577474, 


hiermit berechnet sich gemiS der Formelgruppe (29): 
M (Aj) = 0,1374;  relativ: 


M(P,,) = 0,5439; 


Ma») = 4,0630; ” 


M 
FZ = 0/184, 


M 
a = 0,727 ? 


M 
= = 0,544. 


177,586 
159,187 
141,771 
125,367 
110,018 
95,751 
82,574 
70,508 
59,5660 
49,7364 


41,0020 
38,3357 
26,6932 
21,0254 
16,2661 
12,3396 
9,1616 
6,6424 
4.6944 
83,2243 


214647 
1,39642 
0,86886 
0,52111 
0,29745 
0.16261 
0,08411 
0,041165 
0,01992 
0,00891 


0,00377 
0,00089 
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393. Das mittlere Risiko einer einzelney Versicherung 
nach langerem Bestande. Wir fiihren die Rechnung wieder all- 
gemein fiir die kombinierte Versicherung, von welcher in der vorigen 
Nummer ausgegangen worden war, und zwar m Jahre nach Ab- 
schlu8 (m<m), wo der Versicherte das Alter 2+ m hat. Zu dieser 
Zeit kommt ihm eine Pramienreserve 


mV = Tl n—am Bees in — CA, 4 m,z=m 
zu, die gleich ist dem Werte der ferneren Versicherung, weil kapi- 


talische Begriindung vorausgesetzt wurde. 
Bezeichnet man die Reihe der Wahrscheinlichkeiten 


olfz4m> 11F@x4m) ney nom—alGedm? nomolwae tm 
einheitlich durch 


pr Vege ee baa 


n—m—1? m—m? 


- so haben diese analoge Bedeutung wie bei der vorigen Untersuchung, 

nur da& der Ausgangspunkt der Zahlung bei dem Alter x + m liegt. 

Tritt das der Wahrscheinlichkeit w,(@ <n — m) entsprechende 
Ereignis ein, so ist eine Auszahlung erfolgt, deren Wert 


A, = ray + Cur 


ist; die Pramienreserve kann, da weitere Hinzahlungen nicht statt- 
finden, nunmehr auch so ausgedriickt werden: 


he Soe w4e = 5 ae (c— 5) Sie 
1 I 


ra—™m 


weil wiederum >w, = 1 ist. 
1 


Das Quadrat des mittleren Risiko hat zunachst den Ausdruck: 
nf? (E) =x >, eS Ti ADs 
af 


in (c _ 5) Wy Pa _ al 


der sich genau wie im vorigen Falle umgestalten laBt in: 


(6) = (0-4) | Se, oe (Sune) 


Nun ist 


m 
-m-i = 
We = = 51954: v + 11Fr4mY¥ “Ge becis, ae ae nes Gee x ef pam cilep at: 2 


a Ane m,n aN? 
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und die andere Summe in der Hauptklammer bedeutet dementsprechend 
7 n—mi* 


Mithin ist endgiiltig 
mil*® (E) = (C a +)" {Al mom —ml — A? a=) ? (31) 


und ,,M(E) selbst die positive Quadratwurzel daraus. 
Durch die Substitutionon 1. C=0, r=1; 2. r=0, C=1; 
2. C= l r= —£, oe sich die speziellen Formeln: 


ml (| ,22) ae S 5 VAr sm — AB nat “mi 


nl (A, am) = ae VAe 4 mz ign vba n—ml\ (32) 
z+m,n—m A? a 
Wu (p) = ernie Se 


und weiter durch die Substitution » = @ (oberste Altersgrenze) die 
Formeln: 


nif (a,) = Z SVG. pied a 


wt {A,) = Tee ie = — A? (33) 
es =a 
nM (P = eae _7t+m 


Aus diesen Formeln geht, wenn man sie mit den entsprechenden 
der vorigen Nummer zusammenhilt, zunichst hervor, daB bei den be- 
handelten Versicherungsarten das Verhdlinis der Risikos durch die 
ganze Versicherungsdauer konstant und gleich dem urspriinglichen 
Verhalinis bleibt, die Einzelwerte jedoch andern sich mit fortschreiten- 
der Dauer in dem Mafe, als der Wert der Quadratwurzel sich verandert. 

Vergleicht man ferner die Risikowerte (32) und (33) mit den 
anfanglichen Risiken zum Alter x +m, so ergeben sich die Be- 


ziehungen : 
mit (; naz) = M ¢ n — mony = 
aes $ (A, >) am M (A, + a —,)) 
Mf (P..) 8; "i" M(P 


(34) 
z+ a 


und ahnliche fiir die lehenalanuelsuen Versicherungsformen. 
Nach den Grundlagen der Tafel VIII und mit Hilfe der aus ihnen 
abgeleiteten Hilfstafel der vorigen Nummer ergibt sich beispielsweise: 
10M (a;) = M(ao) = 3,1641 
rod (Azo) = M (Aggy) = 90,1070 


10M (Pio) = yy M (Poo) = 0,4235. 
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394, Das einjahrige mittlere Risiko einer einzelnen Ver- 
sicherung. Die Frage nach dem einjihrigen mittleren Risiko einer 
Versicherung — gedacht ist dabei an ein Versicherungsjahr — kann 
in zweifacher Weise gestellt werden; man kann niamlich um das 
Risiko fiir ein Jahr 2u Beginn desselben und um das Risiko fiir ein 
beliebiges Jahr bei Abschlu8 der Versicherung fragen. 

Es handle sich um irgendeine Todesfallversicherung (lebensling- 
lich, temporar, als Komponente einer gemischten Versicherung) auf 
das Kapital 1, abgeschlossen auf das Leben (2). 

Zu Beginn des v + 1-ten Versicherungsjahres seien,s Personen 
dieser Art vorhanden, die dann im Alter x+y stehen. Tritt der 
wahrscheinlichste Fall ein, daB sq,,, Personen im Laufe des Jahres 
sterben, so hat der Versicherer weder Gewinn noch Verlust aus der 
Sterblichkeit; sterben 7 Personen mehr, so bringt jede einen auf den 
Anfang des Jahres diskontierten Verlust v(1 — ,,,V,,), sterben / Per- 
sonen weniger, so bewirkt jede einen ebenso grofen Gewinn. Dem- 
nach ist das Quadrat des mit den s Personen- verbundenen Risikos 
der Durchschnittswert des Produkts 


Pot (l — y41V2) 


D (?) = SPr4y Ter) 
so ist jenes Quadrat gleich 


und da nach Nr. 96 


SPriy G40(1 ser Bra (35) 
somit das Quadrat des auf eine Versicherung entfallenden Risikos: 
4M, = Pry Gs 440" (i ae al ar (36) 


Damit ist die erste Frage erledigt. Um das mittlere Risiko des 
y+ 1-ten Versicherungsjahres beim Abschlup zu bestimmen, hat man 
einmal zu beachten, da8, sofern s die Zahl der Personen bedeutet, 
die eine solche Versicherung abschlieBen, nach der wahrscheinlichsten 
Hypothese deren s,p, in das v + 1-te Versicherungsjahr eintreten, und 
daB der Verlust, bzw. Gewinn auf den Zeitpunkt des Abschlusses 
diskontiert wtt(] —,41/,) betragt; man hat also an Stelle des Aus- 
drucks (35) nunmehr 


See te oC = Peay 


was sich wegen ,p,= ~~~ umsetzen liBt in 
z 


viz l 


8 


D . 
+ 
Fi “Dery Goe a =a “LY 
x 


mithin ist das Quadrat des auf eine Versicherung entfallenden Risikos: 


f 


Db: 
Mi, Srey Dr Petr Gesy? ne oy vata): (37) 
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Man kann nun das ganze Versicherungsgeschaft, das mit den 
s Personen abgeschlossen wurde, in die einzelnen Versicherungsjahre 
auflésen, und da a priori eine Abhingigkeit der Gewinne oder Ver- 
luste der einzelnen Jahre nicht vorhanden ist, so sind die Voraus- 
setzungen des Tchebycheffschen Satzes, von dem in Nr 154 Ge- 
brauch gemacht wurde, erfiillt, und seine Anwendung fiihri za dem 
von K..Hattendorff‘) zuerst bemerkten Satze, dab das Quadrat des 
mittleren Risikos einer Versicherung fiir ihre ganze Dauer gleichkommt 
der Summe der Quadrate der auf den Beginn bezogenen mittleren Fu- 
sikos der einzelnen Versicherungsjahre, in Zeichen: 


M= Mi + Mi+ U3 eet Mis, (38) 


wenn » die Versicherungsdauer ist; bei lebenslinglicher Versicherung 
tritt « — a an die Stelle von n. 
Bemerkt sei, daB die Summe 


MM fs == hte (39) 


das Quadrat des auf den AbschluBtermin bezogenen Risikos vom Be- 


ginn des y + 1-ten Jahres an fiir die ganze fernere Dauer bedeutet. 
Hat man also nach den Formeln (36) und (37) die Wertreihe 1,3, 
M,?, M,3,--- ausgerechnet, so kann man daraus durch Aufsummie- 


rung von unten jeden der Ausdriicke (39) und schlieBlich das totale 
Risikoquadrat (38) ableiten. 


395. Hinige Zahlenresultate. Um eine Vorstellung von der 
Abhingigkeit des mittleren Risikos von der Versicherungskombination, 
dem Alter und der abgelaufenen Versicherungsdauer und zugleich 
eine Illustration zu den vorstehenden theoretischen Entwicklungen zu 
geben, seien nachstehend einige Resultate ziffernmaBiger Berechnungen 
mitgeteilt.”) 

Die erste Tabelle gibt das mittlere Risiko einer auf 1000 ab- 
geschlossenen gemischten, beziehungsweise einer lebenslanglichen 
Todesfallversicherung fiir deren ganze Dauer, sowohl bei einmaliger 
als auch bei fortlaufender Prémienzahlung wihrend der Versicherungs- 
dauer n (oo). 


1) Masius, Rundschau d. Versich. XVIII (1868), p. 172. Die Herleitang 
ist eine vollig andere. Vgl. auch G. Bohlmann, Gutachten etc, des VI. intern. 
Kongr. f. Versich.-Wissensch., Wien 1909, Bd. I 1, p. 607—610. 

2) Entnommen der zur vorigen Nummer zitierten Arbeit G. Bohl manns. 
Als Rechnungsgrundlagen sind verwendet der ZinsfuB von 3°/, und die Ame- 
rikanische Sterbetafel, fiir welche das erforderliche Zahlenmaterial in dem Werke 
von A. Hunter, Net Premiums and Reserves on Joint Life Policies, New York 
1902, enthalten ist. 
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Mittlere Risiko fiir die ganze Dauer bei der gemischten Versicherung und 
der lebenslinglichen Todesfallversicherung. 


Einmalige Pramienzahlung 
Versicherungsdauer 


| 10 | 16 | 20 | 25 | 80 | co 


Jihrliche Primienzablung 
Versicherungsdauer 


10 | 15 | 20 | 26 | 30 | o 


7] T 
26] 36,1 | 61,4 86,6 | 110,8 | 192,0 | 199,8 146,0 | 181,0 | 208,4 | 281,1 | 250,8 | 310,3 
35|/ 88,1 | 65,0 91,7 | 116,7 | 189,0 | 186,9] 155,0| 1931 | 228,7 | 249.6 | 271,9 | 3221 
45 || 42'9 | 73,2 | 108,0 | 129.5 150.5, 174.6 | 176.5 | 223/0 | 261.7 | 294.2 320°3 | 362.3 
55 |]54,3| 90,5 | 121,9 144.3 | 156.5 , 161,0| 2335 | 2974 | 347.7 | 388,8 | 404.5 | 412-7 


Man wird vor allem das erheblich gréfere Risiko bemerken, das 
mit laufender Primienzahlung verbunden ist, ferner wahrnehmen, daB 
das Risiko der gemischten Versicherung mit deren Dauer und dem 
Kintrittsalter wichst, daB es bei der Todesfallversicherung gegen ein- 
malige Pramie mit dem Beitrittsalter abnimmt, dagegen bei jahrlicher 
_Pramienzahlung erheblich wichst. 
| Die zweite Tabelle gibt das mittlere Risiko einer bei dem Alter 55 
auf 1000 abgeschlossenen Todesfallversicherung, wenn jahrliche Primien- 
zahlung stattfindet, fiir die aufeinander folgenden Versicherungsjahre, 
|jedesmal auf den Beginn des betreffenden Jahres bezogen. 


Werte von I, (P;,). 


Vorsiche: Versiche- 

| = rm s 

| 4, (Pry) one M, (Ps) ae M, (Ps) 

re y+1 v+1 ie 

| a ee = 

1 11 129.8 | 21 120,8 31 87,3 

2 12 129,7 22 118,4 32 82,6 

3 13 129.4 | 23 115,9 33 77,8 
4 14 129,1 24 113,2 34 72,6 
5 15 128,6 25 | 110,2 85 | 66,7 
6 16 127,9 26 | 107,2 36 | 60,0 
ff uy 127,1 27 104,0 37 52,8 
8 129,7 18 | 1260 | 28 100,4 38 45,2 
9 129,8 19 124,6 29 96,4 39 86,5 

10 129.8 || 20 122,8 30 92,0 40 0,0 


| 


Das Risiko wichst anfinglich, erreicht im 10. Versicherungsjahre 
seinen gréBten Wert, von dem es anfangs langsam, dann immer 
rascher abfallt. 

| Die dritte Tabelle dient insbesondere zur Illustration der Aus- 
‘fiihrungen in Nr. 394. In der ersten Kolonne sind die Risikoquadrate 
der einzelnen Versicherungsjahre, wie sie sich bei AbschluB der Ver- 
‘sicherung stellen, aagegeben; die zweite Kolonne ist die von unten 
‘aus gebildete Summenreihe der ersten und gibt das Quadrat des mitt- 
leren Risikos vom Beginn des betreffenden Versicherungsjahres an, 
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wieder bezogen auf den Abschlu8. Die Tabelle bezieht sich auf eine 
Todesfallversicherung, abgeschlossen auf 1000 und das Leben (55) 
gegen jahrliche Pramienzahlung. 


Werte von Jf,?(P,;) und ihre Summen. 


Versiche- | Versiche- | 
= run i { 
ck > (Pos) DY, 3 (Pss) rect My; (Ps) 
y+1 i aa v+1 
j i] 

1 | 16201 170 351 21 1817 

2 15 082 154 150 22 1 492 

3 14019 139 068 23 1 209 

4 13 005 125 049 24 966 

5 12 046 112.044 26 759 

6 11 129 . 99 998 26 588 

7 10 256 88 869 27 446 

8 9 422 78 618 28 330 

9 8 618 69 191 29 237 
10 7 854 60 578 30 164 
11 7 128 52 719 31 110 
12 6 437 45591 || 382 70,9 
13 5 780 39154 || 33 43,5 
14 5 162 38 374 34 24,9 | 47,2 
15 4576 28 212 35 12,9 22.3 
16 4029 23 636 36 6,0 9,4 
17 3 516 19 607 37 2,4 3,4 
18 8 036 16 091 38 0,8 1,0 
19 2691 13 055 39 0,2 0,2 
20 2184 | 10464 40 | 0,0 | a 


Hiernach stellt sich bei AbschluB der Versicherung das mittlere 


Risiko fir ihre ganze Dauer uuf 7170351 = 412,7 (in Ubereinstim- 
mung mit der Angabe der ersten Tabelle), und vom Beginn des 21. Ver- 
sicherungsjahres an auf /8280 = 91. 

396. Das Risiko eines Versicherungsbestandes. Durch 
die Formeln der Nr. 392---394 in Verbindung mit dem in Nr. 388 
angefiihrten Satze von der Zusammensetzung der mittleren Einzel- 
risikos zum Gesamtrisiko sind die Elemente gegeben, um das Risiko 
eines Versicherungsunternehmens zu einem bestimmten Zeitpunkte ent- 
weder fiir die fernere Dauer oder fiir das nichste Jahr zu berechnen. 

Der erwihnte Satz hat allerdings Unabhingigkeit der einzelnen 
Falle zur Voraussetzung, die nicht gewahrt ist bei den mehrfachen 
Versicherungen; denn der Ausgleich, der bei voneinander unabhiingigen 
Versicherungen eintreten kann, indem Verluste und Gewinne sich teil- 
weise aufheben, findet bei mehrfacher Versicherung derselben Person 
auf die nimliche Kombination nicht mehr statt, indem hier durch 
eine Abweichung vom wahrscheinlichsten Verlauf alle Vertrige in 
gleichem Sinne beeinfluBt werden. Bei dem Stande der Risikotheorie 
und ihrem Verhiiltnis zur Praxis witrde sich aber ein Eingehen auf 
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diese Verhiltnisse und die damit verbundenen Schwierigkeiten nicht 
rechtfertigen. 

Vereinfachungen bieten sich dar durch Zusammenfassung gleich- 
artiger Versicherungsfalle zu Gruppen. Es empfiehlt sich, zur Ge- 
winnung eines allgemeinen Einblicks solche Gruppen fir sich zu 
betrachten. 

Der einfachste Fall liegt vor, wenn es sich um eine Gruppe von 
Versicherungen handelt, die in der Kombination, im Alter der Ver- 
sicherten, in der zuriickgelegten Versicherungsdauer, im versicherten 
Kapital C (oder der Rente), also auch im mittleren ferneren Risiko M 
pro Geldeinheit tibereinstimmen; ist s ihre Anzahl, so stellt sich ihr 
Gesamtrisiko durch 

M=CMYs (40) 


dar. Es wiachst mit s im Verhiltnis der Quadratwurzel. Da die an- 
gesammelte Primienreserve dem s selbst proportional ist, so nimmt 
das Verhaltnis des Risikos zur Pramenreserve wie die reziproke 
Quadratwurzel aus s ab. 

Soll das mittlere Risiko fir das niachste Verwaltungsjahr be- 
stimmt werden, so kommt in Formel (40) fiir M das mittlere 
Risiko der Hinzelversicherung fiir das betreffende Versicherungsjahr 
(s. Formel (36)) zu setzen.*) 

Die Versicherungen einer s-gliedrigen Gruppe seien gleichartig 
bis auf die versicherten Summen, die C,, C,,---, C, sein migen; 
dann kommt an die Stelle von (40) zu schreiben: 


M= MYC; + 07+---+ C2 (41) 


An diese Formel ist eine wichtige Bemerkung zu kniipfen. Die 
Quadratsumme wird bei konstanter Summe C, + C,+---+C! am 
kleinsten, wenn C, = C, =---=C,, also bei gleichmaBiger Verteilung 
der versicherten Summe auf die einzelnen Versicherungen. Ungleich- 
maBige Verteilung vergréBert das mittlere Risiko um so starker, je 
mehr einzelne Summen vom Durchschnitt abweichen. Einem allzu 
groBen Anwachsen des Risikos wird durch Limitierung der Héhe des 
versicherten Kapitals und durch Abgabe der iiberschieBenden Betrige 
in Riickversicherung vorgebeugt. 

Mit den Grundlagen der Tabellen in Nr. 395 ist beispielsweise 
das mittlere Risiko einer Todesfallversicherung, abgeschlossen auf das 


1) Da Verwaltungsjabr und Versicherungsjahr in der Regel sich nicht. 
decken, so wird wie bei der Reserveberechnung eine Interpolation notwendig 
sein; man kann sich mit der Einschaltung auf Mitte des Jahres begniigen, die 
so vorgenommen werden kann, daS man das arithmetische Mittel der Risiko- 
quadrate fiir die benachbarten ganzjabrigen Dauern nimmt, gleichgiiltig ob es 
sich um das fernere oder das einj&hrige Risiko handelt. 

Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung. II. 3. Aufl. 28 
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Leben eines 35-jahrigen, nach finfjahriger Dauer pro versicherte 
Einheit: 

0,93395 ; 
liegen 400 Versicherungen dieser Art vor, jede auf 1000 lautend, so 
ist mit ihnen ein mittleres Risiko von 


1000 - 0,93395 V400 == 18 679 
verbunden; verteilt sich dagegen die Summe 400000 auf 
5 Falle a 10000 
DD are to OU 
502%, _, 2000 
70 me ty 45000 
200 ee uence 
so stellt sich das Risiko auf 
0,93395 V1 407 100 000 = 35 033 


und wiirde, wenn die ganze Summe auf ein Leben versichert ware, 
die Héhe 

373 500 
erreichen. 

Den allgemeinsten Fall, wie ihn die Praxis darbietet, bildet ein 
Versicherungsbestand, bestehend aus verschiedenen Versicherungskom- 
binationen, aus Personen verschiedenen Beitrittsalters, verschiedener 
Versicherungsdauer und mit verschiedenen Versicherungssummen. Ist s 
die Anzahl der Versicherungen, ist bei der v-ten Versicherung 


C, die Versicherungssumme (Rente) 
Mw das Risiko der versicherten Einheit 


so gilt fiir das totale mittlere Risiko die Formel: 
M= VO?2 M?, a C,” Ms, + a C2? M bi Se (42) 


wurde also in den Biichern, etwa neben der Reserve, bei jeder Ver- 
sicherung oder Versicherungsgruppe das entsprechende C? M3, hinzu- 
geschrieben, so ergibe die Hauptsumme dieser Rubrik das "Quadrat 


von M. Dazu wiren Tabellen der M? fir alle Kombinationen, Alter 
und Versicherungsdauern erforderlich. 


397. Die wabrscheinlichkeitstheoretische Bedeutung des 
mittleren Risikos eines Versicherungsbestandes. Um die 
wahrecheinlichkeitstheoretische und damit zugleich die versicherungs- 
technische Bedeutung. des eben besprochenen Gesamtrisikos M einer 
Versicherungsunternehmung ins rechte Licht zu stellen, kann man 
sich auf auf den in Nr. 141 entwickelten I. Satz von Tehebycheff 
sttitzen. 


(v=1,2.- 8, 
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Es sei x die Differenz zwischen der Auszahlung A, an einen 
ersten*Versicherten und seiner Hinzahlung FE, (a = 1, 2,---l, wenn 1 
die Anzahl der méglichen zusammengehérigen Wertpapiere, entsprechend 
den unterschiedenen Annahmen iiber den Ablauf des betreffenden Ver- 
sicherungsfalles, bedeutet), beide auf den Zeitpunkt der Risikoaufstel- 
lung reduziert; w, («@ = 1, 2,---1) die Wahrscheinlichkeit der Wert- 
verbindung A,, E,, so daB 


L, 


> = 


1 


ist. Die Buchstaben y, A,, er We (B= 1, 2, eae m); 2, A,, HL, wv, 


(y=1,2,---m) --- mégen die analogen Bedeutungen fiir einen zweiten, 
dritten, --- Versicherten haben. 
Die Mittelwerte von w, y, z,--- sind notwendig einzeln gleich 


Null, weil nach dem obersten Grundsatze der Versicherungsrechnung 


stattfindet. 


Die Mittelwerte von 2%, y’, 2*,--- sind die mittleren Risiko- 
quadrate der entsprechenden Versicherungen, naémlich 


t 
Mg, = >. (Ark) 
1 
Mg — Dd), (4,— E,) 
1 
Uj) = ey w,(A,— E,)? 
1 


‘Die Anwendung des zitierten Satzes auf den vorliegenden Fall 
fiibrt nun zu dem folgenden Ergebnis: ,Die Wahrscheinlichkeit P, 
daB die totale Abweichung der Hinzahlungen von den Auszahlungen: 

ee te toa 
ihrem absoluten Werte nach das 6-fache Totalrisiko 
28* 
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M=Vhié + My + Mit: 
nicht tibertreffe, ist gréBer als 1 — a 


Dieser Satz, der unabhingig von der Anzahl und der Art der 
Versicherungen und daher in hohem Grade allgemein ist, bestimmt 
jedoch nicht die engsten Grenzen, die einer vorgegebenen Wahrschein- 
lichkeit entsprechen. Ihm zufolge wiSte man beispielweise blo8, daB 
die Wahrscheinlichkeit, es werde E das dreifache M nicht tbertreffen, 
gréBer als 3 sei. 

Man kann aber auch, von dem bei Versicherungsunternehmungen 
platzgreifenden Umstande der sehr groBen Anzahl von Hinzelfallen 
Gebrauch machend, die Frage auf ein anderes Gebiet tibertragen, auf 
das der Fehlertheorie. 

Es 148t sich namlichsdie totale Abweichung 


a I rk in ot a ei 


der Hinzahlungen von den Auszahlungen als zusammengesetzter Fehler 
in der Beobachtung einer GriBe betrachten, deren wahrscheinlichster 
Wert Null ist, entstehend durch das Zusammentreffen der Elementar- 
fehler x,y, 2,-++, die aus den einzelnen Versicherungen entspringen. 
Wenn nun die Anzahl dieser Elementarfehler sehr gro8 ist, so befolgt 
der Totalfehler E unabhangig davon, nach welchem Gesetz die 
wW,, W,, w,, +++ mit fortlaufendem Zeiger sich ‘ndern, ein Gesetz, 
das durch die Funktion 


p(E)e en BE-a)? (43) 


dargestellt ist [s. Nr. 173. (15*)]. Dabei ist a die Summe der Mittel- 
werte von %, y, 2,---, im vorliegenden Falle also Null, und h? die 
halbe reziproke Summe der Mittelwerte von 2°, y®, 2°, ---, dh. also 


i? = —. oe Lis eee 
2(Mé) + M3) + M3, +--+) 2M? 
so daB endgiiltig: 


p(E) = 1. (44) 


Sobald einmal das Gesetz des Fehlers feststeht, 148t sich auch 
der ,,mittlere“ und der ,,durchschnittliche* Fehler ermitteln, die, sofern 
es sich um eigentliche Beobachtungsfehler handelt, PrazisionsmaSe 
bilden, hier jedoch in der fibertragenen Bedeutung Mafe fiir die Ge- 
fahr des Unternehmens darstellen. Und zwar ist nach Nr. 181 der 
mittlere Fehler, d. i. die Quadratwurzel aus dem Mittelwerte von E?, 
gleich 

M, 
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und der durchschnittliche Fehler, d. i. der Mittelwert von |E|, nach 
Nr. 180 gleich 
M Vi: ; 


da aber die Hialfte dieses Mittelwertes begrifflich mit dem durch- 
schnittlichen Risiko R zusammenfallt, so ist 


oe (45) 
V2x 
(vgl. Nr. 152). 

Im Sinne dieser Auffassung 148+ sich nun auf Grund von (44) 
die Wahrscheinlichkeit P dafiir bestimmen, daB E den k-fachen Betrag 
von M und daB es den k-fachen Betrag von R nicht tberschreite. 
Wie in Nr. i154 und 153 ausgefiihrt worden, hingen dabei die Werte 
von k und P derart zusammen, daB in bezug auf M: 


k 


V2 


BIS er 
z Be at, (46) 
in bezug auf R: 


yes (47) 


ist; nachstehend einige zusammengehdérige Wertepaare: 


in bezug auf M | in bezug auf R 
k = —— 
| Wabrscheinlichkeit P 
1 0,68267 0,31006 
2 0,95449 0,57498 
3 0,99730 | 0,76863 
4 0,99994 0,88945 
5 4 0,95392 
6 0,9£332 


398. Ver Sterblichkeiteschwankungsfonds. An die letzten 
Ergebnisse kniipft sich unmittelbar die Frage nach der Hohe jenes 
Fonds, durch dessen Vorhandensein der Unternehmer mit emer vor- 
gegebenen Wahrscheinlichkeit gesichert erscheint, fiir eventuelle Ab- 

ginge aus ungiinstigen Schwankungen der Sterblichkeit aufkommen 
zu kénnen. Wir stellen uns dabei auf den schon in Nr. 386 er- 
érterten Standpunkt, die zugrunde gelegte Sterbetafel sei zutroffend. 

Wie hoch die Wahrecheinlichkeit gegriffen werden soli, mub 
dem objektiven Ermessen oder einer von auSen kommenden Feat- 
setzung tiberlassen bleiben. Ein Fonds von der Hihe des mittleren 
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Risikos selbst wiirde mit der Wahrscheinlichkeit = ausreichen, ein 
Fonds von der Héhe des durchschnittlichen Risikos nur mit einer 
etwas unter > liegenden Wahrscheinlichkeit. 

Wie man bemerkt, sind M und R fir den gedachten Zweck 
gleich verwendbar; nur in Ansehung der mathematischen Schwierig- 
keit ist M vorzuziehen. 

Setzt man den Sterblichkeitsschwankungsfonds mit 


kM 


fest, so wird k wohl auch als Stcherheitskoeffizient bezeichnet; denn 
je gréBer er ist, desto gesicherter ist das Unternehmen’bei Vorhanden- 
sein des Fonds gegen eine ungiinstige Abweichung des Sterblichkeits- 
verlaufs vom erwartungsmaBigen. Die Annahme k= 3, der nach 
obiger Tabelle die Wahrscheinlichkeit 0,9973 entspricht, ist in der 
Literatur vielfach vertreten. 

Der Sterblichkeitsschwankungsfonds fallt bei demselben k ver- 
schieden groB aus, je nachdem er die Deckung fiir die ganze fernere 
Dauer oder bloB fiir ein Vertragsjahr bilden soll. Es liegt auf der 
Hand, da8 er fiir den letzteren Fall kleiner ausfallen wird als fiir den 
ersteren, aber das Verhiltnis ist wesentlich verschieden von dem der 
Zeitraume; das erklirt sich aus dem Umstande, da ein liingerer Zeit- 
raum gréBere Moglichkeit eines Ausgleichs zwischen Verlusten und 
Gewinnen darbietet, wie dies auch bei einer langeren Reihe von Zu- 
fallsspielen zu beobachten ist, die nach dem Grundsatz der mathe- 
matischen Hoffnung geregelt sind. 

Mit den Grundlagen der Tabellen in Nr. 398 ist das raters 
Risiko der gemischten Versicherungen A,. 55, A,, 5 und der Todes- 


fallversicherung A,,, abgeschlossen auf 1000 gegen jihrliche Primien- 
zahlung, am Beginn des 6. Versicherungsjahres fiir die fernere Dauer 
beziehungsweise gleich 


166,48 205,81 311,22; 
das mittlere Risiko zu demselben Zeitpunkte bloB fiir das 6. Ver- 
sicherungsjabr betragt in diesen Fallen beziehungsweise 
73,91 79,70 87,68. 
Liegen 2500 derartige Versicherungen in einem Bestande vor, so 


stellt sich bei der Annahme k = 3 der Sterblichkeitsschwankungsfonds 
im ersteren Falle beziehungsweise auf 


24 972 30 871 46 698, 


im zweiten Falle auf 
i 087 11955 13 152. 


Setzt man diese Betrage zu der Primienreserve ins Verhiltnis, die 
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am Ende des 5. Versicherungsjahres angesammelt sein muB, so findet 
man, daB der Sterblichkeitsschwankungsfonds in den angezogenen 
Beispielen 
SPOT 30974 
beziehungsweise 2,4 3,5 Gio, 


der Pramienreserve ausmacht. 

Bei Vervierfachung des Bestandes erhdhen sich die absoluten 
Betrige auf das doppelte, waihrend die zuletzt angefiihrten Verhiltnis- 
zahlen auf die Hialfte herabsinken. 


399. Mit der Risikotheorie zusammenhangende Begriffs- 
bildungen. J. Hs bedeutet eine Annidherung an die Wirklichkeit, 
wenn man bei der Beurteilung der Solvenz eines Versicherungsunter- 
nehmens auch die Gewinnquellen beriicksichtigt, die ihm die Bildung 
eines Sicherheitsfonds erméglichen, der, wie die Dinge tatsichlich 
getibt werden, mit den Zweck hat, fiir ungiinstige Abweichungen der 
Sterblichkeit aufzukommen. Als Gewinnquellen kénnen wirksam sein 
die Sterblichkeit, der ZinsfuB und die Zuschlige, soweit sie nicht 
durch die Verwaltungskosten absorbiert werden. 

Soll in einem Zeitpunkte die Sicherheit des Unternehmens be- 
urteilt werden, so hat man dem Sterblichkeitsschwankungsfonds kM, 
den man als erforderlich festgesetzt hat, gegeniiber zu halten den 
Sicherheitsfonds F, der aus den genannten Gewinnquellen in der Ver- 
gangenheit angesammelt wurde, und den veranschlagten Barwert G 
der von dem gegenwartigen Bestande kiinftig zu erwartenden Gewinne. 
Wenn die Summe /'+ G den Betrag kM iibertrifft, so ist das Unter- 
nehmen schon kraft seines Geschiftsplanes gegen die Folgen ungiin- 
stiger Sterblichkeitsschwankungen in dem gewiinschten Sicherheits- 
grade gedeckt und es bleibt ein UberschuB fiir andere Zwecke tbrig. 
Erreicht die Summe 7’+ G den Betrag £M nicht, dann bediirfte das 
Unternehmen eines dem Fehlbetrag gleichen Fonds, um mit der dem 
k entsprechenden Wahrscheinlichkeit gegen ungiinstige Abweichungen 
der Sterblichkeit geschiitzt zu sein. 

Man hat daher die Differenz 


R=kM-—F—G (48) 


als eine fiir die Beurteilung der Stabilitdt eines Unternehmens charak- 
teristische GréBe unter dem Namen Risikoreserve eingefiihrt. 

Kennzeichnet der Fall % =O gewissermaBen das labile Gleich- 
gewicht, so kann bei R <0 von Stabilitét, bei Jt > 0 von Mangel 
der Stabilitét gesprochen werden. 

Bei dem Vorhandensein von Stabilitat kann auch von einem 
Grade derselben gesprochen werden; ersetzt man nimlich bei R < 0 
k durch ein groBeres k’ derart, da’ nunmehr, 
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KM—F—-G=0 (49) 


wird, so ist die Stabilitét als um so héher zu bezeichnen, je groBer 
k’ im Vergleich zu dem festgesetzten & ist; man kann also in der Zahl 
Kk F+G 
aria 60) 
einen Ausdruck fiir den Grad der Stabilitat erblicken. 

Il. Mit dem Begriff der Risikoreserve hat man die Frage nach 
der Zahl von Versicherten in Verbindung gebracht, bei der gerade 
die untere Grenze der Stabilitit erreicht wird; es ist jene Zahl, die 
R =O zur Folge hat. 

Um ein Beispiel zu geben, in welchem ihre Bestimmung sich 
leicht vollzichen 148t, nehmen wir ein Unternehmen an, das iiber 
keinen Sicherheitsfonds verfiigt und an Gewinnquellen nur die Zu- 
schlage besitzt; dasselbe setze sich iiberdies aus lauter gleichartigen 
Versicherungen zusammen. 

Unter diesen Annahmen erscheint M in der Form MYys, wenn 
s die Zah] der Versicherungsfalle und M das Risiko des einzelnen 
bedeutet, G in der Form sg, wenn g den Barwert des aus einer Ver- 
sicherung zu erwartenden Zuschlagsgewinns vorstellt, und es ist weiter 
F =0; mithin wird 

R= kMYs — sg 
und daraus folgt fir R= 0 die Minimalaahl der Versicherten: 
2 2 
% = (61) 


Bei ihrer Uberschreitung tritt Stabilitét von um so héherem Grade 
ein, je weiter man iiber s, hinauskommt.*) 


400. Hine andere Auffassung des Risikoproblems. Die 
Aufbringung eines Sicherheitsfonds, der mit dazu bestimmt ist, even- 
tnelle Verluste aus Sterblichkeitsschwankungen zu decken, bat durch 
Sicherheitseuschlége zu den Nettoprimien zu erfolgen. Man kann nun 
von Anfang an das Problem so fassen, es sei die Pramienzahlung 
fiir eine Versicherung so einzurichten, daB auBer der reinen Ver- 
sicherungsleistung und den in bestimmter Weise priliminierten Un- 
kosten auch ein vorgeschriebenes Vielfache des Risikos gedeckt sei. 
Diese Fassung hat A. Tauber dem Problem gegeben.?) 


1) Beztiglich eines nidheren Hingehens auf diese Begriffe sei auf P. Radtkes 
Abhandlung: Die Stabilitit der Lebensversicherungsanstalten, Zeitschr. f. d. g. 
Versich.-Wissensch. TM (19038), p. 399-469, sowie auf den wiederholt zitierten 
Bericht G. Bohimannua auf dem Vi. intern. Kongr., Wien 1909, verwiesen. 

2) Gutachten etc. d. VI. intern. Kongr. f. Versich.-Wissensch., Wien 1909, 
Bd. 12, p. 781-888. 
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Es handle sich um eine auf » Jahre und das Kapital 1 abge- 
schlossene gemischte Versicherung. Die um die jahrlichen laufenden 
Unkosten gekiirzte Bruttoprimie sei P; im ersten Jahre sollen die 
AbschluBkosten a gedeckt werden. 

Stirbt der Versicherte im Laufe des v-ten Jahres (vy <n), 80 
haben seine Kinzahlungen am Schlusse dieses Jahres den Wert 


(r=1+i=-): 
v+l1 


(P—a)r’+ P+ r-t+-.. +r) — Par’, 


und da 1 zur Auszahlung kommt, so erleidet der Versicherer einen 
Verlust vom Betrage 
je \ i 
(«— ao oY 


(a — .=5)) Le es 
r—1 2) 


_ bei allen Werten von », fiir die 


=— or <i (52) 


r—t1 


st. Die gréfte dieser Zahlen, sie heiBe m, ist so gelegen, daB 


und pice ap oth, 


zwischen m und m+ 1 liegt die Risikodauer t, die der Gleichung 

De ee ak (53) 
entspricht, also den vélligen Ausgleich der beiderseitigen Leistungen 
herbeifithrt. 


Um das durchschnittliche Ristko R zu Beginn der Versicherung 
zu erhalten, hat man das Produkt 


OO eee Corea el a 


iiber die Werte v = 1, 2, ---m za summieren; dies gibt 
Pp ™m Pp m 
(i = Tae) eit us (a = a5) Diets 
es ist aber 
ne ™ 


2,110" tndes 2y-11%et mPa 1, 
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folglich 
#4 Eat NM) 
und mit Riicksicht auf (53), das ,” = “**" ergibt, 
R=it4/ A, — 0 (1— 22)|= 00). (54) 


Dadurch erscheint das Risiko als Funktion der Risikodauer t 
‘und der mit dieser zusammenhingenden ganzen Zahl m dargestellt. 

Im Sinne der an die Spitze gestellten Forderung hat nun die 
Pramie P der Gleichung 


P\a,=%+A,5+kh 


zu geniigen, wenn k der vorgeschriebene Sicherheitskoeffizient ist. 
Ersetzt man die Pramie durch den dafiir aus (53) resultierenden Aus- 
druck, so nimmt die Gleichung zunachst die Gestalt an: 


et? (1 —»),,a,—«— A, = kO(2); 


beachtet man weiter, daB A,>—1-—(1—v),a,, so laBt sie sich 


nm 5? 


nach Hinfiihrung des Ausdrucks fiir ® (7) aus (55) weiter umformen in 
iio 4,7] =k pe oe a <3, Poh : (55) 


Diese Gleichung nennt Tauber die Risikogleichung. Sie spielt 
in der Behandlung des Problems folgende Rolle. Ist  gegeben, so 
fiihrt sie zur Bestimmung von + und (53) liefert dann die erforder- 
liche Primie. Bei bekanntem P hingegen rechnet man aus (53) vw”, 
bestimmt dazu aus einer Potenztafel der v das zugehérige m und 
kann daraufhin mittels (55) den Sicherheitskoeffizienten k berechnen, 
der dieser Primie entspricht. Bemerkenswert ist der Umstand, da8 
(55) die AbschluBkosten «@ nicht enthalt, daB also die Risikodauer 
davon unabhiangig ist. 

Der ersterwahnte Anwendungsfall bedarf aber noch einer niheren 
Erliuterung; denn die Bestimmung von rt aus (55) setzt die Kenntnis 
von m voraus. Beriicksichtigt man, da |,.4,+ 0", p.= A, und 


daB die rechte Seite von (55) mit wachsendem + wichst, so muB, da 
die Zahlen m und m+ 1 die Wurzel 7 einschlieBen: 
UAL Aa, 


gmti_ cae — kl A, 7 —v™t1<0 
oder aber 


kA, 4-0] > 4,5 


ea k[A, =p mei} ied | = Als 


IY. Absehnitt. Das Risiko in der Lebensversicherung. 443 
sein; legt man also eine Tabelle der Funktion 
2,@,v) =v —klA,j—vj—1+hw—kAa 


an, so laBt sich auf Grund von «x und A, 5 aus dieser Tabelle das 
m uninittelbar entnehmen. 

Damit ist der Grundgedanke dieser theoretisch bemerkenswerten 
Auffassung gekennzeichnet; beziiglich seiner weiteren Verfolgung sei 
auf die Arbeit selbst verwiesen. Noch mu bemerkt werden, daB bei 
der Wahl von k einmal darauf Riicksicht zu nehmen ist, daB das 
durchschnitiliche Risiko in Rechnung gezogen erscheint, und dann 
darauf, dai die Pramienbemessung auf den einzelnen Versicherungsfall 
gegriindet wird. 
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Tafel IV. 


Deutsche Sterbetafel. 


Madnnliches Geschlecht. 


: Ge- Bee Sterbens- Lebens- (Abgekiirzte) 
Alter | Uberlebende : wahrschein- wahrschein- Lebens- 
storbene Sar lichkeit lichkeit erwartung 
ies l. pai Ve ia Be 
° 100 000 25 273 81 527 0,25 273 ee 9574 727 
I 74 727 4851 71 833 0,06 492 0,93 508 46,52 
2 69 876 2 319 68 606 0,03 319 0,96 681 48,72 
3 67 557 1 560 66 706 0,02 309 0,97 691 49,38 
4 65 997 I 126 65 385 0,01 70 0,98 295 49,53 
5 64 871 843 oe 420 0,01 300 0,98 700 49,39 
6 64 028 659 63 678 0,01 030 0,98 970 49,03 
5] 63 369 520 63 094 0,00 820 0,99 180 48,54 | 
8 62 849 418 62 629 0,00 665 C,99 335 47,93 | 
9 62 431 342 | 62252 0,00 5 48 0,99 452 47,25 | 
10 62 089 289 61 939 0,00 466 0,99 534 46,61 
Il 61 800 253 61 670 0,00 409 0,99 591 45,72 
12 61 547 227 61 431 0,00 368 0,99 632 44,91 
13 61 320 212 61 213 0,0C 347° 0,99 653 44,07 
14 61 108 216 61 OOL 0,00 352 0,99 648 43,23 
15 60 892 235 60 778 0,00 387 0,99 613 42,38 
16 60 657 274 60 525 0,00 451 0,99 549 41,54 
17 60 383 320 60 229 0,00 531 0,99 469 40,72 
18 60 063 367 59 885 0,00 610 0,99 390 39:94 
59 696 409 59 496 0,00 685 0,99 315 39,18 
59 287 444 59 069 0,00 750 0,99 250 38,45 
58 843 474 58 609 0,00 805 0,99 195 37:73 
58 369 498 58 121 0,00 853 0,99 147 37,04 
57 871 493 57 624 0,00 852 0,99 148 36,35 
57 378 486 57 134 0,00 847 0,99 153 35,66 
56 892 482 56 651 0,00 848 0,99 152 34,96 
56 410 483 56 169 0,00 855 0,99 145 34,25 
55 927 485 55 685 0,00 868 0,99 132 33,55 
£5 442 A9E 0) 55 497 0,00 885 0,99 115 32,83 
54.956 497 54 703 | 0,00 905 0,99 095 32,12 | 
54 454 505 54 203 0,00 928 0,99 072 31,41 
53 949 515 53 693 | 0,00 954 0,99 046 30,70 
53 434 526 53 173 0,00 984 0,99 016 29,99 | 
52 908 539 52 640 0,01 O19 0,98 981 29,29 
52 369 554 52 094 0,01 058 0,98 942 28,58 
51 815 571 51 532 0,01 LOI 0,98 899 27,88 
51244 588 §0 952 0,01 148 0,98 852 27,19 
50 656 607 50 355 0,01 199 0,98 801 26,50 
50 049 627 49 738 0,08 253 0,98 747 25,81 
49 422 647 49 101 0,01 308 0,98 692 25,13 
48 775 665 48 445 0,01 363 0,98 637 24,46 
48 110 682 47771 0,01 418 0,98 582 23,79 
47 428 699 47 081 0,01 475 0,98 525 23,13 
46 729 719 46 372 0,01 §37 0,98 463 22,46 
46 610 738 45 644 0,01 605 0,98 395 21,81 | 
45 272 761 44 894 0,01 680 0,98 320 21,16 | 
44.511 783 44 122 Q,01 761 0,98 239 20,53 | 
43 728 809 43 327 0,01 848 0,98 152 19,87 
42 919 833 42 506 0,01 94 0,98 059 19,23 
42 086 858 41 660 0,02 aie 0,97 960 18,60 
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Deutsche Sterbetafel. Tafel IV. 
Weibliches Geschlecht. 
<0 Ge | Be- Sterbens- | Lebens- (Abgekiirzte) 
Alter | Uberlebende = wahrschein- wahrschein- Lebens- 
Storbene | vdlkerung lichkeit lichkeit erwartung 
~ | l. | a, L, Vx by e, 
re) 100 000 21 740 84 355 0,21 740 0,78 260 38,45 
I 78 260 4 980 75 275 0,06 364 0,93 636 48,06 
2 73 280 2 338 71 965 0,03 258 0,96 742 50,30 
5 70 892 1597 | 70028 | 0,02 253 0:97 747-3 50:98 
4 69 295 1 169 68 657 0,01 687 0,98 313 51,14 
5 68 126 877 67 657 0,01 287 0,98 713 51,01 
6 67 249 677 66 889 0,01 007 0,98 993 50,67 
7 66 572 537 | 66 288 0,00 807 0,99 193 50,18 | 
8 66 035 436 63 806 0,00 660 0,99 340 | 49,51 
9 65 599 362 65 420 0,00 552 0,99 448 48,91 
10 65 237 311 65 076 0,00 476 0,99 524 48,18 
Il 64 926 277 64 784 0,00 427 0,99 573 47,41 
12 64 649 259 64 518 0,00 401 0,99 599 46,61 
13 64 390 254 64 263 0,00 394 0,99 606 45,80 
14 64 136 258 64 008 0,00 402 0,99 598 44,97 
15 63 878 269 63 745 0,00 422 0,99 578 44,15 
16 63 609 287 63 468 0,00 451 0,99 549 43,34 
17 63 322 309 63 170 0,00 487 0,99 513 42,53 
18 63 O13 332 62 850 0,00 527 0,99 473 41,74 
19 62 681 357 62 506 0,00 570 0,99 430 40,96 
20 62 324 383 62 136 0,00 614 0,99 386 40,19 | 
21 61 941 407 61 741 0,00 658 0,99 342 39,43 
22 61 534 432 61 321 0,00 701 0,99 299 38,09 
23 61 102 454 60 878 0,00 743 0,99 257 37,96 
24 60 648 474 60 414 0,00 783 0,99 217 37524 
25 60 174 494 59 929 0,00 820 0,99 180 36,53 
26 59 680 510 59 427 0,00 854 0,99 146 35,83 
27 59 170 523 58 910 0,00 885 0,99 II5 35,13 
28 58 647 536 58 380 0,00 913 0,99 087 34544 | 
29 §8 111 545 57 841 | 0,00 939 0,99 O61 33,76 
30 57 566 556 57 289 0,00 965 0,99 035 33,07 
31 57 010 565 56729 | 0,00 992 0,99 008 32539 
32 56 445 576 56 158 0,01 020 0,98 980 31,71 
33 55 869 587 55 577 0,01 050 0,98 950 31,03 
34 55 282 597 54 985 0,01 080 0,98 920 30,35 
35 54 685 607 54 383 0,01 110 0,98 890 29,60 
36 54 087 616 53771 0,01 140 0,98 860 29,01 
37 53 462 625 53 150 0,01 168 0,98 832 28,34 
38 52 837 630 52.522 0,01 192 0,98 808 27,66 
39 52 207 631 51 892 0,01 210 0,98 790 26,99 
40 51576 630 51 261 0,01 222 0,98 778 26,32 
41 50 946 626 50 632 0,01 228 0,98 772 25,64 
42 50 320 619 50 010 0,01 230 0,98 770 24,95 
43 49 701 | 611 49 395 0,01 230 0,98 770 24,25 
44 49 090 609 48 785 0,01 240 0,98 760 | 23:55 
45 48 481 | 611 48176 | 0,01 260 0,98 740 22,84 
46 47 870, | 622 47 561 | 0,01 300 0,98 700 22,12 
47 47 248 643 46 929 0,01 360 0,98 640 21,41 
48 46 605 666 46 275 | 0,01 430 0,98 570 20,70 
49 59390) 694 45596 | 0,01 §10 0,98 490 Ae 
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Tafel IV. 


Sterbens- 


Lebens- 


ae 
¢ Ber Be- in- wabrschein- | cabgokirate 
Uberlebende | storbene | volkorung Meio are lichkeit Roaeets 
a, L, 9x Py Gy 
| 
885 49789 | 0,02 145 0,97 885 17,98 
g10 | 39891 | 0,02 256 0,97 744 17,36 
936 38968 | 0,02374 | 0,97 626 16,75 
963 | 38019 0,02501 ~~ 6,97 499 16,15 
DOOM aa 3/055 0;02 639 =| 0,97 361 15555 
I 020 36 638 0,02 790° } 0,97 210 14,96 
1050 | 35003 0,02956 | 0497044 14,37 
1 082 33937 |= 9;03 139 0,96 861 13,79 
1116 | 32838 | 0,03 342 0,96 658 13,22 
I152 | 31705 0,03 568 0,96 432 12,66 
I 189 30534 | 0,03 820 0,96 180 12,11 
22 fe 29326 ~ 0,04 100 0,95 900 14,57 >] 
I 266 28080 | 0,04 409 0,95 591 LT,0OS9 0) 
1 303 26 795 0,04 748 | 0,95 252 10,53 
E337 25475 0,05 118 0,94 882 10,03 
1 369 24127 | 0,05 520 0,94 480 9,55 
I 396 22738 | 0,05 956 0,94 044 9,08 
1417 21331 | 0,06 429 0,93 57f 8,62 
I 431 19 906 0,06 942 0,93 058 8,18 
1 439 18470 | 0,07 500 0,92 500 7:75 
I 440 17029 | 0,08 108 0,91 892 7:34 =| 
1430 | 15593 0,08 770 0,91 230 6,94 
1412 14171 | 0,09 489 0,90 $11 6,56 
I 383 E2077 20 10; 10207 0,89 733 6,19 Is 
I 342 11408 0, LI 105 0,88 895 5585 
I 289 1oogr | 0,12 004 0,87 996 5,51 
I 226 8832 |) ‘o}r2 ‘965 9) 0,87 075 5,20 
WUSk 7 643 0,13 989 0,86 OLI 4,90 
1 067 6 532 0,15 077 0,84 923 4,62 
975 5 511 0,16230 | 0,83770 4:35 | 
879 4 583 0,17 448 0,82 552 4,10 | 
778 =| «3754 0,18 731 0,81 269 3,86 | 
678 | 3027 0,20 074 0,79 926 3,64: | 
580 2 398 0,21 467 0,78 533 3543 
485 I 866 0,22 900 0,77 100 3,24 
399 1 425 0,24 363 0,75 637 3,06 
319 I 067 0,25 846 0,74 154 2,90 
251 784 0,27 344 0,72 656 2574 
192 563 0,28 852 0,71 148 2,60 
144 397 0,30 370 0,69 630 2,46 
105 272 0,31 902 0,68 098 2,34 
75 184 0,33 457 0,66 543 2,22 | 
53 121 0,35 047 0,64 953 2,10 
36 77 0,36 689 0,63 311 1,99 
23 48 0,38 404 0,61 596 1,89 
15 30 0,40 217 0,59 783 1,80 
10 17,4| 0,42 158 0,57 842 1,68 
597 9,7 0,44 259 0,55 741 1,57 
354 554 0,46 560 0,53 440 1,49 
1,9 2,8 0,49 102 0,50 898 1,41 
1,0 1,4 0,51 930 0,48 070 1,36 
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Alter 


Uberlebende 


Ge- 
storbene 


oe Sterbens- Lebens- (Abgekiirzte) 
~ wahrschein- wahrschein- Lebens- 
volkerung lichkeit lichkeit erwartung 
tas Ups ds 4 ae 
a | 
44 887 0,01 600 | 0,98 400 19,29 
44 148 0,01 695 | 0,98 305 18,59 
43 378 0,01795 | 0,98 205 17,91 
42 576 0,01 905 0,98095 | 17.22 
40740 0,02 025 0,97 975 16,55 
40 867 0,02 165 | 0,97 835 15,88 
39 949 0,02 330 0,97 670 15,22 
38 981 0,02 525 0,97 475 14,57 
37 955 0,02 750 0,97 250 13,94 
36°864 0,03 005 0,96 995 13,31 
35 705 0,03 285 0,96715 | 12,71 
34 480 0,03 585 096415 | 12,13 
33 190 0,03 905 0,96095 | 11,56 
31 837 0,04 247 0,95 753 11,01 
30 428 0,04 613 0,95 387 10,47 
28 966 0,05 005 0,94 995 9,96 
27 457 0,05 425 0,94 575 9545 
25 906 0,05 875 0,94 125 8,97 | 
24 323 0,06 360 0,93 640 8,50 
227113 0,06 885 0,93 115 8,04 
21 085 0,07 470 0,92 530 7,60 
19 442 0,08 135 0,91 865 FSG 
17 789 0,08 900 0,91 100 6,76 
16 132 0,09 745 0,90 255 6,37 | 
14 488 0,10 650 0,89 350 6,00 
12 877 0,11 600 0,88 400 5,66 
II 320 0,42 585 0,87 415 5134 
9 838 0,13 600 0,86 400 5,03 
8 450 0,14 640 0,85 360 4575 
7 168 0,15 710 0,84 290 4,48 
6 002 0,16 830 0,83170 | 4,22 
4956 0,18 025 0,81 975 3,98 
4 032 0,19 310 0,80 690 3575 
3226 0,20 685 0,79 315 3553 
2 536 0,22 135 0,77 865 3533 
1956 | 0,23 635 9,76 365 3,14 
1 479 0,25 160 0,74 840 2,96 
1095 0,26 700 0,73 300 2,80 
794° 0,28 250 0,71 750 2,65 
564 0,29 810 0,70 190 2,51 
391 0,31 384 0,68 616 2,37 
265 0,32 981 0,67 O19 2,25 
176 0,34 612 0,65 388 2,13 
113 0,36 296 0,63 704 2,01 
Ghis 0,38 052 0,61 948 1,91 
44 0,39 905 0,60 095 1,81 
26 0,41 885 0,58 115 1,70 
15 0,44 025 0,55 975 1,59 
8,1 0,46 362 0,53 638 1,46 
4,2} 0,48 939 0,51 O61 


0,48 200 


0,51 800 
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Tafel V. 


Sterbetafel M und WTJ der 23 deutschen Gesellschaften 


nebst Grundzahlen zu 33°. 


Paseo | M, 


100 000 50 257 1 O13 125 446,24 | 15 386,49 
99 081 |. 48 109 980 868 425,99 14 940,25 
98 173 46 057 932 759 402,06 14 514,26 
97 286 44 007 886 702 377,08 14 112,20 
96 425 42 229 842 605 353,33 13 735,12 


95 590 40 449 800 376 333,61 13 381,79 
94774 38 747 759 927 317,59 13 048,18 
93 970 37 119 721 180 304,17 12 730,59 
93 173 35 560 684 061 293,15 12 426,42 
92 378 34 062 648 501 285,02 127033527) 


gI 578 32 626 614 439 278,13 It 848,25 
90 770 31 246 581 813 272,06 II 570,12 
89 952 29 917 550 567 267,03 II 298,06 
89 121 28 637 520 650 261,11 II 031,03 
88 280 27 408 492 013 256,77 10 769,92 


87 424 26 224 464 605 253,02 10 513,15 
86 551 25 084 438 381 248,94 10 260,13 
85 662 23 987 413 297 245,12 10 OLI,19 
84 756 22 931 389 310 242,59 . 9 766,07 


83 828 21 913 366 379 239,94 9 523,48 


82 878 20 933 344 466 237,93 9 283,54 
81 903 19 987 323 533 237,519 9 045,61 
80 897 19 072 303 546 235,78 8 808,42 
79 862 18 192 284 474 233,79 8 572,64 
78 799 17 344 266 282 232,21 8 338,67 


77 707 16 523 248 938 229,51 8 106,46 
76 590 15 736 232 415 226,31 7 876,95 
75 450 14978 216 679 224,22 7 650,64 
74 281 14 247 201 701 223,12 7 426,42 
73 977 13 542 187 454 223,09 7 203,30 


71 831 12 861 173 912 225,42 6 980,21 
7O 528 12 201 161 O51 227,65 6 754,79 
69 166 II 561 148 850 230,14 6 §27,14 
67 741 10 940 137 289 232,49 6 297,00 
66 251 10 337 126 349 234,58 6 064,51 


64 995 9 753.2 116 012,3 | 236,12 § 829,93 
63 074 9 187,4 106 259,1 | 237,97 5 593,81 
61 383 8 638,5 97071,7 | 239,18 | 5 355,84 
59 624 8 107,2 88 433,2 240,68 5 116,66 
57 792 7 592,5 80 326,0 | 241,17 4 875,98 
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(a a 
= L Me = i 

60 55 892 1976 7 094,4 72 73355 242,33 4 634,81 | 
61 53.916 2038 6 612,2 65 639,1 241,48 4 392,48 
62 | 51 878 2097 6 147,2 59 026,9 240,07 4 151,00 
63 49 781 2149 5 699,1 52 879,7 237,70 3910,93 | 
64 47 632 2197 5 268,8 47 180,6 234579 3 673,23 
65 45 435 2246 4 855,8 41 911,8 231,92 3 438,44 
66 43 189 2302 4 459,6 37 056,0 229,67 3 206,52 
67 40 887 2355 4 079,1 32 596,4 227,01 2 976,85 
68 38 532 2399 3 714,3 28 517,3 223,43 2 749,84 
69 36 133 2432 3 365,3 24 803,0 218,84 2 526,41 
7° 33 107 2452 3 932,5 21 43757 213,19 2 397,57 
7% 31 249 2455 2 716,7 18 405,2 206,23 2 094,38 
72 28 794 2436 2 418,3 15 688,5 197,70 1 888,15 
73 26 358 2406 2 139,2 13 269,7 188,67 I 690,45 
74 23 952 2360 1 878,2 II 130,5 178,80 I 501,78 
75 21 592 2299 1635.9 | 9 252,3 168,30 I 322,98 
76 19 293 : 2210 I 412,2 7 616,4 156,31 1 154,68 
77 17 083 2103 I 208,1 6 204,2 143,70 998,37 
78 14 980 1982 I 023,6 4 996,1 130,86 854,67 
79 12 998 1848 858,1 3 97255 117,87 723,81 
80 Ir 150 1730 711,3 3114,4 106,63 005,94 
81 9 420 1599 580,6 2 403,1 95,22 499,31 
82 7 821 1443 465,8 1 822,5 83,02 404,09 | 
83 6 378 1264 366,9 1 356,7 70,26 321,07 
84 5 114 1080 284,4 989,8 58,01 250,81 
85 4034 896 216,6 795.4 46,50 192,80 
86 3138 715 162,8 488,8 35,85 146,30 
87 2 423 506 121,5 326,0 27542 110,45 
88 1 857 442 89,9 204,5 20,68 83,03 
89 1 415 344 66,2 114,6 15,56 62,35 
90 1071 1071 48,4 48,4 46,79 46,79 


Csuber, Wahrsoheinlichkeitsrechnung. Ii 8. Aufl. 
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Tafel V 


Doppelt abgestufte Sterbetafel O() 
British Ojfices Life Tables. 
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Lig ov. 


19Q tv 
go St 
zzz Lb 
632 6F 
Sgz 1S 
Loz t$ 
9$0 SS 
z£g 9S 
SES gS 
/91 09 
“r£4 19 
677 £9 
£99 b9 
L£0 99 
£S€ Lg 


$19 39 
$zg 69 
Se6 02 


9'Lz0 6 mas 


LoL o1 
So zt 
SLo b1 
£1g 91 
gbvo 61 
IQf 1z 
£&l tc 
bri gz 
9ZS gz 
fio 1f 
ovr ff 
zg SE 
goz gt 
6zS oF 
$6L 7¢P 


000 S¢ 
ob1 LY 
oz 6F 
60z 1S 
per es 
$96 oS 
£94 9S 
69 gS 
bol 09 
oZ9 19 
1Z1 t9 
Log +9 
£g6 $9 
10£ Lo 
b9S 39 
gLL 69 
6£6 o£ 
oSozs 


o£0 gi 
blz gt 
ZQS OZ 
916 zz 
ort Sz 


{vz Le 
Igi of 
£19 zf 
Szo Sf 
Sov LE 
zvl 6£ 
rdemray 
SSz bt 
gibvor 
£1S gt 
9£S oS 
ggt <S 
fol vs 
991 95 
£6g 2S 
gS$ 6S 
gtr 19 
699 z9 
Lz1 t9 
tz$ $9 
193 99 
v1 gg 
zLt 69 
is$ 02 
go 12 
eLLzl 


ozg £2 
Cho W/ 


OZR 09 
gst zo 
org £9 
ove S95 
168 99 
9g 29 
gz 69 
gif of 
6S 12 
LESS af 
big tL 
zfg bl 
Pro S/ 
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eS gt 


968 0% 
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£62 So 
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tot gg 
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oLb 2£§ 
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g6Ll tg 
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zt of 
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Tafel VII. 
% 
Sterbetafeln AH%, AH; ) Ale aus Beobachtungen an 


dsterreichischen und ungarischen Versicherten. 
Gemischte Versicherungen. 


20 0,00 293 100 000 — = 
21 ,00 303 99 797 ars = 
| 22 00 313 99 405 a = 
23 00324 | 99094 — se 
24 ,00 336 98 773 —< = 
25 300 349 98 441 0,00 373 100 000 
26 ,00 363 98 098 ,00 39! 99 627 
27 00 377 97 743 00 4IT 99 237 
28 00 393 97 374 ,00 432 98 829 
29 |, ,0O4I1 96 991 00 455 98 402 
30 ,00 430 96 592 300 479 97 954 
31 | 00450 96 177 ,00 504 97 486 
32 | ,00472 95 745 ,00 532 96 994 
33. | 00496 95 293 ,00 561 96 478 
34 900 521 94 821 300 592 95 937 
35 300 549 94 327 ,00 625 95 369 
36 ,00 578 93 809 ,00 661 94772 
37 ,00 611 93 267 ,00 699 94 146 
38 100 645 92 697 ,00 739 93 489 
39 ,00 683 92 099 300 782 92 798 
40 300 723 91 470 ,00 827 92 073 
41 ,00 767 go 809 ,00 876 OI 311 
42 00 814 90 113 300 928 gO SII 
43 ,00 865 89 379 ,00 984 89 671 
44 ,00 920 88 606 01 043 88 789 
45 300 979 87 791 sO 106 87 863 
46 01 043 86 931 :01 173 86 891 
37 Ol 112 86 024 ,O1 245 85 872 
} 48 01 187 85 067 OL 321 84 803 
49 ,O1 267 84 057 ,0I 403 83 682 
| 50 201 354 82 992 ,01 490 82 508 
| 51 ,01 448 81 868 ,01 582 81 279 
| 52 08 §49 80 683 OI 681 79 993 
53 ,01 658 79 433 s01 786 78 648 


0,02 o18 
302 040 75 269 902 145 
302 187 73 734 02 281 
:02 346 72 122 302 425 
,02 518 7° 429 ,02 579 


302 703 68 656 902 743 
,02 902 66 800 302 918 
,03 117 64 862 303 103 
203 349 62 840 03 301 
,03 598 60 736 103 512 


,03 867 §8 550 903 736 
504 156 56 286 393 975 
04 468 53 947 304 229 
394 499 
104 787 
905 093 
905 418 
105 764 
06 131 
306 521 


,06 936 
907 377 
,07 844 
508 340 
08 867 


309 425 
»10 O17 
,10 644 
»TI 309 
12 012 


12 756 
13 543 
014 375 
15 254 
16 181 


75777 
74 248 
72 656 
72 999 
69 277 


67 490 
65 639 
63 724 
61 747 
59 708 


57 OLX 
55 459 
53 254 
51 002 
48 707 


46 376 
44 O14 
41 630 
39 230 
36 825 


34 424 
32 036 
29 673 
27 345 
25 065 
22 842 
20 689 
¥8 617 
16 635 
14754 
12 982 
II 326 


9 792 
8 384 


7 105 


0,02 032 
402 159 
02 294 
02 438 
02 592 


902 755 
302 930 
903 115 
203 313 
03 $23 


03 747 
,03 985 
104 238 
,04 508 
104795 
,05 100 
05 424 
305 769 
306 136 
,06 525 


106 939 
307 379 
307 845 
,08 340 
,08 866 


109 423 
10013 
,10 639 
II 302 
,12 004 


912 747 
13 532 
114 362 
1§ 239 
916 165 
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Tafel 


Sterbetafel H™ der 20 bri- 
nebst Grundzahlen, Renten, Verbindungs- 


0.15920 2 553955 52 129 624 
07901 2 425 772 49 703 849 | 
02366 2316662 .| 47278077 } 
301787 2 214 942 44961 415 | 
101379 24118805 | 42746473 | 
yOL142 2 027 354 40 627 668 | 
y00925 1 940 III 38 600 314 | 
00748 I 856 681 36 660 203 § 
300607 1776742 | 34803 522 | 
,06502 I 700 025 33 026 780 | 

\ ,00428 1 626 311 31326755 | 
,00388 1555419 | 29 700444 | 
00359 1 487 204 28 145025 | 
00342 I 421 540 26 657 821 | 
,00340 I 358 316 25 236 281 | 
00353 1297439 | 23877965 | 
,00378 I 238 824 22 580 526 | 

1 182 398 21 341 702 | 
1328094 | 20159 304 


1075 856 19 031 210 


1 025 625 17 955 354 
977 348 16 929 729 
930 970 15 952 381 
886 433 1§ O21 411 
843679 | 14134978 
802 646 13 291 299 
763275 | 12488 653 
725 504 11 725 378 
689 273 10 999 874 | 
654 523 10 310 601 
621 199 9 656078 | 
589 246 9 034 879 | 
558 612 8 445 633 | 
529 246 7 887 021 f 
501 Ior 7 357 775 : 
474 131 6 856 674 
448292 | 6 382543 | 
423 542 5934255 | 
399 840 5 §10 709 
377 148 § 110 869 | 
355 429 4733 721 | 
334 648 4 378 292 | 
314771 4 043 644 | 
295 765 3 728 873 | 
277 600 3 433 108 | 


| 
l 
l 
| 
260 247 3155 508 : 
| 
| 
J 


243 677 2 895 261 
227 863 2 651 584 
212 780 2 423721 | 
198 403 2 210 941 


VII. 


tischen Gesellschaften 
renten und Todesfallversicherungen zu 34°/,. 


328,94 
279,46 


244,20 | 
221,24 | 


208,19 
203,15 
207,61 
213,96 
228,80 
241,87 


255,30 | 


266,09 


273,04 | 


276,05 
276,35 
273,77 


269,02 | 


262,29 
256,86 
250,01 
244,41 


237,86 | 


232,81 
227,83 
* 223,23 
218,69 
215,06 
211,70 
208,33 
205,47 
203,58 
200,84 
199,47 
198,42 
196,99 
196,49 
196,02 
195,74 
195,83 
196,63 
197,14 


Tafel VIII. 


M.. 
40 948 
27 975,5 
23 377,0 
21 234,9 
19 800,5 
18 684,94 
17 821,80 
17 152,13 
16 633,45 
16 224,75 
15 895,81 
15 616,35 
15 372,15 
15 150,91 
14 942,72 
14 741,57 
14 533,96 
14 320,00 
14 091,20 
13 849,33 
13 594,03 
13 327,94 
13 054,90 
12 778,85 
12 502,59 
12 228,73 
11 959,71 
II 697,42 
11 440,56 
11 190,55 
10 946,14 
10 708,28 
10 475347 
10 247,64 
| 10 024,41 
9 805,72 
9 590,66 
9 378,96 
9 170,63 
8 965,16 
8 761,58 
8 560,74 
8 361,27 
8 162,85 
7 965,86 


7 759;37 
7 57335 
7 377,61 
7 181,78 
6 985,15 


R 


x 


ay; 


aa 
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785 908 
744 959,6 
717 884,1 
694 507,1 
673 272,2 
653 471,69 
634 786,75 
616 964,95 
599 812,82 
§83 179,37 
566 954,62 
551 058,81 
535 442,46 
520 070,31 
504 919,40 
489 976,68 
475 235,11 
460 701,15 
446 381,15 
432 289,95 
418 440,62 
404 846,59 
391 518,65 
378 463,75 
365 684,90 
353 182,40 
340 953,67 
328 993,96 
317 296,54 
305 855,98 
294 665,43 
283 719,29 
273 OIr,o1 
262 535,54 
252 287,90 
242 263,49 


232 457577 
222 867,11 


213 488,15 
204 317,52 
195 352,36 
186 590,78 
178 030,04 
169 668,77 
161 505,92 


153 540,06 
145 770,69 
138 197,34 
130 819,73 
123 637,95 


20,058 
22,233 
22,775 
233939 
23,169 
23,238 
23,255 
23,225 
23,160 
23,062 


22,940 
22,802 
22,648 
22,484 
22,312 


22,134 
21,955 
21,774 
21,596 
21,418 
21,245 
21,074 
20,903 
20,733 
20,561 
20,387 
20,208 
20,024 
19,835 
19,641 
19,441 
19,235 
19,023 
18,804 
18,580 
18,349 
18,112 
17,870 
17,620 
17,365 
17,103 
16,835 
16,562 
16,282 
15,997 
15,706 
15,409 
15,107 
14,800 
14,488 


15,079 
18,513 
19,467 
19,974 
20,260 


20,447 
20,546 
20,570 
20,530 
20,439 
20,307 
20,446 
19,964 
19,765 
19,555 
19,337 
19,118 © 
18,901 
18,690 
18,486 
18,289 
18,101 
17,917 
17,736 
17,555 
17,374 
17,189 
17,006 
16,805 
16,605 


16,399 
16,187 
15,968 
15,744 
15,513 
15,277 
15,035 
14,787 
14,532 
14,272 
14,007 
13,736 
13,459 
33,179 
12,893 
12,603 
12,308 
12,010 
41,799 
31,404 


11,633 
15,760 
17,004 
17,696 
18,107 
18,393 
18,567 
18,642 
18,633 
18,555 
18,424 
18,257 
18,060 
17,843 
17,612 
17,372 
17,132 
16,895 
16,669 
16,452 
16,248 
16,055 
15,870 
15,691 
15,514 
15,337 
15,159 
14,976 
14,787 
74,593 
14,394 
14,189 
13,978 
13,761 
13,558 
13,309 
13,075 
12,336 
12,590 
12,339 
12,084 
11,824 
11,559 
11,291 
11,018 
10,742 
10,462 
10,180 
9,895 
peer 


7 


0,32171 


924861 | 


922982 
922088 
921652 


121417 


21362 | 


»21456 
»21681 
»22011 
922423 
322892 
923410 
123964 
924547 
s25151 
125758 
926370 
26974 
927571 
28159 
,28738 
129313 


329890 | 


93047! 
931061 
31664 
932284 
932924 
133582 
934257 
134954 
135671 
136412 
137167 
937949 
»38750 
239571 
940414 
,41278 
942161 
143068 
143993 
44938 
945904 
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67 919 


66 566 
65 152 
63 677 
62 136 
60 524 


58 842 
57 087 
55 257 
53351 
51 368 


49 309 
47 176 
44 972 
42 699 
40 365 


Se He 
35 543 
33 975 
30 585 
28 089 
25 602 
23 143 
20 731 
18 388 
16 133 


13 987 
11 969 
1G 096 
8 384 
6 844 


5 483 
4 303 
3 301 
2471 
1 800 


1 273 
871 
575 
366 
222 


129 
75 
37 


0,01542 


,01631 
01727 
501833 
,0L950 
302077 
,02216 
102369 
02536 
02719 


302920 
303140 
103381 
103645 
03934 


104251 
»04599 
904979 
,05396 
105853 
06353 
,06901 
107502 
,08160 
,08881 


,09671 
,10536 
T1485 
212523 
313662 


»§4909 
216275 
917772 
219412 
121209 


923177 
125343 
»27697 
»30286 
933123 
136230 
139635 
143306 
47453 
»§1930 
»56830 
jO2211 
68 100 


174552 
»S1621 


»89366 


13 034 
12 395 
Il 777 
11 178 
10 598 


10 035 
9 490,1 
8 961,5 
8 448,9 
795155 


7 469,15 
7 001,3 
6 547,7 
6 108,0 
5 682,1 


5 270,0 
4 871,5 
4 486,8 
4 116,0 
3 759.5 


3 417.4 
3 090,2 
2 778,4 
2 482,3 
2 202,7 


1 93957 
I 694,1 
1 466,3 
I 256,6 
1 065,2 


892,26 
737;72 
601,23 
482,39 
380,47 
294,50 
22a .cE 
165,52 
119,71 


84,252 | 


$7,571 


38,058 | 


24,275 


14,929 | 


8,749 
4,912 
2,612 
1,315 
0,653 
3299 
,128 
031 


| 184 709 
| 471.675 
| 159 280 
| 147 503 
| 136 325 
CLR pony, 
| 115 691,8 
| 106 201,7 


97 240,2 
88.791,3 
80 839,8 
73 379.7 
56 369,4 
59 821,7 
53 713,7 


48 035,6 
42 671,6 
37 890,1 


16 241,8 
1375955 
11 556,8 
9 617,1 
7 923,0 
6 456,7 
5 200,1 


4 134,89 
3 242,63 
2 $04,91 
I 903,68 
I 421,29 


1 040,82 
746,32 
523,01 
357,49 
237,784 


153,532 
95,961 
57,903 
33,628 
18,699 


9,950 
5,038 
2,426 
TLL 
0,458 


159 
1031 


— 


| 2 O12 538 
| 1 827 829 
; £656 154 


1 496 874 


| 1349 371 


| 1213 646 
I 087 319,3 


\ 
} 


971 627,5 
865 425,8 
768 185,6 


679 394,3 
598 554.5 
525 183,8 


458 814,4 
398 992,7 


345 279,0 
297 24754 
254 485,8 
216 595,7 
183 192.4 


153 995,1 
128 377,3 
106 266,9 
87 246.7 
71 904,9 
57 245,4 
45 688,6 
36 071,5 
28 148,5 
21 601,8 


16 491,72 
12 356,83 


9 114,20 | 


6 609,29 
4 705,61 


3 284,32 
2 243,50 
I 497,18 
974,17 
616,80 


378,896 
225,364, 
129,403 | 
71,5C0 | 
37,872 


19,173 
9,223 
4,185 
1,759, 
0,648 | 

,190 | 
,031 
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eet a so ee es x =. = = —- 

} ' 197,91 | 678801 | 116 652,80 14,172 | I1,096 9,320 | 0,52079 | 

| | 199,41 =| 6 590,10 | 109 864,79 13,850 | 10,785 | 9,030 | ,53166 | 51 
! 200,74 | 6 390,69 103 274,69 13,524 | 10,474 | 8,740 154265 | 52 
| 202,22 | 6 189,95 | 9688400 } 13,196 | 10,161 | 8,451 | ,55377 | 53 
| 203,98 | § 987,73 99 694,05 12,864 | 9,847 | 8,161 | ,56500 , 54 | 
H { | ! 
| 205,96 | § 783,75 84 706,32 | 12,528 | 9,532 | 7,873 | .57634 | 55 
207,58 5 577,79 78 922,57 | 12,191 | 9,218 | 7,587 | ,58775 | 56 | 
, 209,54 | 537%21 | 73 344,78 11,851 | 8,904 | 7,303 159925 | 57 
211,78 | 5 160,67 67 974,57 TD,SO9 or 16,502 lhe 7,022 ,O1082 | 58 


213,51 4 948,89 62 813,90 VILOVeN eo, 262 6,742 | 62239 59 


| 215,24 4 735,38 57 865,01 10,823 7,973 | 6.468 | ,63400 | 60 
216,85 4 520,14 53 129,63 10,480 | 7,668 | 6,197 564561 | 
| 218,21 4 303,29 48 609,49 | 10,136 | 7,366 | 5,932 | ,65722 | 
219,35 | 4085,08 | 44 306,20 9,794 | 7,068 | 5,671 | ;66881 | 63 
| 220,06 | 3 865,73 40 221,12 9453 | 6,775 ; 5.416 | ,68033 


aon 
Nora 


| 220,26 | 3645,67 | 36355,39 | 9,114 | 6,486 | 5,167 | ,69178 | 65 


| 219,89 3 425,41 | 32 709,72 8,778 | 6,204 | 4,925 | ,70315 | 66 
| 219,11 3205.52 | 29 284,31 8,448 | 5,927 | 4,690 | ,71443 | 67 
; 217,38 | 2986,4r | 26078,79 8115 | 5,656 | 4,462 | 72555 | 68 
' 214,89 2 769,03 | 23 092,38 73790 |. 55393 1241 173653 : 69 


4,028 | ,74738 | 70 | 


| 
| 

i 211,62 | 2554,14. | 20 323,35 7470 | 5,136 
3,823 975804 , 71 


| 207,32 2 342,52 | 17 769,28 72155 | 4,887 | 
: 202,09 2 135,20 15 426,69 6,846 4,646 3,626 176851 | 72 
| 195,73 1 933,11 13 291,49 6,543 | 4.413 | 3.437 | »77874 | 73 
| 188,43 1 737,38 | ‘11 358,38 6,247 | 4,189 | 3,256 | ,78877 | 74 
| 180,01 ¥ 548,95 9 621,00 5,958 | 3,973 | 3,083 | .79856 | 75 
170,60 | I 368,94 8 072,05 5677 | 3,765 | 2,919 | ,80802 | 76 
160,11 | 1198,34 | 6 703,11 6404.) 9 3,567 (052,704 Ok7oO N77 
148,89 | £.038,23 | § 504,77 5.138 | 3,377 | 2,616 | ,82623 | 78 
136,90 889,34 4 466,54 4,882 | 3,195 | 2,476 | ,83491 | 79 | 
124,38 | 752,44 | 3577,20 4,634 | 3,02 25344 | ,84330 | 80 | 
TIi,54 628,06 2 824,76 4,395 | 2:859 | 2,220 p85 135-or 
98,503 516,521 2 196,695 4,166 | 2,705 | 2,104 85911 | 82 
85,611 418,018 | 1 680,174 3,946 | 2,558 1,995 :86656 . 83 
73,102 | 332,407 | 1 262,156 35736 2,420 1,894 ,87368 | 84 
61,236 | 259,305 929,749 | 3,534 , 2,290 | 1,799 | ,88050 | 35 
. §0,241 | 198,069 670,444 3,342 | 2,168 Regain ,88699 | 86 
40,210 | 147,828 472,375 | 3,160 | 2,055 | 1,630 | ,89314 | 87 
31,407 | 107,618 324,547 2,986 1,948 | 1,555 | ,89902 | 88 
23,233 76,211 216,929 | 2,822 | 1,849 | 1,486 | ,90457 | 89 
17,565 | 52,378 140,718 2,667 1,756 1,423 90981 | 90 
12,496 | 34,813 88,349 | 2,521 1,671 | 1,366 | ,91472 | 91 
8,5251 | 22,3170 53.5272] 2,385 1,594 | 1,315 91935 | 92 
5.6751 | 13,7919 31,2102] 2,253 1,517 | 1,264 | ,92385 | 93 
355412 38,1168 17,4183 | 2,137 1,455 | 1,225 | 592773 , 94 
241338 | 4,756 9,3015| 2,106 | 1,394 | 1,186 | ,93152 | 95 
1,2086 254418 | 4,7259} 1,929 1,347 | 3,157 293480 | 96 
0,6183 | 1,2332 2,2341} 1,844 1,321 | 1,145 193665 | 97 
13317 | 0,6149 1,0509] 1,702 | 1,261 | 1,112 194248 | 98 | 
,1603 | ,2832 0,4360; 1,533 | 1,202 | 1,086 594816 | 99 
50930 1229 | 91528} 1,242 1,060 1,015 | ,95803 | 100 | 
50299 30299 | 39299 84 tere th 596618 | ror 
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Tafel IX. 


Aktivitatsordnung und Invaliditatstafel nach H. Zimmermann. 
Aktivitatsrenten zu 3$°/,. 


100 000 0,00021 19,1449 
99 072 300026 18,9766 
98 188 ,00033 18,7941 
97 343 ,00040 18,5972 
96 533 500047 18,3858 


95 752 500054 | 18,1616 
94 993 00062 | | 17,924! 
94 253 :00071 | 17,6741 
93 526 ;06080 17,4116 
92 806 00085 | 17,1380 


Q2 O91 ,00096 | 16,8525 
Ot 374 ,00113 16,5559 
90 644 sOO131 16,2504 
89 8388 ,00156 15,9370 
89 103 ,00187 15,6167 
88 276 ,00220 1§,2904 
87 406 ,00248 14,9590 
86 489 ,00282 14,6218 
85 527 ,00310 14,2793 
84 520 y0O341 13,9293 


83 473 100382 13,5721 
82 373 300437 13,2083 
81217 ,00488 12,8390 
80 000 300554 12,4628 
78 713 ,00626 12,0823 


77 351 ,00698 11,6965 
75 916 11,3061 
74 399 10,9099 
72 781 10,5118 
71 049 10,1126 


69 188 9,7148 
67 182 I 93197 
65 026 8,9283 
62 732 8,5392 
60 31% 81522 


57 769 7:7657 
55 110 793797 
§2 319 6,997! 
49 395 6,6191 
46 303 5 02339 | 2174 6,2524 


=) 


@,,(12) am 
ay 


0,02520 5,9001 
302683 55673 
302922 5,2501 
103137 4,9548 
993357 4,6778 


,03515 4,4166 
303708 4,1668 
303879 3,9341 
:04101 5 37176 
304227 315163 


304438 3.3302 
104733 3,1608 
105143 3,0110 
05655 2,8853 
306268 2.7737 


,06830 2,6759 
907354 2,5382 
07844 2,5089 
308308 2,4367 
08747 2,3657 


109166 2,3010 
909575 2,2348 
109968 2,1574 
,10228 2,0878 
10561 1,9786 


, 11004 1,8479 
111623 1,6946 
,12542 1,4846 
214044 1,2191 
16849 0,9501 


320000 0,5 360 
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Invalidenrenten und Anwartschaften zu 3}°/, 


Tafel X. 


Tafel 


Invalidensterbetafel 


— Witwen- und 


| ae | 


Vv 


(x2) 
ay 


d, 


i 
| 
| 
] 


g,048 
9,276 
9,497 


9,710° 


9,912 
10,10% 
10,273 
10,427 
10,556 
10,658 


10,731 | 
10,779 | 


| 10,813 


10,851 


10,892 | 


10,938 


10,988 
11,043 
11,104 
LIG17e 


11,238 
11,299 
11,340 
11,364 
¥1,361 


11,343 
11,304 
11,255 
11,197 
15,128 


11,049 
10,959 
10,853 
10,730 
10,584 


| 1,29473 
1,35072 
1,40823 
| 1,46710 
| 1,52734 


| 1,65253 
1,71756 
1,78420 
1,85271 


1,92356 
1,99640 
2,07103 
2,14764 
2,22584 


2530529 
2,38612 
2,46898 
2,55357 
2,64042 


2,72958 
2,82041 
| 2,91202 
3,00500 
| 309893 


3,19348 
3,28966 
3538785 
3.48554 
| 3,58152 


| 3,67650 
3576759 
3,85273 
3,93384 
4,01225 
| 


| 
L 


1,58914. 


O! O41 
61 $34 
61 102 
60 648 


59 680 
59 170 
58 111 
57 566 
57 O10 


56 445 
55 86¢ 


55-282 


53 462 
52 837 


§0 946 
50 320 
49 701 
49 090 
48 481 
47 870 


46 605 


45 245 
44 $24 
43 767 
42 981 
42 162 


62 324 | 


52 207 | 
51 576 | 


47 248 | 
45 939 | 


\ 
| 


! 19,6935 i 


60174. 


58 647 | 


54 685 | 
54078 | 


i} 


20,2431 | 


20,0587 


19,8754 | 


19,5122 


19,8494 
18,9667 
18,7816 
18,5941 
18,4029 
18,2083 
18,0096 


17,8074 | 


17,6015 
17,3913 
17,1768 
16,9574 


16,7329 | 


16,5018 


16,2625 
16,0139 
15,7546 
15,4831 
15,1985 
14,9021 
14,5944 
14,2777 
13,9545 
13,6253 


13,2910 
12,9518 
12,6075 
12,2581 
11,9038 


200 000 


152 987: 


143 156 
138 449 


135 292 
19,3309 | 


132 997 
131 277 
129 941 
128 884 
128 030 


127 326 


126 726 
126 196 


125 710 | 


125 244 
124770 
124 266 


123 705 
123 076 


ae 


nach H. Zimmermann. 


Waisenrenten. Grundlagen: 


Tafel X. 


Deutsche 


Sterbetafel, 34°. 
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(12) 
a‘ 
J 


, 


320626 
4,25358 
4,28774 


4530924 
4,31689 
4,31091 
4,29281 
4,26307 
4,22278 
4,16985 
4,10127 
4,01553 
3,91513 
3;79107 
3,64660 
3.48357 
3,30421 
3,12284 


2,94663 
2,77669 
2,61424 
2,46023 
2531025 


2,16939 
2,03210 
1,89458 
£,77021 
1,64843 


1,52919 
1,42314 
1,31676 
1,22656 
1,22616 


1,23749 


1,5445 
11,1816 
10,8168 


10,4517 
10,0885 


9,7290 
9:3734 
9,0223 
§,6760 
8,3340 


79969 
76642 
793394 
7:0133 
6,6945 


6,3809 
6,07 32 
5.7735 
5.4857 
§,2113 


4.9508 
4,7041 
—4,4697 
4,2475 
4,0346 


3,8309 
3,6531 
34474 
3,2690 
3,0999 


2,9427 
2,7948 
2,6577 
2,5305 
2,410 
2,2966 
2,1903 
2,0815 
1,977! 
1,8857 


1,7774 
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(Die Zahlen beziehen 


Abiinderung einer Versicherung 405. | 

Abfertigung in der Pensionsversicherung | 
316. 363. 

Abgekiirzte Versicherung 258. 

Abgestufte Pramien 340. 

AbschluBprovision 388—393. ° 

Absterbekurve 96. 

Absterbeordnung 89. 

Abzinsungsfaktors. Diskontierungsfaktor. 

Anderung der Grundlagen (der Versiche- 
rung) 228. 

Aquivalenzprinzip in der Versicherung | 
822. 

Arztliche Auslese 229. 

Aggregattafeln 128; vollstindige 128. | 
167; abgestufte 129. 167. 

Aktivenordnung 214. 

Aktivitatsrente 257. 

Altersaufbau 3. 5. 356. 

Altersgliederang der Todesfjille 5. 

Anlagearten der Kapitalien in der Ver- 
sicherung 233. 

Antiselektion 400. 

Anwartschaft 241; eines Aktiven auf 
konstante Invalidenrente 802; auf stei- 
gende Invalidenrente 305; eines Ak- 
tiven auf Witwenrente 308; eines In- 
validen auf Witwenrente 808; eines 
Aktiven auf Waisenrente 313; eines 
Invaliden auf Waisenrente 312. 

Arbeiterversicherung 226. 

Arbeitsinvaliditat 204. 206. 

Aufbringung der Mittel 226; in der So- 
zialversicherung 350. 

Aufzinsungsfaktor 237. 

Ausgleichung, einfach abgestufter Tafeln 
167; nach der Makehamschen Formel: 
Verfahren von King-Hardy 174; Ver- 
fahren bei der neuesten englischen 
Messung 179; mittels der Methode der 
kleinsten Quadrate 181; mechanische 
185 (s. Mechanische Ausgleichungs- 


\ 


sich auf die Seiten.) 


methoden); graphische 197; zweifach 
abgestufter Tafeln 200, nach einer 
Flache, nach Kurven 201. 
Auslese, arztliche, soziale 122. 
Auslesetafeln s. Selekttafeln. 
Ausreichende Primie 392. 
Ausscheideordnung der Aktiven 214; 
ihre Ableitung aus einer allgemeinen 
Sterbetafel 222. 
Ausscheidewahrscheinlichkeit 208. 211. 
Ausscheidewahrscheinlichkeiten der 
reichsdeutschen Invalidenrentner 300 
bis 301.. 


Austritte 134. 


Beitragszahlung in der Sffentlichen In- 

validenversicherung, ihr Barwert 365. 
Beobachtungslinie 92. 150—151. 
Berufsinvalidit&ét 204. 206. 
Beschreibung von Massengestaltungen 

und Massenerscheimungen 16. 
Bevélkerungstheorie, formale 90. 
Biometrische Funktionen 88. 
Bruttoprimie 320—321. 


Deckungskapital 369. 388. 

Deckungspriimie 392. 

Dekremententafel 89. 

Deutsche Sterbetafel 111. 

Dichtester Wert 18. 

Diskont 240. 

Diskontierte Zahlen der Lebenden 243; 
der Toten 253; diskontierte Paare von 
Lebenden 275. 

Diskontierungsfaktor 239. 

Dispersion extensiver Gré8en 77. 

Divergenzkoeffizient 39. 

Doppelsummen der diskontierten Zahlen 
der Lebenden 248, 

Durchschnittsprimien 348; bei einer 
Pensionsversicherung 858; in der 
dffentlichen Invalidenversicherung 355. 


Sachregister. 


Ehescheidungen 82. 


Einmalige Leistungen in der Pensions- | 


versicherung 315. 

Kinmalige Primie 822. 

Hintritte 134. 

Einzelerscheinung 7. 

Hinzelreserve 370. 

EKlementargesamtheiten von Gestorbenen 
102. 

Erlebensversicherung 123. 168. 242. 

Erwerbsfihigkeit 204. 

Eulersche Hypothese tiber das Wachsen 
einer Bevélkerung 105. 

Extensive und intensive statistische Gri- 
Ben 64. 

Extrarisiken 282. 


Feklerexzedent, absoluter 45. 

Fehlerrelation 39. 

Flachenausgleichung 201. 

Formel fiir die Sterbenswabrscheinlich- 
keit unter Beriicksichtigung der Ein- 
und Austritte 137. 

Frauenversicherung 231. 


Geburten, ihre Gliederung in eheliche 
und uneheliche, Lebend- und Totge- 
burten 54. 

Geburtendichtigkeit 95. 

Geburtenkurve 95. 

Geburtenziffer 8, 12. 

Geburtpunkt 131. 

Gemischter Bestand, aus Aktiven und 
Invaliden 207. 

Gemischte Versicherung 258; 
mischte gegenscitige Uberlebensver- 
sicherung 289. 

Gesamtheiten, statistische 92; von Le- 
benden und Gestorbenen 96. 130—133. 

Gesamtreserve 379. 

Geschlecht, sein Hinflu8 auf die Sterb- 
lichkeit 123. 162—163. 

Geschlechtaverhditnis der Geborenen 48. 


Geschiechtsverhiltinis der Gestorbenen 55. | 


Geschlechtsverhiltnie der Uberlebenden 
56. 

Gestundete Primie 381. 

Gewinnbeteiliguny 234. 

Geichaltrige 132. 

Gleichlangversicherte 132. 

Gleichzeitiglebende 132. 

Gompertzsche Sterblichkeitsformel 171. 
277 —279. 


Csuber, Wabrscheinlichkeciwrechuung. II 8, Aufl. 


ge- 
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| Grundbetrage der Invalidenrenten 357; 
— der Aktivitiitsrenten 358. 

Grundlagen der Versicherungsreebnang 
227; statistische 228. 

Grundlagen zweiter Ordnung 389. 

Gruppenrechnung (beztiglich der Reserve) 
870. 


Haufigkeitskurven 21; Typen solcher 25, 
29. 

|Halleysche Methode der Konstraktion 
einer Sterbetafel 105. 

Hauptgesamtheiten von Lebenden 98; 
von Gestorbenen 99. 

Hypothese der gleichmaBigen Verteilung 
der Hin- und Austritte 186; Zeuners 
— hieriiber 138. 


Invelidenrente 297; avf Grund einer 
zweiiach abgestuften Ausscheideord- 

| mung 289. 

| Invalidensterbetafeln 213. X. 

‘| Invalidenversicherung 232. 

 Invaliditat, Begriff und Arten deraelben 
204. 

—, ihre Hinbeziehung in die Lebene- 
versicherung 334. 

Invaliditatetafeln 215. IX. 

| Invaliditétswahrscheinlichkeit 208. 210; 

| ibre Abbangigkeit von der Dienstdauer 

220. 


| 


| 

| §ibrliche Primienzahlung 324. 

| Jahrespramie der lebenslinglichen Todes- 

fallversicherung 325, 

_Jabrespramien verschiedener Versiche- 
rungskombinationen 328—334, 


i 
| 


‘Kapitaldeckungsverfabren, mit Umlage 
361; mit Primien 352. 

Kapitalische Begriindung einer Versiche- 
rang 8. Hinmalige Pramie. 

| King-Hardy sche Anwendung der Make- 

| hamsehen Formel 174-177 

| KoliektivmaBlehre 9. 

Konjekturalrechnungen 13. 

| Koustanten, statistische 19—21.. 

| Kontinuierliche Rente 266. 

_Koavertierung eines Versicherungsstocks 

380. 

i Koordinationeverhialtuis 8. 

, Krankenversicherung 2382. 

| Kuzve der Uberlebenden 84. 


30 


\ 
466 


Lebengdauer, durchschnittliche oder mitt- | 
lere 86; abgektirzte und volle 87; | 
wahrscheinliche und wahracheinilichste | 
87. | 

Lebenserwartung 87. 

Lebenslinie 92 131. 

Lebenspunkt 131. 

Lebensversicherung im weiteren und | 
engeren Sinne 225. 

Lebenswahrscheinlichkeit 81. 

Leibrente 248; thr Verhaltnis zur Zeit- | 
rente 247. 


Makehamsche Sterblichkeitsformel 173. 
277 —279. 

MaB der Schiefe 29. . 

Massenerscheinung 1.7; unverbundene | 
39. 42-—43. 

Massenphysiologische Konstante 56. 

Mathematische Statistik 1. 

Mehbrfache Versicherungen 145. 159. 

Mechanische Augleichungsmethoden 186; | 
Methode yon Wittstein 186; von) 
Woolhouse 187; ihre Modifikation 
von Schaertlin 189; Methode von. 
Karup 189; von King 193. 

_Medianwert 17. 

Methode der Fiichen 30. 171. 

- der gleichen Alter 276. 273. 
der Hieincien Quadrate in ibrer An-| 


| 


| 
| 
| 


Sachregister. 


Postnumerando-Leibrenta 245. 
Potenzmittel 19. 


Pramie bei Einbeziehung der Invaliditat 


334. 


| Pramien 319; variable 338; abgestufte 


340. 

Primienreserve nach der Nettomethode 
367; negative 370; bei einwaliger 
Primienzahlung 370; bei jahrlicher 
Pramienzahlung 372; bei unterjabriger 
Pramienzablung 375; nach einer uicht- 
ganzen Anzahl von Jahren 376; kauf- 
mannische und mathematische 377; 
ibre Abhangigkeit von Sterbetafel und 
Zinsfub 378; totale 380; und Deckungs- 
kapital 388; der lebenslinglichen 
Todesfallversicherung 394; ibid. bei 
abgekiirater Priimienzahlung 395; der 
gemischten Versicherung 395; der Er- 
lebensversicherung mit Pramienriick- 
gewahr 396; der gemischten Versiche- 
rung mit Primienriickgewabr 396. 

| Primienriickgewibr 342; ihre Einbe- 
ziehung bei verschiedenen Kombina- 
tionen 343—348. 


| Pramientibertrag 377. 880. 
| Prinumerando-Leibrente 243. 
Pr&zision einer statistischen Relativzahl 


34. 
Privatversicherung 226, 234. 


wendung auf Tafelausgleichung 170. | | Prospektive Methode der Pramienreserve- 


NEE. 
-- der Momente 29. £71. 
— der Prazisionsbestimmung, Ponies, | 
torische und physikalische 38. 
Methoden der Sterblichkeitsmessung an | 
einer Bevélkerung 117. 
Minderwertige Leben 229. 
Minimalzahl der Versicherten 440. | 
Mittel, arithmetisches 17; antiharmoni- | 
sches 19; geometrisches 17; harmo-. 
nisches 17. 
Mittelwerte 16. 


Natiirliche Primie 339. 

Nettoprimie 320—821, 

Normale Leben 229, 232. 
Lebensdauer 69. 


Oskulicrende Interpolation 190. 


Personenversicherung 225, 
Personenzithlung 145- 146. 160 —161. 
Police 319. 


Policenwert 370. 


bestimmung 369. 


Rente 240. 243; nachschtissige 245; vor- 
schiissige 243; aufgeschobene 245; 
temporiire 245; yorindentiehe 248; auf 
Grund einer Selekttafel 250; von 
unterjihriger. Fiilligkeit 260; konti- 
nuierliche 261. 266; vollstindige 268; 
vollstiindige m-tel — 270; fiir verbun- 
dene Leben 274. 


| Rentensystem 267. 


Restpramie 886. 


| Retrospektive Methode der Pramien- 


reservebestimmung 369. 
Reduziertes Kapital 382. 
Reihen von Relativaahlen 36; 

rische, periodische, 

undulatorische -47. 


evoluto- 
symptomatische 


| Risiko in der Lebensversicherung 408; 


Aufgaben seiner Theorie 411; seine 
Elemente 412; seine direkte Bestim- 
mung fiir einen Versicherungsbestand 
414; indirekte Bestimmung 432—4384; 


Sachregister. 


seine wabrecheinlichkeitstheoretischs | 


Bedeutung 484. 

Risiko, durchschnittliches 415; fiir eine 
einzelne Versicherung bei deren Beginn 
416—421; 
421—422. 

Risikodauer 418. 441. 

Risikofonds 411. 

Risikogleichung 442. 

Risikopramie 381—382. 386 

Risikoreserve 439. 

Risiko, mittleres 415; einer einzelnen 


Versicherung bei deren Beginn 422— | 


426; nach langerem Bestande 427-— 
428; fiir ein Jahr 429—430. 
Riickkauf 398. 
Riickkaufswert 399—460. 
Riickversicherung 384. 


Satz von de Morgan 276. 


Satze tiber Gesamtheiten von Lebenden | 


una Gestorbenen 96—98. 

— von Tchebycheff 430. 434. 

Schadenreserve 381. 

Schwankungskomponente einer statisti- 
schen Wahrscheinlichkeit, unwesent- 
liche 44; physische 45. 

Selbstauslese 122. 166. 

Selektionszahlung 145—ii6. 160—161. 

Selekttafeln 130. 250. 256. 

Sicherheitskoeffizient 438. 

Simpsonsche Regel fiir Verbindungsrenten 
276. 

Sozialversicherung 226. 232. 235. 348— 
367. 

Spannrahmen 17. 

Sparprimie 381—383. 386. 

Stabilitat einer Massenerscheinung 42. 
46—A4T7, 227. 


Stabiltat eines Versicherungsunterneh- | 


mens 439; ibr Grad 440. 


Statistik, mathemutische 1; analytische, | 


graphische 90. 

Statistische Gesamtheiten 92. 

_— Zahlen 1. 

— Zahlenreihen 1; ihre analytische Dar- 
stellung 21. 

Steigerungen der Invalidenrenten 359; 
der Altersrenten 362. 


Sterbegeld in der Pensionsversicherung | 


317. 

Sterblichkeit, ihre zeitliche Veranderung 
164; Abhangigkeit von der Versiche- 
Tungsdauer 1665. 


nach lingerem Bestande | 


467 


Sterblichkeitsformeln 169; von Gom- 
pertz und Makeham 171—173; von 
Wittstein 178. 

Sterblichkeitsintensitat 83. 

Sterblichkeitskoeffizient 83. 

Sterblichkeitskurvert 120. 

SterblichkeitsmaBe 79. 

Sterblichkeitsmessung 79. 88; an Ver- 

sicherten 122. 126. 

| Sterblichkeitsschwankungsfonds 41. 437 

| bis 439. 

| Sterblichkeitsverhiltnis, seine Stabilitét 

| 58; unter Versicherten 60; zentrales 
83, 85. 

Sterbensdichtigkeit 95. 

Sterbenswahrscheinlichkeit 81—82; der 
Aktivyen 208.210; derInvaliden 208. 210. 

Sterbepunkt 1381. 

Sterbetafel 89; einer Generation 103. 
108; gleichzeitig Lebender 107—108. 

— eines gemischten Bestandes 216. 

| Sterbetafeln aus bevélkerungastatisti- 

' gcehem Material 103; deutsche 111. IV; 

preuBische, schweizerische, franzisi- 

| sche, englische 117; niederlindische 
118. 

— fiir Versicherte 125. 228; Aggregat- 
tafeln 128; abgestuizte 129; Selekt- 
tafein 180; zweifach abgestutzte 130; 

| fir Rentner 141-142; fiir Todesfall- 
versicherte 14%—144. 

-- von Brune, Deparcieux, Helm, 
Semmler i141. 230; Beamtenvereina- 
tafel 142; der siichsischen Altersrenten- 
bank 141; des Anker 142; der Assi- 
curazioni generali 142, deutsche fiir 

-Rentner 142; franzisische fiir Rentner 
142, fiir Versicherte 143; Gothaer Ta- 
fel 142; Leipziger Tafel 142; der 17 

nglischen Gesellschaften 143; 230; 
der 20 britischen Gesellschaften 143. 
230. VIII; der 30 amerikanischen Ge- 
selischaften 143; der 23 deutschen 
Gesellschaften 143. 150—155. 230. V; 
der 4 iranzdsischen Gesellschaften 143; 
280; der 60 britischen Geselischatten 
143. 155—159. 230. VI; dsterreichische 
und désterreichisch-ungarische 143— 
144, 159--162. VU—VIla. 

Summen der diskontierten Zahblen der 

| Lebenden 244; der Toten 255, 


Tafelausgleichung s. Ausgleichung. 
| Tavifprimie s. Bruttoprimie. 
80* 
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Teilinvaliditat 204. 

Terme fixe-Versicherung 259. 

Text Book 174. 

Todesfallversicherang 123. 163. 280; 
lebenslangliche 251258; aufgescho- 
bene und temporare 253; variable 255; 
auf Grund einer Selekttafel 256; unter- 
jabrig zahlbare 271; sofort nach dem 
Tode zahlbare 272; auf das ktirzerte 
Leben 287; auf das lingste zweier 
Leben 289. 

Todesursachen 3; allgemeine und indi- 
viduelle 79; bei Versicherten 148. 
Tétliche Unfille, Stabilitat ibres Auf- | 

tretens 63. 

Typen von Haufigkeitskurven 25. 29. 

Typischer Mittelwert 65; seine Festatel- 
lung 67. 

Typische Wahrscheinlicheit mit norma-' 
ler Dispersion 35; mit tihernormaler , 
Dispersion 41. 42. 


Uberlebensdichtigkeit 95. 

Uberlebensrente, gegenseitige 282; ein- 
seitige 283. 

Uberlebensversicherang,  gegenseitige 
288; aufgeschobens und kurze 288— 
289, 294; einseitige 290. 

Ubersterblichkeit 323, 

Umlageverfahren 350. | 

Umwandlung in eine primienfreie Ver- | 
sickerung 401. 

Unfallsinvaliditat 264. 

Unfallversichereng 232. 

Unterjibrige Primienzahiung 336. 

Unternormale Dispersion 46. 

Untersterblichkeit $22. 


Yerinderliche Primien 888. 

Verbindangsrente, im engeren Sinne 274; 
bis zu einem spiteren Tode 280; auf- 
geschobene, temporire, unterjiithrig 
fallige 284—285. 

Verhaltniszahlen 6; homologe 10. 

Vermehrungsfaktor 105. 356, 

Versicherung mit bestimmter Verfallzeit 
259. 

Versicherungsbedingungen 398. 


| 


| Witteteinsche 


Sachregister. 
| Versicherungsdauer, ibr Einflu® auf die 


Sterblichkeit 124. 165; ihre Messung 
158. 
Versicherungsfall 225. 
Versicherungsgeschaft, seine allgemeine 
Kennzeichnung 319. 
Versicherungskombination,ibr KinfluS auf 
die Sterblichkeit 123. 
Versicherungsnehmer 225. 319%. 
Versicherungsvertragsgesetze 398. 
Versicherungsverhaltnis 226. 
Versicherangsvertrag 226. 319; seine ge- 
setzliche Regelung 398. 
Versicherungszweck 225. 
Verzinsung, einfache, zusammengesetzte 
236; kontinuierliche 237. 
Verzinsungsintensitat 238. 
Vollinvaliditat 204. 
Vorschiissige Leibrente 243. 


Wahrscheinliche Lebensdaner 88. 

Weahrscheinlichkeit, statistische 6. 8; 
Grenzen einer sclchen und zugshdrige 
Wabhrscheinlichkeit 9; typieche, mit 
normaler Dispersion 35. 39. 

Waisenrente 297. 

Sterblichkeitsforme} 

178. 


| Witwenrente 297. 


Zahlen, absolute und relative 2. 16. 


| Z&bleinheit 144; Police 144; Person, 


Geldeinheit, Auslese 145—146 

Zahikarte 147—149. 

Zeitbestimmungen bei der Beobachtung 
Versicherter 134. 158. 

Zeitkoordinaten 91. 

Zeitmoment in der Sterblichkeitsmessung 
80. 

Zeitrente 240. 247. 

Zeitwert einer Police 370. 

Zentralwert 17. 


'Zillmersche Methode der Pramien- 


reserveberechnung 388. 

ZinsfuB, eifektiver und rechnungsmaBiger 
282. 236; nomineller 288. 

Zuschlag 320. 

Zweifach abgestufte Sterbetafelu 130. 931. 
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